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MEMOIRE 

Sur   une  classe   d'équations   différentielles   simultanées  qui  se 
rattachent   a  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure; 

Par  m.  J.-A.  SERRET. 

(Présenté  à  l'Acacléniie  des  Scienres  ,  le   12  juillet  i852.) 


Diverses  questions  de  géométrie,  et  particulièrement  un  grand 
nombre  de  celles  qui  se  rattachent  à  la  théorie  des  courbes  à  double 
courbure,  se  ramènent  à  l'intégration  de  certains  systèmes  d'équalions 
différentielles  simultanées  à  trois  variables  qui  ont  un  caractère  remar- 
quable. ^iCS  systèmes  dont  il  s'agit  sont  formés  de  deux  équations 
entre  plusieurs  fonctions  de  trois  variables  et  de  leurs  différentielles 
jusqu'à  celles  d'un  certain  ordre  quelconque;  ces  fonctions  sont  telles, 
qu'étant  égalées  à  des  constantes  arbitraires,  les  équations  qui  en 
résultent  se  réduisent,  après  la  différentiation,  à  une  ou  au  plus  à 
deux  équations  différentielles  distinctes. 

Dans  le  premier  cas,  celui  où  les  équations  dont  nous  parlons  se 
réduisent  à  une  seule ,  le  système  des  équations  proposées  n'a 
point,  à  proprement  parler,  d'intégrale  ;  il  se  réduit  en  quelque  sorte 
à  une  équation  unique  et  admet,  par  suite,  une  solution  qui  renferme 
une  fonction  arbitraire.  Mais,  outre  cette  solution  si  générale,  il  en 
existe  une  autre  à  laquelle  on  peut  justement  donner  le  nom  de  solu- 
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tion  particulière  et  qui  renferme  un  moindre  nombre  de  constantes 
arbitraires  qu'il  n'y  en  a,  en  général,  dans  l'intégrale  d'un  système  de 
même  ordre  que  le  proposé.  Cette  solution  particulière  donne  presque 
toujours  la  véritable  solution  de  la  question  qui  a  conduit  aux  équa- 
tions différentielles  proposées.  On  en  a  un  exemple  dans  le  problème 
qui  a  pour  objet  de  trouver  une  courI)e  dont  les  centres  des  sphères 
osculatrices  soient  situées  sur  une  courbe  donnée.  On  satisfait  effec- 
tivement a  la  question  en  prenant  une  courbe  tracée  à  volonté  sur 
une  sphère  de  rayon  arbitraire  et  qui  aurait  son  centre  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  donnée;  mais  on  y  satisfait  aussi  par  le 
moyen  d'une  courbe  non  sphérique  et  dont  les  équations  renferment 
deux  constantes  arbitraires. 

Le  deuxième  cas  conduit  à  des  résultats  différents.  Les  équations 
proposées  admettent  une  intégrale  et  une  solution  particulière  qui 
renferme  généralement  une  constante  arbitraire  de  moins  que  l'inté- 
grale, et  qui  donne  presque  toujours  la  vraie  solution  du  problème 
qui  a  conduit  aux  équations  différentielles  proposées.  On  a  un  exemple 
de  ce  deuxième  cas  dans  le  problème  qui  a  pour  but  de  trouver  une 
courbe  dont  les  centres  de  courbure  soient  sur  une  courbe  donnée, 
plane  ou  à  double  courbure.  On  satisfait  évidemment  an  problème 
en  prenant  un  cercle  dont  le  rayon  et  le  plan  soient  arbitraires,  et 
dont  le  centre  soit  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  donnée.  Les 
équations  de  ce  cercle  renfei'ment  quatre  constantes  arbitraires  et 
forment  l'intégrale  générale  des  équations  différentielles  du  problème 
auquel  on  satisfait  aussi  par  le  moyen  d'autres  courbes  dont  les  équa- 
tions peuvent  contenir  trois  constantes  arbitraires  au  plus. 

Lagrange  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  considéré  des  équations 
différentielles  à  deux  variables  formées  avec  ûen\  ou  plusieurs  fonc- 
tions de  ces  variables  et  de  leurs  différentielles  qui,  égalées  à  des 
constantes  arbitraires,  fournissent  autant  d'intégrales  d'une  même 
équation.  Dans  une  Note  que  j'ai  publiée  à  la  suite  de  la  Théorie 
des  Fonctions  nnaljtiijues  (troisième  édition),  j'ai  ajouté  quel(jues 
développements  à  l'analyse  de  Lagrange,  et  les  considérations  dont 
j"ai  lait  usage  ont  été  le  point  de  départ  des  recherches  nouvelles  (jue 
j'ai  l'hoiuieur  de  présenter  aujourd'hui  à  r\radémie. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  5 

Ce  Mémoire  est  composé  de  deux  parties.  La  première  partie  ren- 
ferme l'analyse  générale  des  équations  différentielles  dont  il  a  été 
parlé  plus  haut,  avec  plusieurs  applications  de  la  théorie.  Dans  la 
seconde  partie,  j'étudie  les  détails  que  présente  la  solution  des  deux 
problèmes  principaux  qui  m'ont  conduit  à  entreprendre  les  recherches 
actuelles.  On  y  verra  une  application  remarquable  des  formules  dont 
j'ai  fait  usage  dans  plusieurs  Mémoires,  et,  en  particulier,  dans  celui 
que  j'ai  publié  au  tome  X\'I  du  Journal  rie  Mathématiques  pures  et 
appliquées. 


PREMIERE  PARTIE. 

I. 

Soient 

trois  variables  dont  Tune  peut  être  supposée  indépendante,  les  deux 
autres  étant  alors  des  fonctions  inconnues  de  celle-là.  Soient 

fjL  fonctions  de  x,  j,  z  et  de  leurs  différentielles  jusqu'à  Tordre  n  in- 
clusivement, telles  que  les  équations 

(i)  ©  =  «,     '\' =  t),     ttj—c,...,     y^  —  k, 

où  a,  b,  c,...,  k  désignent  u.  constantes  arbitraires,  satisfassent  à  la 
même  équation  différentielle  d'ordre  «  -^  i, 

(2)  i2  =  o. 

Cette  circonstance  aura  lieu  évidemment  si  les  rapports  des  différen- 
tielles d(^,  d^,  dzô,  ..,  dy^  à  l'une  d'entre  elles  ne  contiennent  les  dif- 
férentielles de  X,  j,  z  que  jusqu'à  l'ordre  n.  Soient  enfin  J  et  F  deux 
fonctions  données,  et  considérons  les  deux  équations  simultanées 

(/(?'   ^'  ^•■••'  /)  =  o. 

I  F   (9,    'J>,    ïû,....    /_;  =  O. 

Ces  équations  n'ont  pas,  à  proprement  parler,  d'intégrale.  En  effet. 
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prenons  x  pour  variable  indépendante  ;  si  les  équations  (3)  admet- 
taient une  intégrale,  on  pourrait  en  tirer  les  valeurs  de  d"j  et  de 
d" z\  par  suite,  les  équations  obtenues  en  différentiant  les  équa- 
tions (3),  feraient  connaître  d"^*  j  et  d"^'  z.  Mais  cela  n'a  pas  lieu, 
puisque  les  premiers  membres  des  équations  dont  il  s'agit  s'obtiennent 
en  multipliant  la  même  quantité  Q.  par  des  fonctions  qui  ne  contien- 
nent les  différentielles  de  j  et  de  z  que  jusqu'à  l'ordre  n. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  les  équations  (3)  seront  satisfaites  en 
même  temps  que  les  équations  (i),  pourvu  que,  dans  ces  dernières,  on 
considère  les  quantités  a,  b,  c,...,  k  comme  assujetties  à  vérifier  les 
deux  équations 

/(rt,   h,   c,...,   k)  =  o, 


^^)  {¥{a,  b,  C',...,  A)=:o; 

or  on  peut  satisfaire  aux  équations  (i)  de  deux  manières  très-diffé- 
rentes :  1°  en  supposant  les  quantités  a,  b,  c,...,  A  constantes;  2°  en 
supposant  ces  mêmes  quantités  variables. 

Je  dis  d'abord  que  l'équation  obtenue  en  éliminant  entre  les  équa- 
tions (i)  les  ,u.  —  I  différentielles 

ne  contiendra  pas  non  plus  les  différentielles 

d"z,     d'-'z,...,     d"---"-^''z. 

Considérons  z  comme  une  fonction  donnée,  quoique  arbilraire,  de 
la  variable  indépendante  x,  et  a,  b,  c,...,  k  comme  des  constantes 
arbitraires.  Alors  l'équation  (2)  sera  une  équation  différentielle  à 
deux  variables  x  et  j-  seulement,  et  il  est  clair  que  les  équations  (1) 
en  seront  y.  intégrales  premières;  ce  qui  montre,  en  premier  lieu. 
que  p.  doit  être  au  plus  égal  à  «  +  i .  En  second  lieu .  l'équation 

(5)  n  =  o, 

obtenue  en  éliminant 

,l"y,    d"-'r,...,    d"--'-'-\r, 
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entre  les  équations  (i  ),  sera  une  intégrale  d'ordre  fj.  de  l'équation  ''a); 
par  conséquent ,  d'après  la  théorie  des  constantes  arbitraires ,  le  sys- 
tème des  équations  (i)  sera  équivalent  à  celui  formé  de  l'équation  (5) 
et  de  ses  u.  —  i  premières  différentielles,  c'est-à-dire  au  système 

(G)  n  =  o,    fi?n  =  o,    r/^n  =  o,...,    r/"  'n  =  o. 

11  résulte  de  là  que  l'équation  (5)  ne  peut  contenir  les  différen- 
tielles 

d"z,     ci'-'z,...,     ./"-"-"  z. 

Si,  en  effet,  l'équation  (5)  contenait  les  différentielles  de  z  de  l'ordre 
H  —  ij.  -+-  1  ou  des  ordres  supérieurs,  les  équations  (6)  en  contien- 
draient d'ordres  supérieurs  à  «,  et  elles  ne  pourraient  plus  dès  lors 
former  uu  système  équivalent  ai:  système  (i). 

On  voit  par  là  qu'on  satisfera  aux  équations  proposées  (3)  si  loii 
satisfait  à  la  seule  équation  (5),  qui  est  seulement  de  l'ordre  n  —  7.  -i-  i 
par  rapport  à  j  et  par  rapport  à  r,  pourvu  toutefois  que  l'on  consi- 
dère a,  b,  c,...,  A:  comme  des  constantes  assujetties  à  vérifier  les  équa- 
tions (4)-  On  pourra  donc  prendre  pour  z  une  fonction  quelconque 
de  jc,  ou,  plus  généralement,  établir  entre  a..,  j\  z  telle  relation  que 
]'on  voudra.  A  l'aide  de  cette  relation,  on  pourra  réduire  l'équation  (5) 
à  ne  plus  contenir  que  deux  variables,  et,  en  l'intégrant,  on  aura  un 
résultat  renfermant  n  —  [j. -h  i  nouvelles  constantes;  ce  qui,  avec  les 
ij.  —  2  qui  restent  arbitraires  parmi  a,  h,  c,...,  k.  fera  en  tout  //  —  i 
constantes  arbitraires. 

Maintenant,  il  est  évident  qu'on  satisfera  encore  aux  équations  (o 
si  l'on  satisfait  à  l'équation  [5),  où  a,  h,  c,...,  A  seront  considérées 
comme  variables,  pourvu  que  les  équations  (6)  équivalentes  aux  équa- 
tions (i)  demeurent  les  mêmes  dans  le  cas  de  a,  b,  f,...,  variables  que 
dans  le  cas  de  a,  h,  c, ...,  constantes.  Pour  plus  de  clarté,  nous  em- 
ploierons exclusivement  la  caractéristique  d  pour  désigner  les  diffé- 
rentielles dans  l'hypothèse  de  n,  b.  c,...,  k  constantes,  et  nous  déno- 
terons par  &  les  différentielles  relatives  à  a,  h,  c,...,  k. 

D'après  cela,  en  différentiant  l'équation 
11  =  o 


6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

dans  l'hypothèse  de  «,  b,  c,...,  variables,  on  trouve 
(in  -+-  an  =  o, 

et  l'on  voit  que,  pour  avoir 

^n  =  o. 
il  faut  poser 

o^n  =  o. 

En  diff'érentiant  de  même  l'équation 

dn  =  o, 
on  trouve 

d'n  +  âdn=z  o; 

par  suite,  puisqu'on  veut  avoir 

d-  n  =  o, 

il  faut  poser 

^dn  =  o; 

en  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  les  conditions  pour  que 
les  équations  (6)  aient  lieu  dans  le  cas  de  a,  b,  c,...,  variables,  sont 

r}n  —  o,    âdn=^o,    o\/-n  =  o,...,    âd'""'n  =  o. 

En  d'autres  termes,  on  satisfera  aux  équations  proposées  (3)  si  l'on 
satisfait  aux  fj.  équations 

(7)         11  =  0,    <J*n  =  o,    r}dn  =  o,...,    âd"''^n  =  o, 

et  qu'on  regarde  les  quantités  a,  b,  c,...,  k  actuellement  variables 
comme  étant  toujours  assujetties  à  vérifier  les  équations  (4).  Les  équa- 
tions (7)  jointes  aux  équations  (4)  formeront  un  système  de  |la  +  2 
équations  entre  les  p.  -+-  3  variables 

Jc,  j,  z,     a,  /;,  c,...,  A"; 

ce  système  admettra  donc,  en  général,  une  intégrale  qui  formera  une 
solution  parfaitement  déterminée  des  équations  (3  ). 

On  peut  nu'ttre  les  équations  (7)  sous  une  forme  qui  sera  souvent 
plus  commode.  Uifférentions,  en  effet,   chacune  de  ces  équations  a 
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partir  de  la  deuxième  et  jusqu'à  l'avant-derniére.  On  aura,  en  obser- 
vant qu'on  peut  intervertir  l'ordre  des  différentiations  par  d  et  par  o\ 

oV/n  +  ù- n  =  o,    r)d^ n  +  rr-dn  =  „,    oV/' -^ n  +  o'^'V- ' n  =  o; 

d'où  il  sait  que  le  «ystème  (7)  peut  être  reni|)lacé  par  le  suivant  : 

n  =  o,    (?n  =  o,    (?Mi  =  o,    c?'r/n  =  o,...,    c?-^'"''n  =  o; 

opérant  sur  ce  système  comme  sur  le  systèm.e  (7)  et  continuant  ainsi, 
on  remplacera  partout  la  caractéristique  d  par  la  d*,  et  l'on  formera  ie 
nouveau  système  équivalent  à  (7),  savoir 

(8)  n  =  o,     c?n  =  o,     o'=n  =  o,...,     o'^-'Hirro, 

qui  ne  contient  les  différentielles  de  j  et  de  z  que  jusqu'à  l'ordre 
Il  —  u.  +  i . 


II. 


Comme  application  de  la  théorie  précédente,  proposons-nous  de 
trouver  la  courbe  dont  les  sphères  osculatrices  ont  leurs  centres  sur 
ime  courbe  donnée. 

Désignons  par  x ,  j-,  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe 
cherchée;  par  ds  la  différentielle  de  l'arc  de  cette  courbe;  par  p  le 
rayon  de  courbure;  par  r  le  rayon  de  torsion  ;  par  S,  u,  Ç;  À,  p.,  v  les 
angles  formés  respectivement  avec  les  axes  par  la  normale  principale  et 
par  l'axe  du  plan  osculateur;  enfin  par  x^,  j,,  z,  les  coordonnées  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice.  On  a  [*] 

do  . 

,  =  X  -h  p  COS  Ç    —   .*  -T^COS  /. 

(i)  {  J,  =  J- +  pcosu  -  /-^cosp., 

,  =^  :■  -\-  Cl  cos  C  —  r~cos  v. 

'  "  ris 


[*]   roirle  Mémoire  que  j'ai  publie  au    tome  XVI  (lu  Journal  île  MatliématujUfs 
/jures  et  (iijpliquêrs. 
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On  pourrait  exprimer  aisément  x,,jt,  z,  en  fonction  de  x,  j,  z  et 
de  leurs  différentielles;  mais  ces  expressions,  qui  sont  très-compli- 
quées, ne  nous  sont  pas  nécessaires;  il  suffit,  pour  notre  objet,  de 
remarquer  qu'elles  renfermeraient  les  différentielles  des  coordonnées 
jusqu'au  troisième  ordre.  D'après  l'énoncé  de  la  question,  les  coor- 
données jc,  ,j, ,  z,  qui  appartiennent  à  un  point  de  la  courbe  donnée 
devront  vérifier  les  équations  de  cette  courbe,  savoir 

ifi^i^  ,r.'  z.*  =  O' 
I  F  (jr,,  r.,  z,)  =  o. 


W 


En  substituant  k  x,,  y\,  z,  leurs  valeurs,  ces  équations  (a)  devien- 
dront des  équations  différentielles  du  troisième  ordre  dont  il  faut 
trouver  les  solutions.  Or  je  dis  que  ces  équations  appartiennent  a  îa 
classe  de  celles  dont  il  a  été  question  au  paragraphe  précédent.  En 
effet,  des  équations  (  i  i  on  déduit  {voir  le  Mémoire  cité  plus  haut) 

^^,=,_r^/^  +  ^(^rg)JcosX, 

dz,=  -  [^^.y-t-^(/-J)]cosv, 

en  sorte  qu'en  différentiant  les  équations 

X,  =  constante,      7',  =  constante,     z,  ^  constante, 
on  trouve  l'équation  unique 

Cela  posé,  d'après  l'analyse  exposée  au  paragraphe  précédent,  il 
est  possible  d'éliminer  entre  les  équations  (i)  les  différentielles  du 
deuxième  et  du  troisième  ordre.  Cette  élimination  se  fait  immédia- 
tement, en  ajoutant  les  équations  (i)  après  les  avoir  multipliées  par 
dx,  dj,  dz  respectivement;  on  obtient  ainsi 

(3)  {x  -  X,)  dx  -^  {y  -  y ,)  dj  ^  {z  ~  z,)dz  =  o. 
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Eu  considérant  x,,  j",,  z,  comme  des  constantes  liées  par  les  équa- 
tions (2),  cette  équation  (3)  fera  connaître  la  solution  générale  de 
notre  problème.  Intégrant  donc,  dans  l'hypothèse  de  or,,  jt',,  z,  con- 
stantes, il  vient 

[jc  ~  x,Y  -h  [j  —J',Y+  (2  —  Z|)'=  constante; 

d'où  il  suit  que  si  l'on  conçoit  une  surface  sphérique  de  rayon  arbi- 
traire, et  dont  le  centre  soit  en  un  point  quelconque  de  la  courbe 
donnée,  puis  que  l'on  trace  sur  cette  sphère  une  courbe  quelcon- 
que, cette  courbe  satsifera  au  problème.  Cette  solution  est  évidente  à 
priori. 

Mais  pour  avoir  la  solution  particulière,  qui  est  ici  la  vraie  solu- 
tion, il  faut,  conformément  à  notre  théorie,  joindre  à  l'équation  (3) 
ses  deux  premières  différentielles  par  rapport  à  jt,,  j",,  z,,  considérées 
comme  seules  variables.  On  obtient  ainsi  le  système 

l(a:—a-,)dx  +  (  j  —  J, )  <^"  +  (z  —  z,)dz=  o, 
}  r/jc,  i/jc-  -+-  cljt  (ly  -h  dzf  dz  =  o. 

(         d"^  jc^  dx  +  d' fi  dj  +  d-  z^  dz  =  o, 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

f  dx  dy  dz 


\  d/,  d'z,  —  f/z,  d'y,         dz,  d^x,  —  dx,  d'z,         dx,  d^y,  —  dy,  d-x, 

^^'      {dj,  d' s,  -  dz,  d'j,  ){x-x,)  +  (dz,  d'x,  -  dx,  d-  z,  )  (r  -  j,  ) 
[  -h  {dXfd'^j,  —  dr,d-x,){z  —  z,)  =  o. 

On  peut  chasser  ^T',  et  z,  à  l'aide  des  équations  (2),  puis  tirer  ensuite 
la  valeur  de  x,  de  la  dernière  équation  (4)  pour  la  porter  dans  les 
autres;  on  obtiendra  ainsi  un  système  de  deux  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  entre  x ,  j,  z.  L'intégration  de  celles-ci  amè- 
nera deux  constantes  arbitraires  seulement. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  arrive  nnmédiatement  à  poser  les 
équations  (4),  si  l'on  considère  la  courbe  cherchée  comme  une  trajec- 
toire orthogonale  des  plans  oscidateurs  de  la  courbe  donnée. 

* 
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III. 

Soient,  comme  précédemment, 

trois  variables  dont  la  première  .r  sera  supposée  indépendante;  les 
deux  autres  seront  alors  des  fonctions  de  .r.  Soient 

ç,      tl>,      er,...,      /, 

p.  fonctions  de  ^,  J',  z,  et  de  leurs  différentielles  jusqu'à  l'ordre  n 
inclusivement,  telles  que  les  équations 

(i)  ç,  =  <7,      'h  =  h,      37  =f,...,      y=^k. 

où  a,  b,  6',...,  k  désignent  [j.  constantes  arbitraires,  satisfassent  aux 
deux  équations  d'ordre  n  +  i 

(a)  0  =  0,     0,  =  o, 

mais  ne  se  réduisent  pas  toutes,  par  la  différentiation,  à  une  seule  des 
équations  précédentes,  comme  dans  le  cas  que  nous  avons  traité  au  §  I. 
L'hypothèse  où  nous  nous  plaçons  sera  réalisée  si  chacune  des  différen- 
tielles d'jf,  d!j,  ffe,...,  dy  s'obtient  en  ajoutant  les  quantités  lî,  12,, 
respectivement  multipliées  par  des  facteurs  qui  ne  contiennent  les 
différentielles  de^  et  de  z  que  jusqu'à  l'ordre  n.  Soient  enfin  /  et  F 
deux  fonctions  données,  et  considérons  les  deux  équations  sinuiltanées 


(3] 


/(o,   ^,  S7,...,  y)  =o, 
F(j>,    vj;,   C7,...,   /)=  o. 


11  est  évident  que  ces  équations  (3)  seront  satisfaites  en  même  temps 
que  les  équations  (i),  pourvu  que,  dans  ces  dernières,  on  considère  les 
quantités  a,  h,  c,  ..,  k  comme  assujetties  à  vérifier  les  deux  équations 


/{a,  b,  c,...,  /fc)  =  o, 
F  [a,  b,  c,...,  k)  ^=  o. 


(4) 

Or  on  peut  satisfaire  aux  équations  (i)de  deux  manières:  i"  en  suppo- 
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sant  a,  h,  c,...,  k  constantes;  2"  en  considérant  ces  mêmes  quantités 
comme  variables. 

Pour  satisfaire  aux  équations  (1)  clans  l'hypothèse  de  a,  b,  c,...,  k 
constantes,  il  est  clair  qu'il  suffit  d'achever  l'intégration  des  équa- 
tions (2)  dont  les  équations  (1)  forment  déjà  |:ji  intégrales,  puis  d'éliminer 
du  résultat  toutes  les  différentielles.  La  solution  ainsi  obtenue  renfer- 
mera in  constantes  arbitraires,  et  formera  en  conséquence  l'intégrale 
générale  du  système  (3).  On  arrivera  encore  au  même  résultat  en  éli- 
minant des  équations  (i)  ij.  —  2  différentielles  parmi  les  plus  hautes  de 
r  ou  de  z,  ou  de  l'une  et  l'autre  variables,  puis  intégrant  ensuite  le 
système  des  équations 

(5;  n  =  o,     IT|  =  o, 

résultant  de  cette  élimination.  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  équa- 
tions (5)  peuvent  admettre  une  solution  particulière  outre  leur  inté- 
grale, et  qu'à  cette  solution  particulière  peut  correspondre  une  solu- 
tion particulière  des  équations  (3).  On  en  verra  un  exemple  dans  la 
suite  de  ce  Mémoire;  mais  la  solution  particulière  qu'il  importe  sur- 
tout de  remarquer  est  celle  que  l'on  obtient  en  considérant  a,  h,  c,  . . ,  A 
comme  variables,  et  dont  nous  allons  nous  occuper. 

D'après  la  théorie  des  équations  différentielles,  le  système  (5  !  est, 
en  général,  équivalent  au  système  (i),  dans  l'hypothèse  de  a,  b,  c.  ..,  k 
constantes,  en  ce  sens  qu'on  pourra  retrouver  les  équations  (11  en 
combinant  les  équations  (5)  avec  celles  qu'on  en  déduit  par  une  ou 
plusieurs  différentiations.  Si  donc  ces  dernières  équations  sont  les 
mêmes  dans  le  cas  <le  a,  b,  c,...,  k  variables  que  dans  le  cas  de  a, 
b,  c,...,  k  constantes,  les  équations  (5)  continueront  de  fournir  une 
solution  des  équations  (3).  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  satisfaire 
à  un  nombre  d'équations  de  condition  égal  au  nombre  des  différen- 
tielles qu'on  aura  éliminées  des  équations  (i)  pour  former  les  équa- 
tions (5),  c'est-à-dire  égal  a.  fj.  —  2.  Ces  p.  —  2  équations,  jointes 
aux  équations  (4)  et  (5),  formeront  un  système  de  p. -<-  2  équations 
entre  les  fJ^  -+-  3  variables 

X,     j.     z.     a,     b.     c,...,     k. 
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dont  l'intégrale  sera  la  solution  particulière  des  équations  (3).  Nous 
allons  entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Si  tj.  est  pair,  on  pourra  éliminer  des  équations  (i)  les  différentielles 
de  j-  et  de  s  à  partir  de  l'ordre  //  —  ^  +  2  ;  on  peut  donc  supposer  que 

les  équations  (5)  ne  soient  que  de  l'ordre  n  —  ^-hi,  tant  par  rapport 
à  r  que  par  rapport  à  z.  Si,  au  contraire,  ,a  est  impair,  on  pourra  éli- 
miner des  équations  (i)  les  différentielles  de  j-  et  de  z  à  partir  de  l'or- 
dre   n  —  ^^—-^-hi  pour  l'une  des  variables,  et  à  partir  de  l'ordre 

ji  —  ^~'  +  2  pour  l'autre;  on  peut  donc  supposer  que  la  première 

équation  (5)  soit  de  l'ordre  n  —  ^^—^  par  rapport  à  chaque  variable, 
et  que  la  deuxième  soit  de  ce  même  ordre  par  rapport  à  une  des  varia- 
bles, mais  de  l'ordre  immédiatement  supérieur  par  rapport  à  l'autre 
variable.  Cela  posé,  il  est  évident  que,  dans  le  cas  de  a,  b,  c,...,  con- 
stantes, les  équations,  qu'il  faut  joindre  aux  équations  (5)  pour  former 
un  système  équivalent  au  système  (i),  sont 

ir/n  =0,    H-n=o,...,    d'     n  =0, 

dans  le  cas  de  [j.  pair,  et 

r/n  =  o,    f/='n=o,...,    d^      n=o, 


(6') 

r/n,  =  o,    r/Mi,  =  o,...,    d  -      n,  =  o, 

dans  le  cas  de  ^i  impair.  11  faut  donc,  pour  avoir  la  solution  particu- 
lière des  équations  (3),  exprimer  que  les  équations  (6)  ou  (6')  sont 
les  mêmes  dans  le  cas  de  «,  b,  c,...,  variables  que  dans  le  cas  de  a, 
b,  c,...,  constantes.  Or,  si  l'on  dénote  par  la  caractéristique  â  les  dif- 
férentielles relatives  art,  /;,  c,...,  considérées  comme  seides  variables 
et  que  l'on  réserve  la  d  pour  désigner  les  différentielles  prises  comme 
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si  (7,  b,  c,...,  étaient  constantes,  on  trouvera,  par  le  raisonnement  em- 
ployé au  §  I,  que  les  conditions  demandées  sont 


(7) 


lc?n=o,    o\/r[  =  o oV      ri  =  o, 

((?n,=  o,    9Vn,=  (. r)'i''    'n,=  o, 

dans  le  cas  de  u.  pair,  et 


an  =  o, 

o\/n  =o,... 

.    oV  '      n  =  o, 

o'n,  =  o. 

o\/n,=  u,... 

,    âd  '  ~'n,=  o, 

(7') 


dans  le  cas  de  p.  impair. 

On  voit  aussi,  à  l'aide  du  raisonnement  déjà  employé,  qu'on  peut, 
si  on  le  juge  à  propos,  remplacer  partout  la  d  par  la  o',  et  prendre  en 
conséquence 


(8) 


en  =o,    ^•'•-n  =  o,  ..,    â'^     n  =  o, 
(?n,=  o,    ^-n,^o,...,    !?^     n,=  o, 

dans  le  cas  de  u.  pair,  et 

y  — l  .1  —  1 

'  o'n  =  o,  c?-n  =  o....,  c?  =     'n  =  o,  c?  ^  n  =  o 


(8') 


|c?n,=  o,  c?-n,  =  (),....  r)  ■'      n,=  o, 


dans  le  cas  de  p.  impair. 

Le  système  formé  par  les  équations  (8)  ou  (8')  jointes  aux  équa- 
tions (4)  et  (5)  fera  connaître  la  solution  particulière  cherchée. 

Dans  le  cas  de  p.  =  3,  les  équations  (8')  se  réduisent  à  l'équation 
unique 

^n  =  o, 
comme  cela  doit  être,  ainsi  qu'on  s'en  assure  en  ti'aitant  à  part  ce  cas 
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particulier.  Dans  le  cas  de  f;.  =  /<,  les  équations  (8)  se  réduisent  aux 
deux 

,jn  =  o,     c?n,  =  o. 

IV. 

On  peut  former  les  équations 

c?n  =  o,     d*n,  =  o,..., 

sans  faire  Télimination  qui  conduit  aux  équations 

n  =  o,    n,  =  o. 

Nous  nous  bornerons  aux  cas  de  p.  =  3  et  p.  =  /(. 
Soient,  en  premier  lieu,  les  équations 

(   /(?'     ^^    S7)  =  0, 

^'^  1  F  (ç,   ^j;,   zô)  =  o; 

5j,  4/,  zs  étant  des  fonctions  de  x,  j,  z  et  de  le\n-s  différentielles  jusqu'à 
l'ordre  n,  telles  que 

^2)  9  =  «,     +  =  ^>     Tz  =^  c; 

soient  trois  intégrales  du  système 

(3i  Q=:o.       i>,  =  0. 

I^reiions  x  pour  variable  indépendante  et  posons 

d"  y  =  pdx",     d"z  =  (jdx"; 

il  est  clair  que  l'équation  dont  nous  avons  besoin  s'obtiendra  en  por- 
tant dans  la  première  équation  (2)  les  valeurs  de  /)  et  q  tirées  des  deux 
autres,  puis  en  différentiant  le  résultat  pai  rapport  aux  seules  quan- 
tités rt,  b,  c;  par  conséquent,  cette  équation  s'obtiendra  aussi  en  diffé- 
rentiant les  trois  équations  (2)  par  rapport  à  /).  y,  n.  h.  c  et  éliminant 
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dpetdqàn  résultat.  En  opérant  ainsi,  on  trouve 

-r  dp  -h  -r  dq  =  da, 

dp     '  dfj       ' 

?''/'+^  */=""■• 

f/cT    ,  dm     ,  / 

-—  dp  -h  -7-  dq  ^^  de  ; 

dp      '  dfj       ' 

d'où,  en  éliminant  dp  et  dq, 

...    fd-^Ju        d-ifdcs\j  fdvjd(f        drs  d'^\    „         Idfd-i/        difd-if\     ,    

^     '    \dp  dq  dq  dp  )  \dp  dq         dq  dp!  \dpdq  dq  dp  1 

Cela  )30sé,  si  l'on  élimine  p  ou  q  entre  les  équations  (2)  et  (4),  on 
aura  trois  équations  qui,  jointes  à 

/{a,  b,  c)  —  o, 
F  (a,  h,  c)  —  o, 

composeront  le  système  qui  fournit  la  solution  particulière  des  équa- 
tions (i). 

Soient,  en  second  lieu,  les  équations 

F  (9,  <},  7z,  yj  =  o; 

f,  6,  zs,  ji  étant  des  fonctions  de  x,  j,  z  et  de  leurs  différentielles  jus- 
qu'à l'ordre  «,  telles  que 

(2)  ç;  z=  a,      t]^  ^=  b,      7s  ^:  V,     y=:e; 
soient  quatre  intégrales  du  système 

(3)  i>  =  o,     i2,  =  o. 

Prenons  toujours  x  pour  variable  indépendante,  et  posons  comme 
précédemment 

d"j-  =  pdx",     d"  z  =  q  dx"  ; 

les  deux  équations  que  nous  cherchons  s'obtiendront  en  remplaçant, 
dans  les  deux  premières  équations  (2),  p  et  (/  par  leurs  valeurs  tirées  des 
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deux  autres,  puis  en  tUfférentiant  ensuite  les  résultats  par  rapport  à 
a,  b,  ce;  d'où  il  suit  que  les  mêmes  équations  s'obtiendront  aussi 
en  éliminant  dp  et  flq  des  quatre  suivantes  : 

dp      '  de]       ' 


djs    j  dzj    I  j 


On  obtient  ainsi 

ifdSfda  d-^da\j  /du  do  da  d<f\  „         Idi^d-h  d:fd-^\j    

«  \dp  dq  dq  dp  j  \dp   dq  dq  dp  1  \dp  dq  dq  dp    ' 

^    'f/d-l^dy^  d-^dy\    ,  /d^da  dydtf\  ,  Idad-Sf  dfd-^\,    

\  \  dp  dq  dq  dp  j  \dp   dq  dq   dp  j  \dp  dq  dq  dp  I 

Cela  posé,  si  l'on  élimine  />  et  y  entre  les  équations  (2)  et  (^4)5  on 
aura  quatre  équations  qui,  jointes  aux  deux 

f{a,  b,  c,  e)  =  o, 
F (a,  b,  c,  e)  =  o, 

composeront  le  système  qui  donne  la  solution  particulière  des  équa- 
tions proposées. 


Comme  première  application  de  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée, 
nous  résoudrons  la  question  suivante  : 

Soient  JT,  j,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'une  courbe  C,  (h  la 
différentielle  de  l'arc  de  cette  courbe;  si  l'on  fait 


(•) 


a.-, 

_        dz 
"  ■^   ds~ 

dr 

r. 

_    _  dx 

~  ^'  d7  ~ 

dz 

z-i 

'iy 
=  x-f  - 

dx 
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les  points  {a:, ,  j, ,  z,)  forineront  une  courbe  C, .  Cela  posé,  on  clemanMe 
de  trouver  la  courbe  C,  connaissant  les  équations  de  la  courbe  (',,, 
savoir 

f{3C,,  J,,    Z,)=:0, 


(  F  {jc,,  jr,,  z,]  =  o; 

en  d'autres  termes,  on  demande  de  trouver  l'intégrale  et  les  solutions 
particulières  du  système (2^  où  jc,,j',,  z,  sont  censées  remplacées  par 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i). 

Les  équations  (2)  sont  du  genre  de  celles  dont  on  a  fait  l'analyse  au 
§  III;  car  les  trois  équations 

X,  =:  constante,     j,  =  constante,     s,  =  constante, 

se  réduisent,  après  la  différentiation,  aux  deux  seules  équations 
d^j-  =  o,     d^  z  =  o, 

si  l'on  prend  djc  pour  la  différentielle  constante. 

Cela  posé,  pour  appliquer  notre  méthode  générale  aux  équations  (2), 
il  faut,  des  équations  (i),  en  déduire  deux  autres  dont  la  première 
ne  renferme  plus  de  différentielles  et  dont  la  seconde  ne  renferme 
que  la  différentielle  d'une  seule  variable  dépendante.  Pour  avoir  la 
première  équation,  il  suffit  d'ajouter  les  équations  (i)  multipliées  res- 
pectivement par  X,  7,  z;  on  obtient  ainsi 

x.r,  +  jj,  -h  zz,  =  o. 

On  aurait  la  deuxième  équation  en  éliminant  ds  et  l'une  des 
différentielles  dx,  dj,  dz  entre  deux  des  équations  (i)  et  la  suivante, 

ds-  =  dx'  +  dj-  -+-  dz^ ; 

mais  il  vaut  mieux,  pour  la  symétrie,  prendre  l'équation  obtenue 
en  ajoutant  les  équations  (i)  après  les  avoir  élevées  au  carré;  il  vient 
ainsi 

2  2  -  2,22         (  X  dx  +  )■  dy  +  z  dz)- 

x\-^  y\^z-^=^x^  +  j^^z-"-  ^ — '- 

TomeXVlU  —  Jaxvier  i853.  3 


i8  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Nous  ferons ,  pour  abréger, 

^2  _j_^2  _^  ^i  —  r-,      x]  ■+-  j]  -H  z'7  =  r;  ; 

et  alors  les  deux  équations  qui  nous  sont  nécessaires  seront 

1  jcx,  +JJ,  +  :z,  =  o, 
(3)  L         o'^-'         . 

D'après  la  théorie  du  §  III,  si  l'on  considère  -x, ,  j,,  z,  comme 
des  constantes  assujetties  à  vérifier  les  équations  (a),  les  équa- 
tions (3),  après  que  la  deuxième  aura  été  intégrée,  feront  connaître 
l'intégrale  générale  du  système  proposé.  La  première  équation  (3)  re- 
présente un  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées;  par  suite,  /■ 
et  (h  sont  le  rayon  vecteur  et  l'arc  infiniment  petit  d'une  ligne  située 
dans  ce  plan.  Si  donc  a/  et_^'  désignent  des  coordonnées  rectangulaires 
situées  dans  ce  même  plan,  on  aura 

/•-  =  jc'-  -+-  y-,     ds-  =  dx'^  +  dy-  ; 

par  suite,  la  deuxième  équation  (3)  devient 


(.T'dx'+x'dr'Y 

_(_    y'-    ï ^ _i_i.  ^::    ;.■ 


d  ou  1  on  tire 


Cette  équation  a  pour  intégrale 

y'  =  inx'  -+-  r,  \'  i  +  in^ , 

m  étant  la  constante  arbitraire,  et  elle  admet  pour  solution  parti- 
culière 

j"  -^  ^"  =  ''r  ; 

d'où  il  suit  que  l'intégrale  générale  du  système  proposé  représente 
des  lignes  droites  situées  dans  les  divers  plans  que  représente 
l'équation 

XX,  -+- j;ri  H-  Z2,  =  o  ; 

les  droites  situées  dans  chacun  de  ces  plans  sont  tangentes  à  une  cir- 
conférence décrite  de  l'origine  comme  centre,  avec  /',    pour  rayon. 
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Enfin  l'ensemble  de  tontes  les  circonférences  ainsi  construites  forme 
une  solution  particulière  des  équations  différentielles  proposées. 

Pour  avoir  maintenant  la  solution  particulière  des  équations  propo- 
sées qui  résulte  de  la  variation  âex,,  j-,,  z,,  il  faut  différentier  la 
première  équation  (3)  par  rapport  à  x, ,  j  , ,  z,,  considérées  comme 
seules  variables,  puis  joindre  l'équation  obtenue  aux  équations  (3). 
On  a  ainsi  à  intégrer  le  nouveau  système  , 

XX,  -t- jj,  -^  zz,  =  o, 
anx,  ■+-  rdji  +  zdz^  =  o, 


(4) 


Si  l'on  fait,  pour  abréger, 


,  dr- 


ds,  —  \Jdx\  +  dy]  +  dz\ , 
on  déduit  des  deux  premières  équations  (4) 


X 


dx,  dz, 

as,  as, 


dy,  dx, 


ds,  '  ds,  '  ds,  '  ds,  '  ds, 

La  somme  des  carrés  des  numérateurs  de  ces  fractions  est  /  -,  celle 

dr' 


des  carrés  des  dénominateurs  est  r^  (  i  —  Vi);  P^'"  conséquent,  cha- 
cune des  fractions  dont  il  s'agit  a  pour  valeur 


ainsi  1  on  a 


(5) 


/         dr'l  ' 


dz,  dy, 

ds,  ds, 


V'~n 


djc, 
'di. 


dz, 

7ù, 


V' 


dr', 
dy,  dx, 


'  ds, 


dr] 
ds] 
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Différentions  ces  équations  (5) ,  il  vient 


rfz,  dy, 

rdx  —  xdr  j  •^'  «?*,        "'  rfj| 

=  a 


(6) 


dx,  dzi 

2, Xi  

rdy  —  rdr  ,        ds,  ds, 

-^ =:  a  ■ 


I         dr\ 
rf/,  dx^ 

X^ Vi  

r  dz  —  zdr           -,        ds,  ds, 
=  rf  


\/' 


dr\ 

d?. 


Élevant  au  carré  ces  trois  équations  (6)  et  ajoutant  ensuite,  il  vient 

ds-  —  dr"-  

r       dz,       rfj,"|'      r      dx,        ^"1'       r       dj,         dxr\' 

enfin  ,  en  éliminant  ds-  entre  cette  équation  et  la  troisième  équation  (4), 
il  vient 


r]) 


(7) 


dz,  dy,-*'         r  dx,  _^        dz,'!-         F  rfv,  _         dx,~l 


Les  quantités  X,,  j-,,  z,,  r,  et^^,  peuvent,  à  l'aide  des  équations  (2), 
s'exprimer  en  fonction  d'une  seule  variable  indépendante;  l'équa- 
lion  (7)  une  fois  intégrée,  on  aura  l'expression  de  r  en  fonction  de 
cette  variable  indépendante;  les  équations  (5)  feront  ensuite  connaître 
x,  ^  et  z  en  fonction  de  cette  même  variable.  La  solution  que  nous 
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obtenons  ainsi  renferme  une  seule  constante  arbitraire,  tomme  la 
première  sohition  particulière  déjà  trouvée. 

Un  cas  très-remarquable  de  la  question  qui  vient  d'être  analysée,  est 
celui  où  l'une  des  équations  (2)  a  la  forme 

x^  -h  j'J  +  z'^^  =  une  constante  ; 

c'est-à-dire  le  cas  où  la  courbe  donnée  C,  est  spbérique.  Effectivement, 
comme  r,  est  constant,  l'équation  (7)  est  satisfaite  par 

/•  =  /•, . 

A  cette  solution  particulière  de  l'équation  (7)  correspond  une  soltitioii 
particulière  des  équations  proposées;  les  valeurs  de  x,  j-,  z  données 
par  les  équations  (5)  deviennent  alors 

clz,  (If, 

Ces  équations,  qui  ont  la  mcme  forme  que  les  équations  (ij,  mon- 
trent qu'il  y  a  réciprocité  entre  la  coiu-be  C,  et  la  courbe  C,  qui 
représente  la  solution  dont  nous  nous  occupons.  Chacune  de  ces 
courbes,  situées  toutes  deux  sur  la  même  sphère,  se  déduit  de  l'autre 
par  la  même  série  de  constructions. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  admettent  quatre 
solutions  :  1"  inie  intégrale  renfermant  deux  constantes  arbitraires; 
1°  deux  solutions  particulières  renfermant  chacune  une  constante 
arbitraire;  3"  une  solution  particidière  sans  constante  arbitraire. 

VI. 

Le  cas  que  nous  venons  d'examiner  est  assez  intéressant  poiu-  que 
je  croie  devoir  en  donner  ici  un  exemple.  Je  supposerai  que  les  équa- 
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tions  (2)  du  §  V  soient 

i  ï\  -^  'A~  -.  =  o- 

I/intégrale  générale  et  la  première  solution  particulière  s'obtenant 
immédiatement,  je  ne  m'occuperai  que  des  deux  dernières  solutions. 
Faisant  u  =  y'^u  je  prendrai  u  pour  variable  indépendante;  les  équa- 
tions (5)  et  (7)  du  §  V  deviennent 


y-- 


i 

-+-  u- 

U' 

—  211 

\/'' 

-)-  u~ 

(l 

-  "'Y 

\'l 


dr         (2  -t-  «')  du 

r  y/r'—  1  1  -f-  /«' 

Cette  dernière  a  pour  intégrale 


cos  (a  -h  g)  —  u  sin  [u  ■ 


g  étant  la  constante  arbitraire;  et  elle  admet  pour   solution  paiti- 
culière 


il  en  résulte  donc  ces  deux  solutions  des  équations  différentielles  pro- 
posées , 


cos  (  K  4-  ^)  —  «  sin  '  «  +  g) 
•^  ~  cos(tt  +g)  — a  sin  (tt -h  g-)' 

^  ^ (in/^ , 

cos  (u  +  g)  —  K  sin  (u  -f-  g) 
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VII. 

Comme  deuxième  application  de  notre  théorie,  nous  résoudrons  le 
problème  qui  a  pour  but  de  trouver  la  courbe  dont  les  centres  de 
courbure  sont  situés  sur  une  courbe  donnée  plane  ou  à  double 
courbure. 

Soient  X,  j,  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe  cher- 
chée; p  le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe;  /'  le  rayon  de  torsion 
ou  de  deuxième  courbure;  S,  u,  Ç  les  angles  formés  avec  les  axes  par 
la  direction  du  rayon  de  courbure;  enfin  jc,,  y,,  z,  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure.  On  a 

!,r,  =t  x  -f-  p  coss, 
J.  =  J>'+  pcosu, 
r,   =  c .+  p  cos  Ç. 

En  outre,  le  point  {x^,  j,,  z^)  étant  sur  la  courbe  donnée,  on  a  les 
deux  équations 


(2 


où  f  et  F  désignent  des  fonctions  données. 

Si  l'on  exprimait  .r,,  J^,  z,  en  fonction  de  x,  j,  z  et  de  leurs  diffé- 
rentielles, les  équations  (2)  se  changeraient  en  deux  équations  diffé- 
rentielles du  deuxième  ordre;  ces  équations,  qu'il  s'agit  ici  d'intégrer, 
appartiennent  à  la  classe  de  celles  que  nous  avons  analysées  au  §  III, 
car  les  trois  équations 

Xf  =  constante,     j^,  =  constante,     z,  =  constante. 
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sont  trois  intégrales  du  système  formé  des  deux  équations  du  troisième 
ordre 

(3)  dp  =  o,      =  o. 

Cela  posé,  pour  avoir  l'intégrale  de  nos  équations  différentielles,  il 
faut  considérer  .r,,    y,,  z,  comme  des  constantes  vérifiant  les  équa- 
tions (a),  et  achever  l'intégration  des  équations  (3)   dont  les  équa- 
tions (i)  forment  déjà  trois  intégrales. 
La  première  équation  (3)  donne 

p  =  constante, 

et  l'on  déduit  des  équations  (i) 

(4)  (jo-:r,Y+ir-j,Y+{z-z,Y=p\ 

En  outre ,  si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  ds  ou 
^dx^  -rdy+  dz^,  on  sait  que  cos  5,  ces  y,  ces  Ç  sont  proportionnels 
à  d'^x,  d"  j,  d'z.  D'après  cela,  les  équations  (i)  donnent 

[j  —J\  )  ^"^  —  (z  —  z,)  d^j  =  o, 
(  z  —  z,)d''x—  (jc  — j:,)(^*z  =  o, 
(x  —  Xy)d^j  —  [f—J^)d-x^  o; 

intégrant  et  désignant  par  A,  B,  C,  trois  constantes  arbitraires,  il 
vient 

(J-J<)^2  -  (z-  z,)djr  =  kCds, 
( z  —  z^)dx  —  {x  —  X,)  dz  =  BC  ds, 
[x-  x,)dj-  —  (j—r,)dz  =  Cds. 

En  ajoutant  ces  équations  respectivement  multipliées  par  (.r  —  jr,), 

(5)  A(x  —  r,)  +  B(j  — j,) -I- (z  —  z,)  =  o. 

Le  système  des  équations  (4)  Pt  (5),  qui  renferme  six  constantes  A,  R,  p. 
Xi,  Yt,  r, ,  dont  quatre  sont  arbitraires,  forme  l'intégrale  générale  des 
équations  différentielles  proposées.  Ces  équations  représentent,  conune 
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on  voit,  un  cercle  qui  a  son  centre  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  donnée,  et  dont  le  rayon,  ainsi  que  le  plan,  est  arbitraire. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat,  quoiqu'avec  un  peu  plus  de 
peine,  en  formant  avec  les  équations  (i),  comme  nous  l'avons  in- 
diqué au  §  III,  un  système  de  deux  équations  dont  l'une  fût  du  pre- 
mier ordre  seulement,  et  en  intégrant  ensuite  ces  équations.  La  pre- 
mière des  équations  dont  je  parle  s'obtient  immédiatement  en  ajoutant 
les  équations (i)  après  les  avoir  multipliées  par  dcc,  dj,  dz,  respec- 
tivement; ce   qui  donne 

(.r  —  Xf)  dx  -h  {j  —J,  )dj-  -h  {z  —  z,)  dz=  o; 
quant  à  l'autre  équation,  je  la  représenterai  simplement  par 

n.  =  o, 

comme  dans  le  cas  général  du  §  III.  Cela  posé,  pour  avoir  la  solution 
particulière  des  équations  proposées,  il  faut  joindre  aux  deux  équa- 
tions précédentes  celle  obtenue  en  différentiant  la  première  d'entre 
elles  par  rapport  à  x,,  j",,  z,,  équation  qui  est 

dx,  dx  -+-  dji  dj  -\-  dz,  dz  =  o, 

puis  intégrer  ensuite  le  système  ainsi  formé.  Or,"il  est  évident  qu'on 
peut  remplacer  l'équation  FT,  =  o  par  celle  qu'on  obtient  en  diffé- 
rentiant la  précédente  et  chassant  ensuite  les  différentielles  deuxièmes 
de  X,  j  et.  z  par  le  moyen  des  équations  (i).  On  peut  écrire  ainsi 
l'équation  précédente, 

j       dx  ,      dy  ,      dz 

dx,  -y-  +  (71-,  —  +  rfz,  —  =  O  ; 

ds  ^     ds  ds 

différentiant  et  observant  qu'on  a,  à  cause  des  équations  (i), 

,  dx        ds  ^  (x  —  Xi)  ds 

d  —  =  —  cos  fc  = — 

ds  p  p' 

,  dy        ds                          {y  —  r,  )  ds 
rt  -f  =  —  cos  U  =  — ^—^ —  : 

ds  p  p- 

,  dz         ds  „  (  z  —  z,\  ds 

ds  p  '  p-  yx  —  x,)--^[y—x^r+{-- 
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{X- 

■  x,)ds 

[x- 

-  X,' 

(7- 

.y,)ds 

{^- 

-^'Y 

[X- 

-  X,] 

(2- 

-.r,)--i-i 

z,)ds 

\" 

-2.)' 
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il  vient 

«  •^.  ;^  +  ^  J.  ;^  +  '^  -.  rf, 

_  (  x  —  X,)  rfx.  +  (y—jr,)df,  +  (z  —  z.)  dz,  ^^  _  ^ 
OU 

d-x,  dx  +  «^/^/i  4r  +  (^^  ^i  d^ 

^  -^  (■^  — •ri)'+ (r  — r.)'-*-(z  —  zi)' 

Ainsi  la  solution  particulière  des  équations  différentielles  proposées, 
ou,  en  d'autres  fermes,  la  véritable  solution  de  notre  problème  est 
donnée  par  les  trois  équations 

{x  —  X,)  dx  -{-  [j  —  Jt)  dj  +  (z  —  z,)  dz  =  o, 
dx^  dx  +  dj^  dj  H-  r/z,  dz  =  o, 
c/-.r,  dx+d^jtdjr-i-d-Ztdz 
-  (dx'  +  rfr^  +  dz')  (^-^.)^-^.  +  (r-r.)^7.  +  (z-z,)rfz, 

On  peut,  à  cause  des  équations  (2),  considérer  <r,,  j",,  z,  comme 
fonctions  d'une  même  variable  indépendante  6,  et,  par  suite,  les  équa- 
tions (6)  auront  lieu  entre  les  quatre  variables  x,  j,  z.  6  et  leurs  dil- 
férentielles  premières.  Le  système  de  ces  équations  admet  une  intégrale 
qui  renferme  trois  constantes  arbitraires,  et  il  peut,  en  outre,  avoir  des 
solutions  particulières  répondant  à  notre  problème,  ainsi  qu'on  le 
verra  dans  la  seconde  partie  de  ce  Mémoire. 


Vin. 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant  cette  première  partie,  qu'il  faut 
encore  rattacher  à  la  théorie  du  §  III  l'intégration  des  deux  équations 
simultanées 

^'^  i    z  =  qx  +  ¥{p,   q), 

où  /  et  F  sont  des  fonctions  données,  et  où  p  et  cj   désignent  Us 
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dérivées  ~ et  ^-  Si,  en  effet,  on  pose 

ax       dx  ' 

(2)  p  =  a,     (j  :=  b,    j  —■  pcc  —  a,     z  —  (jx  =  ê, 

on  a 

/  a=^f{a,  b), 

^^^  \ê  =  F[a,by, 

d'ailleurs,  si  l'on  considères,  b,  a,  ê  comme  des  constantes,  les  équa- 
tions (2)  sont  les  quatre  intégrales  du  système 

d^j-  =  0,      d-  z=  o; 

donc  les  équations  (1)  appartiennent  à  la  classe  de  celles  que  nous 
avons  considérées  au  §  III. 

Si  l'on  élimine  />  et  7  des  équations  (2),  les  deux  résultantes,  savoir 

l  j  =  ax  +  a, 

formeront  l'intégrale  générale  des  proposées,  pourvu  que  l'on  consi- 
dère a  et  b  comme  des  constantes  arbitraires,  et  a  et  S  comme  des 
fonctions  de  a  et  b  données  par  les  équations  (3). 

Pour  avoir  la  solution  particulière  des  équations  (1),  il  faut  joindre 
aux  équations  (4)  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différentiation  relative 
à  a,  b,  a,  ë;  ces  équations  sont 

xda  -h  da.  =^  o,     xdb  -^-  r/ê  =  o, 
ou 

On  a  ainsi  le  système  de  quatre  équations 

j=ax+f{n,  b), 
z  =  bx  +  F  [a,    b), 


4.. 


(5)  j  _,Jf_,lfM^_,/Fcta_>lF 

'  ,/a         db  da  '  da   db         db 

df  /db  >  2   ^     :d/        dF\  db  _(iF  _ 
\  db  \d?)    "^  \  (7^  ~  db  )  7/^  ~  d^  ^  °' 
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En  intégrant  la  dernière  équation  (5),  on  aura  la  valeur  de  b  en 
fonction  de  a  et  d'une  constante  arbitraire;  les  trois  premières  équa- 
tions feront  ensuite  connaître  x,  j,  z  en  fonction  de  a.  H  importe  de 
remarquer  que  la  dernière  équation  (5)  admettra,  en  général,  une 
solution  particulière  à  laquelle  correspondra  une  solution  des  équa- 
tions proposées. 

En  appliquant  ce  qui  précède  aux  deux  équations 

y  =  px-h  p-  +  7, 
z  -—qoc^  pq, 

on  trouve,  pour  l'intégrale, 

j  ^  ax  -h  a-  -h  b, 

z  =  bx  -+-  ah, 

a  et  h  étant  les  deux  constantes;  puis  on  a,  en  outre,  les  deux  solutions 
particulières 

ij=  —  ^(x  +  a)»  +  a-, 
z  =  -  ^  (-a^  -  «)% 
e.t 

Dans  la  première  de  ces  deux  solutions,  a  désigne  une  constante  ar- 
bitraire. 

En  général,  le  système  des  équations  (i)  admet,  outre  son  inté- 
grale, deux  solutions  particulières  distinctes,  mais  il  y  a  des  cas  où 
l'une  de  ces  solutions  particulières  cesse  d'avoir  lieu;  cela  arrive, 
par  exemple,  si  les  fonctions  y  et  F  ne  contiennent  que  q  et  p  respec- 
tivement, comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer.  Il  peut  se  faire  aussi  que 
le  nombre  des  solutions  particulières  distinctes  des  équations  (  1  )  soit 
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supérieur  à  a  ;  cela  arrivera  si  les  quantités 

<if    <!/ _'iv     'Il 

db  '      ,ln         dh  '      da  ' 

ont  un  facteur  commun  ;  car,  en  égalant  à  zéro  ce  facteur  connnun , 
on  obtiendra  une  solution  particulière  de  la  dernière  équation  (5),  à 
laquelle  pourra  correspondre  une  solution  nouvelle  des  équations  (  i  ). 
Nous  allons  en  donner  un  exemple.  Considérons  les  deux  équations 

y  =  px  —  c)q'  +  i8  p^(i  —  /ip\ 
z  :=  qx  -h  l'i.pq'^  —  hl>^(l- 

L'intégrale  générale  sera  d'abord 

Ij  =  ax  —  gb^  +  iSci^b  —  l\a\ 
1  z  =  Aj:  +  \ioh'^  —  l\a^  b , 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires;  on  trouve  ensuite  que  la 
dernière  équation  (5)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  qu'il  faut 
considérer  successivement, 

b  =  a-^     et     b  —  a  -, -ri 

dn         2  \da  j 

alors  le  système  (5)  donne  lieu  aux  deux  suivants  : 
j  =:  ax  —  96-  +  iSa-b  —  4^*? 
z  =  bx  +  12  ab'^  —  l\a^h , 
x^  -(?i&ab  -i6a^)+  i8(è  -w^)^, 

'  ^  '  da 

,  db       2,(dbY 


et 


f  =  ax  —  9  A*  +  iSrt^/:*  —  4^'*> 
z  =zbx  -\-  12 ab-  —  l^a^  b  , 


X  =  —  ao^'', 
b  =  a\ 


Le  premier  de  ces  deux  systèmes  fournit  deux  solutions  particu- 
lières des  équations  proposées;  l'une  de  ces  solutions  renferme  une 
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constante  arbitraire.  Le  deuxième  système  fournit  une  troisième  solu- 
tion particnliere  sans  constante  arbitraire,  et  qui  est 


J 


=  -  i5 


-y 

6 
\20  / 


DEUXIEME  PARTIE. 


J'ai  été  conduit  naturellement  aux  résultats  exposés  dans  la  pre- 
mière partie  de  ce  Mémoire,  en  étudiant  les  deux  problèmes  qui  ont 
pour  objet  de  trouver  une  courbe  quand  on  connaît  le  lieu  des  centres 
de  ses  sphères  osculatrices  ou  de  ses  cercles  osculateurs.  Je  me  suis 
borné,  dans  ce  qui  précède,  à  établir  les  équations  différentielles  dont 
ces  problèmes  dépendent  immédiatement,  sans  entrer  dans  les  détails. 
Je  me  propose,  dans  cette  seconde  partie,  de  faire  connaître  une 
solution  nouvelle  et  directe  des  deux  problèmes  dont  il  s'agit,  et 
d'analyser  les  divers  cas  remarquables  que  présente  le  second  d'entre 
eux.  Je  ferai  un  usage  fréquent  de  quelques  formules  que  j'ai  pu- 
bliées dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XVI  du  Joiimnl  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  et  qu'il  est  nécessaire  de  rappeler  ici. 

Soient  x,  f-,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'une  courbe;  ds  la 
différentielle  de  l'arc  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  sjda  *  +  dj-  H-  dz^  ; 
(5  le  rayon  de  la  première  courbure;  r  le  rayon  de  la  seconde  cour- 
bure ou  le  rayon  de  torsion;  a,  S,  7;  |,  u,  Ç;  X,  ^a,  v  les  angles  formés 
avec  les  axes  des  j:,  des^;-  et  des  z,  par  la  tangente,  par  la  normale 
principale  suivant  laquelle  est  dirigé  le  rayon  de  courbure,  et  par  l'axe 
du  plan  osculateur  respectivement.  On  a 
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Cl  COS  a  =  cos  f  —  î 


d  cos  ê 

ds 
=  cos  u  — , 

d  cos  7 

=  cos  Ç,  —  ; 

(Y  cos  >. 

=  COS  ç—  > 

.  ds 

d  cos  /j.  =  cos  u  — 


1" 

cos 

V  =  cos 

^ 

cos  g  = 

=  - 

ds 

cos  a  — 

P 

—  cos 

> 

«/5 

d 

cos  V  = 

=  - 

cosb  — 

p 

—  cos 

p- 

ds 

rt  cos  C  =  —  cos  7 cos  V  —  • 

'  p  '■ 

Ces  formules  expriment,  comme  on  voit,  les  différentielles  des  neuf 
cosinus  des  angles  a,  §,...,  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes 
cosinus  dont  les  coefficients  ne  contiennent  que  /•,  p  et  ds. 

II. 

Nous  nous  proposons,  en  premier  lieu,  de  trouver  la  courbe  dont 
les  centres  des  sphères  osculatrices  soient  sur  une  courbe  donnée.  Je 
désignerai  par  des  lettres  sans  indice  les  quantités  relatives  à  la  courbe 
inconnue,  et  par  les  mêmes  lettres  affectées  d'un  indice  les  quantités 
analogues  relatives  à  la  courbe  donnée.  Ainsi,  par  exemple,  x,  y,  z 
étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la  courbe  incon- 
nue; j:,,  j',,  2,  seront  celles  du  centre  de  la  sphère  osculatrice.  Cela 
posé,  on  a 


X  ==  jo  cos  i  —  I-  ---  cos  )., 


(0 


.r. 

—  JK"  =:  p  COS  V    — 

r  -j-  COS  p., 

'^'t 

—  C  =  p  COS  ç  — 

dp 
r  -f-  cos  V . 

ds 
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DifFérentiant,  il  vient 

I  dx ,  =  —  \  ^ ds  -\-  d (  r  -^)  \  cos  X, 
(a)  \  df,  =  -  ^^ds  ^  d(^r  ^ j]  cos /j., 

\dz,  =-[.^^,  -4-^(rJ)]cosv. 
Élevant  au  carré  et  ajoutant,  on  aura  ds],  et  l'on  peut  poser 
(3)  ds,  =  -[tds^d(r'^)], 

puisque  l'origine  des  arcs  s,  est  arbitraire.  Des  équations  (i)  et  (3), 
on  déduit 

djo,  .  dr,  dz, 

-—  =  cos  A,      -;-  =:  COS  a,      -r  =  cos  v , 

dsi  ds.  '  rtî, 

OU 

(  4)  COS  a,  =^  COS  ). ,     cos  ê,  ^  cos  p.,     cos  ^i  =  cos  v, 

équations  très-connues  et  qu'on  aurait  pu  écrire  tout  de  suite. 

Différentiant  les  équations  (4)  et  ayant  égard  à  celles  rappelées  au 
§  I,  il  vient 


ds, 

COS  1, 

ds 
=  —cos  Z, 

r             ■ 

ds, 

cos  v, 

ds 

=  —  COS  y, 

ds 

cosÇ, 

ds           ^ 
=  7COSÇ; 

ds,  _ 

p<  ~ 

r 

d'où 

(5) 

et 

(6)  COSS,  =  ±COS^,       COSU,  =r   ±  COSU,       COS  Ç,  =   ±:  COS  Ç. 

Des  équations  (3)  et  (5),  on  tire 
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et,  en  vertu  des  équations  (4),  (5)  et  (fi),  les  équations  (i)  deviennent 

a'  =  X,  ±1  p,  y-  ces  a,  q=  p  cosçi, 
(8)  {  j=j-,  ±^.,  i^cosê.zppcosy,, 

p,  est  une  fonction  connue  de  s^•,  par  suite  ,  l'équation  (7)  étant  inté- 
grée ,  on  aura  la  valeur  de  p  exprimée  en  fonction  de  s^  et  de  deux  con- 
stantes arbitraires;  les  équations  (8)  feront  ensuite  connaître  x,  j  et  z. 
Il  faut  remarquer  que,  dans  les  précédentes  équations,  on  doit  prendre 
ensemble  les  signes  supérieurs  ou  les  inférieurs;  ce  signe  d'ailleurs  est 
indifférent,  car  on  passe  d'un  cas  à  l'autre  en  changeant  p  en  —  p. 

III. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  courbe  dont  les  centres  de 
courbure  soient  sur  une  courbe  donnée. 

Comme  dans  le  problème  précédent,  j'emploierai  des  lettres  sans 
indice  pour  représenter  les  quantités  relatives  à  la  courbe  inconnue, 
tandis  que  les  mêmes  lettres  affectées  d'un  indice  désigneront  les  quan- 
tités analogues  relatives  à  la  courbe  donnée.  Nous  prendrons  pour 
variable  indépendante  l'arc  s^  de  la  courbe  donnée.  Cela  posé,  on  a 

ix^  —  a:  =:  p  cos|, 
J.  -J^■  =  pcosu, 
z,  —  i;  =  (S  cosÇ. 

Différentiant  et  observant  que 

dx  =  ds  cos  a,     dj  =^  ds  cos  ê,     dz  =  ds  cos  y, 
il  vient 

IdXf  —  dp  cos I  —  - —  cos  )., 
,  ,  p  <•/.« 

^.ij  ,  dj,  =  dp  cos  y  —  ^—  cos  p., 

(  dz,  =  dp  cosÇ  —  - —  cos  y; 

Tome  XVIII.  ~  Jantieb  i853.  5 
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élevant  ces  équations  (2)  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

d'oii 


(3)  7'  =  tV''-|- 


ds 


Si  l'on  divise  les  équations  (2)  par  ds,  et  qu'on  y  remplace  -  par  sa 
valeur  tirée  de  (3),  il  vient 


de,  j,  /  rfp'  . 

cos  a,^^  -r  cos  t  —  t  /  i 7-,  cos  A, 

ds^  'V  *i 


(4)  .  cos6.  =  Jcosy-y/i-^ 


cos  p.. 


*"  -^"s  Ç  —  1/  I ^- 


^°*  V.  =  ;^  cos  Ç  -  1/  I  -  ^'^  cos  V  ; 


nuiltipliant  ces  équations  (4)  respectivement  par  cos  a,  coso,  cos  y, 
puis  par  cos),,  cosfx,  cosv,  puis  par  cosê,  cosu,  cosÇ,  et  ajoutant 
chaque  fois  les  trois  produits,  il  vient 

cos  a,  cos  a  -t-  cos  o,  cos  ê  +  cos  y,  cos  y  ^  o , 


,  f  >       /  cos  ûj,  cos  X  +  cos  o,  cos/j,  +  cos  y,  cos  V  ^  —  \/  '  ~ 


rfp 


cos  a,  cos  I  4-  cos  6,  cos  u  +  cos  y,  cos  Ç  =  — 

Différentions  ces  équations  (5);  il  vient,  en  ayant  égard  à  ces  mêmes 
équations  et  à  celles  rappelées  au  §  I, 

'  >-  p  y.  !'<    dû    di 

cos c,  cos a+ cos u,  coso  +  cos  Cl  cos 7=  —  -  -y-  -;-> 

'  -  •  i>     ds,    as, 

I  >-  -,  V  ds,         /d'à        i  ,/f>         i\ 

cost;,cos>,+  COS  y,  cosa+  cosÇ,  cosv=f<,  —  ( — l-^ : ), 

1  '  dfj'  V  ds]         p  ds]        p  I 

>^,cos^-)-  cos-j,  cosy-t-  cosÇ,  cosÇ=:  f>,  (-7T  +  ~  ^ )  • 
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en  élevant  ces  équations  au  carré,  puis  ajoutant  ensuite  les  résultats, 
il  vient 

j  _  /p,  ^  dsy  ^      f>;     /rf'p  ^  i  dp'  _}_\'^ 

\p    dsi  dsij  dp'  \ds\        p  ds'        pi 

d'où 


pi    dp  ds  /  p]       (d'p         I  dp'         I 

p    ds,   dsi         i  /  dp-  \ds]         p   ds]         p 


V  ds\ 

équation  qui  détermine  ds  en  fonction  de  p ,  -J-i  -j^  et  des  quantités 
connues. 

Faisant,  pour  abréger, 

ds]         p  as'        p 
les  équations  précédentes  deviennent 


cos^,  cosa  +  cos  y,  cos  6  +  cos  C,  cos  ■/  = — =i== , 

(7)  {  ^ 

COS^,  COsX  +  COSU,  COS^U.  -+-  COSÇ,  COSV  =  fj,   —      '  V, 

cos^,  cos|  +  cosu,  cosu  +  cosÇ,  cosÇ  =  p,V; 
et    - 

/  _dp-         ~ 

(8)  p,  dp  ds  _y  '~rf^;~P' 

^    '      '  p   ds,  ds,  I         Tp 

S/'-di] 

Remarquons  maintenant  que  les  carrés  des  quantités 

cos  X,  cos  a.  +  cos  ^,  cos  ê  -l-  cos  v,  cos  -y, 
cos  X,  cos  À  +  cos  fi,  cos  /jt.  +  cos  V,  cos  V, 
cos  X,  cos 2  +  cos  fx,  cos u  4-  cos  V,  cos  Ç , 
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ajoutés  respectivement  avec  les  carrés  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (5)  et  (7),  donnent  des  résultats  égaux  à  l'unité;  d'où  il  résulte 
que  l'on  a 


cos).,  cosa  +  cos|ut,  coso-i-cosv,  cosy  = 


P,V 


/         rfo' 


dp 


(9) 


cos>.,  cosX  +  cosl;.,  cosa  +  cosv,  cosv=  —  \/i  —  -^  —  /sîV*. 

cos).,  cos|  +cosjui,  cosu  +  COSV,  cosÇ=  y  i  —  '-fi  —  p'i  V. 

Dans  ces  équations  (9),  les  signes  des  seconds  membres  ont  été  dé- 
terminés de  manière  à  satisfaire  les  deux  équations  suivantes  qu'on 
déduit  facilement  des  équations  (4)  et  (7),  savoir  : 


^(cos>.,  cos|  +  . .  .)  —  1/  I  —  -4(cosX,  cosX  -+-. 


—     '       —  (cosX,  cos  a  +...)  +  P|V      (cosX,  cosX  +...) 

y     ds]  V     ds] 

-(-  /5,  V  (cosX,  cos^  +...)  ^  o. 

Prenons  maintenant   la  dernière  équation   dans   chacun   des   sys- 
tèmes (5),  (7)  et  (9);  on  formera  le  système  suivant: 

dp 
1  cos  a,  cos  I  +  cos  o,  cos  v  -+-  cos  y,  cosÇ  =  -3^» 

(10)    \  cos  S,  cos  S  +  cos  y,  cos  v  -f-  cosÇ,  cosÇ  --=  pi  V, 

I  cos  X,  cos  ç  -+■  cos  ,a,  cos  v  +  cos  v,  cos  Ç=  \/  ^  —  -A  —  p^i^^  i 

multipliant  ces  équations  respectivement  par  cos  a,.   cosS,  ,  cosX,, 
[»uis  par  cos  ê,  ,  cos  u, ,  cos  p., ,  puis  enfin  par  cos  y, ,  cos  Ç, ,  cos  v, ,  et 


(i3) 
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ajoutant  chaque  fois  les  résultats,  il  vient 


IcosB  —  ^cosa,  +  |i,Vcos£,  4-  t/i  —  ^  —  ,sj  ¥="  cos/,  , 
cosu  =  Jcosg, +  p,Vcosi;,+  i/i- J^  -  û^v^cos/j... 

portant  ces  valeurs  de  ces  S,  cosu,  cos  Ç  dans  les  équations  (i),  celles- 
ci  deviennent 


(12)    \j=J,   ~  p 


p-£cosa,  -p,(;VcosÇ,  _^.  i/i-l?-'  —  o^V^cos/,, 
cosS,  —  |3,pY  cosy,  —  pi/ 1  —  ^  —  ûjV='cos,u,, 


=  -.    -/^;:^COS7,    -  p,^VcOsÇ,-,S^I-^"  -f2y2po^._^^ 

Ces  équations  (12)  feront  connaître  les  coordonnées  de  la  courbe  cher- 
chée en  fonction  de  s, ,  lorsqu'on  connaîtra  l'expression  de  o  en  fonc- 
tion de  cette  variable. 

La  quantité  p  dépend  d'une  équation  différentielle  du  troisième 
ordre  que  nous  allons  actuellement  former. 

Différentions  les  équations  (7):  on  trouvera,  en  ayant  égard  à  ces 
mêmes  équations,  ainsi  qu'aux  équations  (3)  et  18)  et  à  celles  rappe- 
lées au  §  I, 

cosX,  cosa  +  cos|7.,  cosê  +  cosv,  cosy  = ^^_     '^'^'  \j 


\/-W--'- 


ds' 


p^V 


(is 
cos).,  cosX  +  cos,a,  cos/j.  +  cosv,  cosv  =  —  —        '      U, 

V  ds\ 

cosÀ,  cosS  -!-  cos|u,,  cosu  -+-  cosv,  cosÇ  =  —  r,  6,  u , 
en  faisant,  pour  abréger, 

UU)         U  =  — + - +  (i^+i^'W--i— ^ 


ds\j  ds, 
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Pour  que  les  équations  (i3)  coïncident  avec  les  équations  (9),  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 


('5)  U-H;^y/.-^^-,?V=  =  o. 

Cette  équation  renferme  p,  -^^  ^f  ety-f.  avec  les  quantités  connues 

7-,  et  p,,  qui  sont  des  fonctions  données  de  s^.  L'intégration  amènera 
donc  trois  constantes  arbitraires,  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la 
remarque  dans  la  première  partie  de  ce  travail. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  donnée  est  plane,  on  a 
I 

et  l'équation  (i5)  se  réduit  à 

U  =  o. 

Il  est  très-aisé  de  vérifier  que  les  équations  (12)  satisferont  aux  équa- 
tions (1),  si  l'on  admet  que  l'équation  (i5)  ait  lieu.  Il  y  a  pourtant  une 
exception  à  faire  à  l'égard  d'une  certaine  solution  de  l'équation  (i5). 
Celle-ci  est  satisfaite  si  l'on  pose 

(16)  ,_^'_p^V==o; 

mais  alors  la  plupart  de  nos  formules  deviennent  illusoires.  L'équa- 
tion (8)  montre  que  l'équation  (16)  ne  peut  être  admise  que  dans  deux 
hypothèses  :  1°  si  -7^  =  o;  2°  si  -r^  =:  i.  Dans  le  premier  cas,  l'équa- 
tion (16)  se  réduit  à  p  =  p,  ;  il  faut  donc  que  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  donnée  soit  constant.  Les  équations  (i  i)  et  (12)  deviennent 
alors 

icosS  =;  cos^, , 
cos  -j  =  cos  u , , 
cosÇ  =  cosÇ, , 

!x  =:  .r,  —  p,  cos^, , 
j  =j,  —  p,  cosu,, 
"   =   2|     —  p,  COSÇ,. 
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On  vériBe  aisément  que  ces  équations  (i8)  satisfont  aux  équations  (i), 
à  moins  que  la  courbe  donnée  ne  soit  plane. 

Dans  l'hypothèse  de  -7^  =  i ,  les  équations  (12)  deviennent 

iJC  =:  X,  ~  p  cos«,  , 
J  =  7.  -  P  cos  g,  , 
z  =  z,  —  ocos  y,  ; 

et  l'on  vérifie  aisément  que  ces  équations  ne  satisfont  aux  équations  1 1) 
que  dans  le  seul  cas  de  r,  ^  00  ,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  courbe 
donnée  est  plane.  Alors  les  équations  (19)  appartiennent  aux  déve- 
loppantes de  la  courbe  donnée  en  prenant 

p  =  s,  -h  une  coiislante. 

11  résulte  de  là  qu'en  excluant  de  l'équation  (i5)  la  solution  particu- 
lière qui  satisfait  à  l'équation  (16),  on  ne  lejette  que  les  développantes 
de  la  courbe  donnée  si  celle-ci  est  plane,  et  la  courbe  parallèle  à  la 
courbe  donnée  est  distante  de  celle-ci  d'une  quantité  égale  à  son  ravon 
de  courbure,  si  celui-ci  est  constant. 

IV. 

L'équation  différentielle  du  troisième  ordre  dont  p  dépend,  s'abaisse 
au  deuxième  ordre  si  r,  et  p,  sont  constants,  auquel  cas  la  courbe 
donnée  estime  hélice  ou  un  cercle.  Supposons,  en  effet. 

p,  =  une  constante  a,     1,  ^  une  constante  h; 


l'équation  en  p  devient 


dV 

V 

idp               ,            ds] 

ds,     '     dp  1 
ds,  \ 

dp'\ 

,          p  ds,             a^      dp 

'                            TU, 

et  l'on  a 

V  z=:  — ^  -i-  i  ^' 
ds]     '     p  ds] 

s\/--S-'>'^=  =  °. 
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Prenons  deux  nouvelles  variables  t  et  u^  telles  que 


y  sftdt 


dy 

ds\' 


du  =  — 
d'où 


-,  2  a  du 

^---di'- 


et  si  l'on  prend  t  pour  variable  indépendante ,  notre  équation  diffé- 
rentielle devient 


d^  Il  u       idii\' 


:     S/'-^"'^^ 


dt''         t — u-\dtj  4"'{'  —  "^;         4"^         Jt «' 

Si  l'on  fait  è  =  oo  ,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  que  la  courbe  donnée 
soit  un  cercle ,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

d- u  u        f  du\-  Il 


de-         t  —  II-  \dt  /  4'^'('  —  "") 

Telle  est  l'équation  dont  dépend ,  en  dernière  analyse ,  la  recherche 
des  courbes  à  double  courbure  dont  les  centres  de  courbure  sont  situés 
sur  une  circonférence  de  cerclei  11  ne  paraît  pas  que  cette  équation 
puisse  être  intégrée  sous  forme  finie. 
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THÉORIK 


CONES    CIRCULAIRES    ROULANTS; 


Par  m.  POEVSOT, 

Membre  de  Flnstilut. 


Sous  ce  titre  abrégé,  je  n'ai  pas  uniquement  en  vue,  comme  on 
pourrait  le  croire,  le  cas  particulier  d'un  corps  homogène  de  figure 
conique  qui  roulerait  sur  un  autre  cône  fixe  :  mais  je  considère  en 
général  un  corps  solide  de  forme  et  de  constitution  quelconque,  doué 
de  deux  axes  égaux  d'inertie,  et  qui  se  meut,  autour  d'un  point  pris 
sur  son  troisième  axe,  comme  si  un  cône  circulaire  décrit  du  même 
point  autour  de  cet  axe  roulait  actuellement,  sans  glisser,  sur  la  surface 
d'un  autre  cône  circidaire  de  même  sommet.  Je  cherche  la  condition 
d'un  tel  mouvement,  je  veux  dire,  le  couple  accélérateur  étranger  qui 
serait  capable  de  le  produire. 

DÉFINITIONS    ITT    LEMMES    PRELIMINAIRES. 

1.  Considérons  donc  un  corps  quelconque  mobile  autour  d'un  point 
fixe  O. 

Soit  OA  un  des  trois  axes  principaux  du  corps,  et  autour  duquel  le 
moment  d'inertie  soit  A  ;  et  supposons  que  tous  les  moments  d'inertie 
soient  égaux  entre  eux  et  à  B,  autour  de  tous  les  axes  menés  par  le 
point  O  perpendiculairement  à  celui-là.  Tous  ces  autres  axes  formeront 
un  plan  que  je  nommerai  Véquateur  du  corps,  tandis  que  l'axe  perpen- 
diculaire OA  en  sera  nommé  Vaxe  dejïgure. 

A  et  B  étant  les  deux  moments  d'inertie  du  corps,  l'un  autour  de 
Taxe  de  figure ,  l'autre  autour  d'un  diamètre  quelconque  de  l'équa- 

TomeXVIU.-FÉTRiER  i853.  6 
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teur;  si  l'on  nomme  I  le  moment  d'inertie  de  ce  corps  autour  d'un 

axe  01,  incliné  d'un  angle  o  à  l'axe  de  figure,  on  aura,  comme  on 
le  sait , 

I  =  A  cos^o  -t-  B  sin"o. 

2.  Supposons  maintenant  que  le  corps  soit  frappé  par  un  couple  G, 
dont  l'axe  soit  OG  {PL  I,fig-  i),  et  qui  tende  à  produire  au  premier 
instant  une  rotation  Q  autour  de  l'axe  01;  cet  axe  instantané  Ol  tom- 
bera dans  le  plan  même  de  l'axe  du  couple  et  de  l'axe  de  figure,  et  si 
l'on  désigne  par  /  l'inclinaison  de  01  à  l'axe  OG  du  couple,  il  est  aisé 
de  voir  qu'on  aura  l'équation 

G  cos  /  =  1 S  ; 

car  il  est  clair  que  I  (J  exprime,  aussi  bien  que  G  cos  /,  la  somme  des 
moments  de  toutes  les  forces,  ou  le  moment  total  G  estimé  autour  de 
l'axe  OI. 

3.  De  plus ,  si  vous  nommez  u  l'inclinaison  de  l'axe  OG  du  couple 
;i  l'axe  OA  du  corps,  vous  aurez,  entre  o  et  //,  la  relation  nécessaire 

B  tang  o  =  A  tang  u  ; 

car,  imaginez  le  couple  G  décomposé  en  deux,  l'un  autour  de  OA  , 
l'autre  autour  de  l'axe  principal  OB  mené  dans  le  plan  GOA,  vous 
aurez  pour  ces  deux  composants  rectangulaires  du  couple  G,  les  va- 
leurs G  cosM  et  G  sin  u,  et  dont  le  rapport,  pris  dans  l'ordre  inverse, 
sera  tang  m.  Mais,  d'un  autre  côté,  la  rotation  Q,  décomposée  en  deux 
autour  des  mêmes  axes,  doinie  les  deux  composantes  (îcoso,  ôsino, 
et,  par  conséquent,  AÔ  coso  et  B  0  sin  o  pour  les  deux  couples  capables 
de  les  produire;  couples  dont  le  rapport,  pris  dans  le  même  ordre 

que  ci-dessus,  donne  —  tango  :  d'où  résulte,  en  égalant  cette  expres- 

'■ion  à  la  précédente,  l'équation  R  tang  o  —  \tang»,  qu'il  s'agissait 
de  démontrer. 

i.  Les  trois  axes  OA ,  Ol  et  OG  étant  dans  un  même  plan,  on  voit 
que  l'angle  u  n'est  autre  chose  que  la  différence  ou  la  somme  des 
deux  angles  o  et  /  ;  d<'  sorte  qu'on  aura 

11^=0—  i ,      ou      //  =:  o  +  * , 
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selon  qi!  011  aura 

A  >  B,     on     A  <  B, 

comme  on  le  voit  par  la  relation  ci-dessus,  qui  donne  u<^o ,  ou  u>  o. 
selon  qu'on  a  A  >B,  ou  A  <  B.  La  figure  répond  ici  au  cas  de  A>  B. 

a.   Enfin,    les  deux  composants  rectangulaires  du  couple  G  étant 
exprimés  par  A  5  coso  et  A  5  sino,  on  aura,  entre  G  et  5,  la  relation 


G  =  6  cos  o  V  A^  +  B^  tang^  o. 

Mais  cette  équation  est  déjà  renfermée  dans  les  précédentes;  car, 
en  y  mettant  au  lieu  de  o  sa  valeur  en  /,  tirée  de  la  relation 

B  tang  o  =  A  tang  (o  —  /) , 

elle  reviendrait  (en  faisant  A  cos^  o  +  Bsin^  r>  =  l)  à  l'équation  trou- 
vée plus  haut, 

G  cos  /  =  ï  5  : 

ce  qui  peut  servir  réciproquement  à  démontrer  cette  dernière,  que 
j'avais  posée  directement  en  observant  que  G  cos  /  est  le  moment  total 
des  forces  appliquées,  estimé  autour  de  01,  et  que  19  est  de  même, 
par  rapport  à  cet  axe  01 ,  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces 
qui  naissent  de  la  rotation  0  due  au  même  couple  G. 

6.  Au  reste,  il  est  bien  évident  que,  des  huit  quantités  désignées  pai 
A,  B,  G,  I,  5,  /,  o,  /i,  il  n'y  en  a  que  quatre  d'indépendantes.  Car, 
en  se  donnant,  par  exemple,  A  et  B,  qui  sont  connues  par  la  nature 
du  corps,  et  les  deux  quantités  G  et  u  qui  déterminent  la  grandeur  et 
la  position  du  couple  d'impulsion,  il  est  clair  que  le  mouvement  du 
corps  est  entièrement  déterminé,  et  que  tout  le  reste  s'ensuit.  Ainsi  il 
ne  peut  y  avoir  que  quatre  équations  différentes  entre  les  huit  quan- 
tités dénommées  ci-dessus. 

J'ai  donné  d'abord  ces  différentes  relations,  parce  qu'elles  pourront 
servir,  dans  chaque  problème,  à  présenter  les  formules  entre  les  seules 
données  immédiates  qu'on  y  voudra  considérer. 

6.. 
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QUESTION    PROPOSÉE. 

7.  Pour  arriver  maintenant  d'une  manière  naturelle  à  la  question 
précise  qu'on  se  propose  ici  de  résoudre,  je  remarque  en  premier  lieu 
que,  si  le  corps  frappé  par  le  couple  G  [Jig-  i)  était  abandonné  à  lui- 
même,  l'axe  instantané  OI  décrirait,  dans  l'intérieur  du  corps,  un  cône 
droit  et  circulaire  autour  de  l'axe  OA  ;  et,  dans  l'espace  absolu,  un  autre 
cône  droit  et  circulaire  autour  de  l'axe  OG,  qui  resterait  fixe  :  et  le  mou- 
vement du  corps  serait  exactement  le  même  que  si  le  premier  cône  (lOA) 
roulait  uniformément  sans  glisser  sur  la  surface  du  cône  fixe  (lOG). 
Tel  est  donc  le  mouvement  que  suivrait  le  corps  s'il  était  libre  de  toute 
action  étrangère  :  c'est  la  rotation  naturelle  d'un  corps  qui  a  reçu 
l'impulsion  d'un  couple,  et  qui  reste  abandonné  à  sa  propre  inertie;  et 
cette  rotation  simple  est  à  la  rotation  quelconque  d'un  corps,  ce  que  le 
mouvement  uniforme  d'un  point  en  ligne  droite  est  au  mouvement  de 
ce  point  en  ligne  courbe. 

Mais  si  le  corps,  au  lieu  d'être  abandonné  à  lui-même,  est  soumis  à 
l'action  continuelle  d'un  couple  accélérateur  étranger  K,  ce  couple 
fera  naître,  à  chaque  instant  dt^  un  couple  infiniment  petit  Kât  qui  se 
composera  avec  le  couple  d'impulsion  G,  et  fera  varier  continuellement 
l'axe  et  la  grandeur  de  ce  couple;  de  sorte  que  l'axe  instantané  OI  ne 
décrira  plus  le  même  cône  dans  l'intérieur  du  corps,  ni  le  même  cône 
dans  l'espace  absolu.  Or  on  demande  ici  quel  devrait  être  ce  couple 
accélérateur  R  pour  que  le  mouvement  du  corps  fût  le  même  que  si  le 
cône  droit  et  circulaire  (lOA)  roulait  uniformément,  non  plus  sur  le 
cône  (lOG),  mais  sur  un  autre  cône  fixe  (lOV)  décrit  par  OI  autour 
d'un  axe  OV  situé  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  des  axes  OI 
et  OA.  Ce  serait  le  cas  remarquable  du  mouvement  uniforme  de  l'axe 
OA  d'un  sphéroïde  autour  d'un  axe  fixeOV,  sans  aucune  nufation  de 
cet  axe  OA ,  ni  aucune  variation  de  la  vitesse  angulaiie  du  corps  sur  le 
même  axe. 

8.  Pour  résoudre  cette  question,  j'observe  que  si  le  couple  K  est 
bien  choisi,  l'axe  OA  du  corps  et  l'axe  OG  i\u  couple  d'impulsion 
doivent  toujours  tomber  dans  un  même  plan  avec  l'axe  \\\^t  OV.  Il 
faut  donc  que  le  mouvement  angulaire  du  pôle  (A)  de  la  figure  et 
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celui  du  pôle  (G)  du  couple  d'impulsion  autour  du  même  axe  fixe  (OV) 
soient  toujours  égaux  entre  eux.  Il  n'y  a  donc  qu'à  chercher  ces 
deux  mouvements  et  à  les  égaler.  Or,  soit  désignée  par  a  l'inclinaison 
de  l'axe  OA  du  corps  à  l'axe  fixe  OV,  et  concevez  la  rotation  actuelle 
d  décomposée  en  deux,  l'une  autour  de  OA,  l'autre  autour  de  OV.  Il 
est  évident  que,  par  la  première  autour  de  OA ,  le  pôle  (A)  du  corps 
reste  immobile,  et  que,  par  la  seconde,  il  tourne  autour  de  l'axe 
fixe  OV  avec  une  vitesse  angulaire  exprimée  par  cette  même  rotation. 
Or,  suivant  le  parallélogramme  des  rotations,  cette  seconde  compo- 
sante de  S  est  exprimée  par  Q  -. — ■•  Donc,  en  désignant  par  le  symbole 
le  mouvement  angulaire  du  pôle  (A)  de  la  figure  autour  de 
l'axe  OV,  on  a 

ttt  sin  a 

Cherchons  maintenant  la  vitesse  angulaire  que  prend  le  pôle  (G)  du 
couple  d'impulsion,  par  l'accession  du  couple  accélérateur  K.  J'ob- 
serve d'abord  que  ce  couple  K  doit  avoir  son  axe  dans  la  ligne  des 
nœuds,  afin  que  le  couple  Kdt,  étant  com[)osé  avec  G,  ne  tende  qu'à 
faire  pencher  l'axe  du  couple  résultant  vers  cette  ligne  des  nœuds,  sans 
faire  varier  ni  son  inclinaison  à  l'axe  fixe  OV,  ni  la  grandeur  du  couple  G. 
Or  maintenant  ce  couple  Kdt,  qui  a  son  axe  dans  la  ligne  des  nœuds, 
étant  composé  avec  le  couple  d'impulsion  G,  donne,  au  bout  d'un 
instant,  la  position  nouvelle  de  OG  dans  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  lignes  Kdt  et  G,  qui  représenteraient  les  axes  et 
les  grandeurs  de  ces  deux  couples.  L'extrémité  de  la  ligne  G  (que  je 
prendrai  pour  le  pôle  du  couple  d'impulsion)  est  donc  portée,  au  bout 
d'un  instant,  suivant  une  direction  parallèle  à  la  ligne  des  nœuds  par 
un  espace  Kdt;  et  cet  espace  étant  divisé  par  la  distance  G  sin  (a  —  «) 

de  ce  pôle  (G)  à  l'axe  fixe  OV,  donne  ^   .    , :  pour  l'anele  ciu'il 

r        y     J  '  G  sin  (a  —  a)  '  Cl        1 

décrit  en  un  instant  autour  de  cet  axe.  On  a  donc ,  en  désignant  pai' 
le  symbole         ■  le  mouvement  angulaire  du  pôle  (G)  au  tour  de  l'axe  fixe, 

rit  G  sin  (a  —  «) 
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Donc,  SI  l'on  veut  qu'au  bout  d'un  inslanl  l'axe  OA  du  corps, 
l'axe  OG  du  couple,  et,  par  conséquent,  l'axe  OI  de  !a  rotation,  se 
retrouvent  dans  un  même  plan  et  sous  les  mêmes  angles  avec  l'axe 
fixe  OV,  afin  que  le  mouvement  soit  encore  le  même  dans  l'instant  sui- 
vant ,  et  se  perpétue  ainsi  de  la  même  manière  à  l'infini ,  il  faut  poser  la 
conditio)! 

(i(A)  _  d{Q} 
rit  at 

et,  par  conséquent ,  l'équation 

6  sin  o  K. 


sina  G  sin  (a  —  «) 

d'où  l'on  tire,  pour  la  détermination  du  couple  K, 

G  9  sin  0      .     ,  > 

K  =  — : -sui  (a  —  n). 

sin  2  ^ 

Ce  (jiiil  fallait  trouver. 

Corollaire  I. 

9.  On  voit  d'abord  par  cette  expression  que  le  sens  du  couple  accé- 
lérateur K  ne  dépend  point  du  sens  du  couple  d'impulsion  G,  ou  de 
celui  de  la  rotation  S  à  laquelle  ce  couple  G  donne  naissance.  Car. 
comm.e  le  sens  de  6  change  toujours  en  même  temps  que  celui  de  G  , 
et  que  l'expression  ne  renferme  que  le  produit  G5,  il  en  résulte  que  le 
couple  R,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  reste  toujours  de  même 
sens,  quel  que  soit  le  sens  du  couple  d'impulsion.  Il  en  est  de  ce 
couple  comme  de  celui  qui  provient  des  forces  centrifuges,  et  dont  le 
sens  est  toujours  le  même,  dans  quelque  sens  que  le  corps  tourne. 

Corollaire  II. 

10.  On  voit  ensuite  que  ce  couple  K  {fig.  4)  est  nul  lorsque  l'angle  o 
est  nul.  En  effet,  si  o  est  nul ,  l'axe  01  se  confond  avec  l'axe  OA,  le 
cône  roulant  se  réduit  à  son  axe,  et  un  tel  cône,  qui  n'est  plus  qu'une 
droite,  peut  rouler  à  l'infini  sur  la  surface  du  cône  fixe  sans  v  avancer 
tl'un  pas,  et,  par  conséquent,  en  restant  immobile  dans  l'espace  ab- 
solu. Or.  c'est  ce  rpii  doit  naturellement  arriver  dans  le  cas  dont  il 
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s  agit;  car,  o  étant  supposé  nul,  ii  est  nul  aussi,  et,  par  conséquent, 
l'axe  OG  du  couple  d'impulsion  se  confond  avec  OA ,  qui  est  un  axe 
principal  du  corps,  et  le  seul  couple  G  suffit  pour  faire  tourner  le 
corps  à  l'infini  sur  cet  axe  :  d'où  il  suit  que  le  couple  accélérateur 
étranger  R  doit  être  nid. 

11.  Le  couple  K  est  encore  nul  quand  on  a  a  =  «<,  et  c'est  ce  qui 
doit  être;  car  si  a  =  M,  l'axe  fixe  OV  se  confond  avec  OG  [fig.  5 
et  6) ,  et  le  cône  (lOA)  roule  alors  de  lui-même  sur  le  cône  fixe  (lOG), 
sans  avoir  besoin  d'aucun  couple  étranger  K  qui  l'y  oblige. 

Corollaire  III. 

12.  Si  l'angle  a  est  égal  à  l'angle  o  ifig.  7),  le  couple  K  se  réduit  à 

K  =  Ge(sino  —  u), 
ou  bien  (à  cause  de  ?/  =  o  —  /),  à 

K  =  G6  sin  1, 

ce  qui  est  précisément  l'expression  d'un  couple  égal  et  contraire  à  celui 
qui  provient  des  forces  centrifuges;  et  c'est,  eu  effet,  ce  qui  doit  être. 
Car  supposez  qu'un  tel  couple  accélérateur  agisse  sans  cesse  sur  le 
corps  autour  de  la  ligne  des  nœuds,  il  est  clair  que  ce  corps  tour- 
nera perpétuellement  sur  la  même  droite  OI,  comme  si  cette  droite 
était  un  axe  fixe.  Or,  dans  notre  hypothèse  de  l'angle  a  égal  à  l'angle  o, 
l'axe  01  se  confond  avec  l'axe  OV,  et  le  cône  mobile  (lOA)  peut  rouler 
à  l'infini  sur  un  cône  fixe  qui  se  réduit  à  son  axe  OV,  sans  que  la 
ligne  de  contact  OI  se  déplace,  ni  dans  le  corps,  ni  dans  l'espace 
absolu. 

Corollaire  IV. 
D'un  cône  qui  roule  sur  un  pin/i. 

13.  Lorsque  l'angle  (a  — o;  est  égal  à  un  angle  droit  [Jig.  9). 
on  a 

sin  a  =  cos  o 
et 

sin  [Cf.  —  n)  =r^  sin  (a  —  o  +  /)  =  sin  (r''  -t-  /)  =;  cos/, 
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et  R  devient 

K  =  G5  tango  cosi  =  16^  tango. 

Ce  cas  particulier  de  a  —  o  =  i**""  est  celui  où  la  surface  du  cône  fixe 
se  réduit  à  un  plan,  .\insi ,  quand  le  mouvement  du  corps  est  le  même 
que  si  le  cône  (lOA)  roulait  sur  un  plan,  le  couple  accélérateur  qui 
l'anime  est  égal  à  \a.  force  vive  15^  du  corps,  multipliée  par  la  tan- 
gente de  la  demi-ouverture  o  du  cône  roulant. 

Corollaire  V. 
D  tin  plan  qui  roule  sur  un  cône. 

14.  Si  cette  demi-ouverture  o  du  cône  roulant  est  égale  à  lui  angle 
droit  {Jig.  \o),  ce  cône  se  réduit  au  plan  de  son  équateur,  et  c'est  le 
cas  particulier  d'un  plan  qui  roule  sur  la  surface  d'un  cônejîxe  lOV. 

Dans  ce  cas,  où  l'angle  o  est  un  droit,  l'angle  u  est  aussi  un  droit, 
comme  on  le  voit  par  la  relation 

B  tango  =  A  tangw, 

et  l'expression  du  couple  accélérateur  K  devient 
K  =  —  G5  cota. 

Corollaire  VI. 

Si  a  est  égal  à  un  droit  {fig.  1 1),  Iv  devient  G  b  sin  o .  cos  u ,  qui  peut 
se  ramener  à  l'expression 

R  ^  A5*  sino  cos  o. 
C'est  le  cas  d'un  cône  qui  roule  sur  le  cône  complémentaire. 

Corollaire  VII. 
Cas  singulier,  où  le  cône  roulant  se  conjond  avec  le  cône  fixe. 

\o.  Si  a  est  nul  {Jig.  8),  on  trouve  R  =  —  ao  :  et  en  effet,  dans 
ce  cas  singulier,  le  cône  mobile  se  confond  avec  le  cône  fixe,  et  ne 
peut  y  rouler  sans  l'accession  d'un  couple  accélérateur  infini  ;  et  il  en 
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est  de   même  clans  le  cas  de  a   égal    à  deux   droits,   lequel   donne 
K,  =  +  00  . 

Pour  bien  entendre  ceci ,  concevez  que  a.  ne  soit  pas  tout  à  fait  nul , 
mais  positif  et  très-près  de  zéro;  le  cône  mobile  sera  presque  confondu 
avec  le  cône  fixe  sur  lequel  il  roule,  et  la  ligne  de  contact  01  aura  un 
mouvement  angulaire  très-rapide  autour  de  OV.  L'axe  du  couple  G 
tournera  donc  avec  la  même  rapidité  autour  du  même  axe  fixe  OV: 
et ,  par  conséquent ,  il  faudra  que  le  couple  accélérateur  K  soit  très- 
grand ,  afin  que  le  couple  Krff,  qu'il  produit  à  chaque  instant,  étant 
composé  avec  G,  donne  au  pôle  (G)  cette  même  vitesse  angulaire  très- 
rapide  que  doit  avoir  le  pôle  instantané  (I) ,  aussi  bien  que  le  pôle  (A) 
de  la  figure.  On  voit  donc  qu'en  supposant  a.  tout  à  fait  nul ,  c'est- 
à-dire  les  deux  cônes  confondus,  on  doit  trouver  la  valeur  de  K. 
infinie. 

Et  la  même  chose  doit  avoir  lieu  dans  le  cas  de  a  =  a  droits,  où  les 
deux  surfaces  coniques  se  trouvent  encore  confondues  ;  ce  qui  donne 
également  pour  R  une  valeur  infinie. 

La  seule  différence  qu'on  puisse  ici  remarquer,  c'est  que,  dans  le  cas 
de  a  =  o .  on  trouve  K  =  —  oo  ;  et  que,  dans  le  cas  de  a  =  2  droits , 
on  trouve  R  =:  -l-  oo  .  Cette  différence  de  signe  tient  à  ce  que  le  pre- 
mier cas  de  a  =  o  étant  ici  considéré  comme  la  limite  de  ceux  où  l'axe 
fixe  OV  tend  à  se  confondre  avec  l'axe  OA  du  cône  roulant,  le  pôle 
fixe  (V)  est  toujours  supposé  tomber  entre  les  deux  pôles  (G)  et  (Al  : 
d'où  il  résulte  que  les  mouvements  de  ces  deux  pôles,  estimés  paral- 
lèlement à  la  ligne  des  nœuds,  doivent  être  de  sens  contraires,  et 
qu'ainsi  Y^dt  doit  être  de  signe  contraire  à  Bsmodt,  et,  partant, 
avoir  le  signe  —  ,  si  l'on  regarde  6  sin  o  dt  comme  positif.  Mais  le  cas 
de  a  ^  2  droits  étant  considéré  comme  la  limite  de  ceux  où  l'axe  OV 
tend  à  se  confondre  avec  le  prolongement  de  OA,  cet  axe  fixe  OV  est 
supposé  laisser  toujours  le  pôle  (G)  et  le  pôle  (A)  tous  deux  d'un  même 
côté,  et,  partant,  les  mouvements  de  ces  deux  pôles,  parallèlement  a 
la  ligne  des  nœuds,  se  font  dans  le  même  sens,  et  le  couple  R^/^  doit 
présenter  le  même  signe  que  Q  sino  dt. 

Tome  X\  Ul.-  Ft;vi\iER  .8'»"..  7 
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Remarque  I. 

16.  Ce  que  l'on  vient  de  dire,  à  l'occasion  du  cas  singulier  qui  pré- 
cède, donne  en  général  la  raison  des  changements  de  signe  que  subit 
le  couple  R  dans  l'étendue  de  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  donner  à 
l'inclinaison  mutuelle  a  des  axes  OV  et  OA  de  nos  deux  cônes;  car  les 
angles  o  et  u,  étant  considérés  comme  positifs  et  moindres  qu'un  droit, 
on  voit  par  la  formule  générale 

R  =  G5*4^-sin(a-«), 
sin  a  '^  ' 

que  R  a  le  signe  —  depuis  a  =  o  jusqu'à  a=^  u,  et  le  signe  +  de- 
puis a.^=:  u  jusqu'à  a  =  a  droits  =  n;  qu'au  delà  de  cette  valeur  il 
reprend  le  signe  —  jusqu'à  l'angle  n  -i-  u,  et  ensuite  le  signe  -t-  jus- 
qu'à la  fin  de  la  circonférence  ar.  Or  c'est  ce  qui  doit  être,  puisque 
dans  ces  intervalles  où  R  a  le  signe  —  ,  l'axe  fixe  OV  tombe  évidem- 
ment entre  les  deux  pôles  (A)  et  (G),  tandis  que  dans  les  autres  inter- 
valles où  R  a  le  signe  -f-,  cet  axe  fixe  laisse  les  pôles  (A)  et  (G)  tous 
deux  d'un  même  côté. 

Remarque  II. 

17.  On  vient  de  voir  pourquoi  le  couple  R  présente  tel  ou  tel  signe, 
selon  que  l'axe  du  cône  fixe  a  telle  ou  telle  position  par  rapport  aux 
deux  axes  OA  et  OG.  Mais  il  est  bon  de  remarquer  encore  trois  autres 
cas  relatifs  à  la  position  que  peut  avoir  l'axe  instantané  01  ou  la  ligne 
de  contact  de  nos  deux  cônes ,  à  l'égard  des  axes  OA  et  OV  de  ces  deux 
cônes. 

1°.  Si  01  tombe  entre  les  deux  axes  OA  et  OV  {Jig-  i\  les  deux  stu- 
faces  coniques  se  touchent  extérieurement  ;  de  sorte  que  le  cône 
mobile  roule  en  touchant  par  sa  surface  convexe  la  surface  convexe 
du  cône  fixe.  Et  si  l'on  regarde  cette  première  figure,  on  voit  que  le 
mouvement  angulaire  du  pôle  autour  de  l'axe  fixe  OV  se  fait  dans  le 
même  sens  que  la  rotation  du  corps  estimée  autour  du  même  axe  OV, 
sens  de  mouvement  qu'on  prend  pour  terme  de  comparaison,  et  qu'on 
appelle  le  sens  direct  :  de  sorte  que  ,  dans  ce  premier  cas  ,  on  peut  dire 
que  la  ligne  des  nœuds  a,  sur  le  plan  fixe,  un  mouvement  direct. 
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1° .  Si  OI  laisse  les  deux  axes  OA  et  OV  tons  deux  d'un  même  eût»', 
et  dans  cet  ordre  (I) ,  (A),  (V)  {fig.  2),  le  cône  mobile  (lOA)  tombe 
alors  dans  l'intérieur  du  cône  fixe  (lOV);  de  sorte  qu'il  roule  en  tou- 
chant par  sa  surface  convexe  la  surface  concave  de  ce  cône  fixe; 
et,  dans  ce  cas,  il  est  visible  que  le  mouvement  de  la  ligne  des  nœuds 
se  fait  dans  un  sens  contraire  à  celui  de  la  rotation  S,  ou  qu'il  est  ce 
qu'on  appelle  rétrogrnrie. 

3".  Si  l'axe  01  laisse  encore  d'un  même  côté  les  deux  axes  OA  et  OV, 
mais  dans  l'ordre  (I),  ("V),  (A)  {fig.  3),  c'est  alors  le  cône  fixe  qui 
tombe  dans  l'intérieur  du  cône  mobile  :  de  sorte  que  celui-ci  l'enve- 
loppe, et  roule  en  touchant  par  sa  surface  concave  la  surface  convexe 
i\v.  cône  fixe  dont  il  s'agit  ;  et,  dans  ce  cas ,  le  mouvement  des  nœuds  se 
fait  dans  le  même  sens  que  la  rotation  du  corps,  c'est-à-dire  qu'il  est 
encore  direct ,  comme  dans  le  premier  cas. 

Remarque  III. 

Où  Von  reconnaît  le  sens  suivant  lequel  agit  toujours  le  couple 
accélérateur  R. 

18.  Mais  il  y  a  encore  une  chose  importante  à  remarquer;  c'est  que, 
dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire,  soit  que  le  cône  roulant  tombe  en 
dehors,  ou  en  dedans  du  cône  fixe,  soit  qu'il  V enveloppe ,  le  sens  du 
couple  accélérateur  R  est  toujours  te! ,  que  si  ce  couple  agissait  sur  le 
corps  en  repos,  il  tendrait  toujours  à  détacher  le  cône  roulant  de  la 
surface  du  cône  fixe  avec  lequel  il  est  en  contact,  et  jamais  à  l'appuyer 
contre  cette  surface.  C'est  ce  qu'il  est  très-aisé  de  reconnaître  dans  les 
trois  cas  que  l'on  vient  de  parcourir  ci-dessus;  et  de  là  résulte  une 
conséquence  toute  nouvelle  que  nous  allons  développer  dans  l'article 
suivant. 

Théorkme. 

19.  Supposons  que  les  surfaces  de  nos  deux  cônes,  qui  ne  sont  ici 
que  des  surfaces  fictives,  deviennent  des  surfaces  réelles  et  résistantes, 
de  sorte  que  le  cône  mobile  puisse  réellement  s'appuyer  sur  le  cône 
fixe.  Je  dis  que,  si  l'on  vient  à  supprimer  tout  à  coup  le  couple  accé- 

7-- 
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lérateur  K  ,  le  mouvement  du  corps  restera  exactement  le  même  qu'au- 
paravant, mais  qu'alors  le  cùne  mohWe  pressera  continuellement  la 
surface  du  cône  fixe  avec  la  même  force  que  si  le  corps  était  animé  par 
un  couple  accélérateur  —  R,  qui  tendît  sans  cesse  à  l'appuyer  ou  à  le 
presser  contre  cette  stu'face. 

Soit,  en  effet,  le  corps  devenu  libre  de  toute  action  étrangère,  et 
abandonné  à  la  seule  impulsion  du  couple  G  :  si  l'on  applique,  autour 
de  la  ligne  des  noeuds,  les  deux  couples  égaux  et  contraires  Kdt  et 
—  Kdt,  il  est  clair  que  l'état  du  corps  ne  sera  pas  changé.  Mais  alors, 
au  lieu  de  voir  le  corps  comme  abandonné  à  la  seule  impulsion  du 
couple  G,  je  puis  le  voir  comme  animé  par  l'ensemble  des  trois  couples 
V, ,  Kdf ,  —  Kdt.  Or,  de  ces  trois  couples,  le  dernier  —ILdt,  tendant 
a  presser  le  cône  mobile  sur  la  surface  du  cône  6xe,  peut  être  consi- 
déré comme  détruit  par  la  résistance  de  cette  surface.  Restent  donc  les 
deux  couples  G  et  R  (/i  dont  l'ensemble  est  capable  de  faire  rouler  le 
cône  mobile  sur  le  cône  fixe,  et  cela  d'une  manière  libre,  je  veux 
dire  comme  si  ce  cône  fixe  n'existait  pas,  et,  par  conséquent,  sans 
exercer  la  moindre  pression  sur  sa  surface.  Ainsi  la  surface  fixe  ne 
peut  ressentir  d'autre  pression  que  celle  qui  provient  du  couple  —Kdt 
dont  elle  détruit  l'effort  à  chaque  instant. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  le  cône  droit  et  circulaire  (lOAj  est  posé  sur  le  cône  Jïxe  (lOV) 
de  même  sommet  O,  et  qu'on  lui  imprime  tout  à  coup  une  rotation  5 
autour  de  la  ligne  de  contact  01 ,  ce  cône  abandonné  à  lui-même  rou- 
lera uniformément  sur  le  cône  fixe,  et  il  en  pressera  à  chaque  instant 
la  surface  avec  la  même  force  que  si,  étant  en  repos  dans  cet  instant, 
il  se  trouvait  sollicité  par  un  couple  accélérateur  étranger  —  R  dé- 
terminé par  l'équation  précédente , 

„         „  .   sin  o      .  . 

R  =  (t&  —. —  •  sui  '  a  —  //). 
sin  a  ^  ' 

REM.VÎiQUK. 

20.  Comme  le  couple  (i  est  proportionnel  à  la  rotation  9  qu'il 
imprime,  on  voit  que  cette  pression  du  cône  roulant  sur  le  cône  fixe 
est  en  raison  du  carré  de  la  rotation  6  du  corps;  en  sorte  que  si  la 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  53 

rotation  devient  double,  la  pression  du  cône  roulant  devient  qua- 
druple ,  etc.  Tout  ceci  est  analogue  à  la  pression  qu'exerce  un  point 
sur  le  contour  d'une  courbe  fixe  où  il  est  forcé  de  se  mouvoir.  Le 
mouvement  naturel  d'un  point  libre  est  d'aller  en  ligne  droite;  de 
manière  que,  si  on  l'enferme  dans  un  canal  rectiligne,  il  n'en  pres- 
sera la  surface  d'aucun  côté.  De  même,  pour  le  cône  lOA,  qui 
tourne  actuellement  sur  sa  génératrice  OI ,  son  mouvement  naturel 
est  de  rouler  uniformément  sur  le  cône  (lOG)  décrit  autour  de  l'axe 
du  couple  G  qui  a  imprimé  cette  rotation  6;  de  sorte  que  le  cône  rou- 
lant n'exerce  aucune  pression  sur  le  cône  (lOG).  Mais  si,  au  lieu  de 
ce  cône  particulier  (lOG),  on  en  présente  un  autre  (lOY)  sur  lequel 
le  cône  mobile  trouve  un  appui,  il  y  roidera  encore  sans  rien 
perdre  de  sa  rotation  imprimée  d,  mais  il  pressera  continuellement  la 
surface  de  ce  cône  fixe,  comme  s'il  était  doué  à  chaque  inst.int  vers  ce 
cône  d'une  certaine  pesanteur  proportionnelle  au  carré  de  6. 

Lorsqu'un  point  se  meut  en  ligne  courbe,  soit  en  vertu  d'une  force 
centrale,  soit  à  cause  de  la  résistance  d'un  canal  curviligne  où  il  est 
enfermé,  si  l'on  vient  à  supprimer  tout  à  coup  cette  force  ou  cette 
résistance,  le  point  devenu  libre  s'échappe  par  ia  tangente  à  la  courbe, 
avec  la  vitesse  dont  il  était  animé  au  moment  de  la  suppression  de 
toutes  les  forces  étrangères.  De  même  ici,  quand  le  cône  roulant  (lOA) 
devient  libre  de  toute  action  étrangère ,  il  s'échappe ,  pour  ainsi  dire  , 
de  la  surface  conique  sur  laquelle  il  roulait,  pour  prendre  son  mou- 
vement sur  celle  du  cône  (lOG),  qui  est  comme  la  tangente  de  la 
première. 

Solution  du  cas  singulier  où  l'on  trouve  R  =  xi  . 

21.  Dans  le  cas  singulier  de  a  =  o,  où  les  surfaces  des  deux  cônes 
se  confondent,  on  trouve  Y^injlni,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  à 
l'art.  15.  Il  en  résulterait  donc  ici  que  la  pression  continuelle  —  ¥>.(lt 
du  cône  mobile  sur  la  surface  du  cône  fixe  serait  infiniment  grande ,  ce 
qui  pourrait  être  regardé  comme  une  véritable  percussion  finie  qui  se 
renouvellerait  à  chaque  instant  contre  cette  surface.  Cette  hypothèse 
d'un  cône  mobile  qui,  en  vertu  d'une  rotation  primitive  Q,  autour 
d'une  de  ses  génératrices  Ol ,  pourrait  rouler  continuellement  sur  la 
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surface  fixe  dim  autre  cône  de  luème  centre,  de  même  axe  et  de  même 
rayon,  n'est  donc  ici  qu'une  hypothèse  purement  mathématique;  car, 
dans  la  réaUté,  il  est  évident  que  la  chose  se  passerait  d'une  autre 
manière.  Et,  en  effet,  on  pourrait  toujours  voir  la  rotation  0  comme 
décomposée  en  deux  :  l'une,  Q  coso,  autour  de  l'axe  même  OA  du  cône 
mobile;  l'autre,  6  sino,  autour  de  la  perpendiculaire  à  cet  axe.  Or  il 
est  visible  que  celle-ci  serait  détruite  par  la  résistance  de  la  surface  fixe, 
qui  recevrait  ainsi,  au  premier  instant,  une  percussion  mesurée  par  le 
couple  B5  sino;  mais  la  première  relation  0  coso,  autour  de  l'axe  OA, 
obtiendrait  manifestement  son  effet,  et  le  cône  mobile  tournerait  libre- 
ment sur  son  axe  sans  exercer  la  moindre  action  sur  la  surface  du  cône 
fixe.  D'où  l'on  voit  que,  dans  le  cas  singulier  dont  il  s'agit,  le  cône 
ne  roule  plus,  mais  ne  fait  que  glisser  sur  la  surface  du  cône  fixe  : 
mouvement  qui  ne  répond  plus  à  la  question  proposée,  mais  à  nue 
autre,  comme  on  aurait  pu  d'ailleurs  en  être  averti  par  la  valeur  injinie 
que  le  calcul  donne  alors  pour  la  grandeur  du  couple  K. 

Transjormatiorts  diverses  rie  Véquntion  de  condition 

(0  K  =  GÔ^-sin(a  -  «). 

\  '  sin  a  ^  ' 

22.  J'ai  laissé  jusqu'ici  à  cette  équation  la  forme  simple  sous  laquelle 
elle  s'est  présentée  dans  notre  analyse;  mais  on  peut  la  transformer  de 
plusieurs  manières,  en  éliminant,  au  moyen  des  relations  données  au 
commencement  de  ce  Mémoire,  quelques-unes  des  quantités  (i,  f5,  o, 
a,  u  qui  entrent  dans  cette  équation,  pour  y  introduire  celles  qu'on 
voudra  considérer  comme  les  données  immédiates  du  problème. 

Ainsi,  en  chassant  par  exemple  0  au  moyen  de  la  relation 


9v/A*cos'o-i-B^sin*o  =  G, 
et  ensuite  l'angle  o  au  moveu  de  la  relation 

B  tango  =  A  fang  u, 
on  trouvera 

/    <  1^        ^''    sin«      .     , 

^     '  B     sin  a  ■  ' 

OÙ  il  n'y  a  plus  d'autres  données  que  G,  «,  a  et  B,  dont  les  deux  pre- 
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mières  G  et  u  répondent  à  la  {grandeur  du  couple  d'impulsion  et  à  sa 
position  dans  le  corps;  la  troisième  a,  à  l'inclinaison  de  l'axe  OA  de 
ce  corps  sur  l'axe  fixe  OV;  et  enfin  la  dernière  B,  à  la  nature  du  corps 
dont  il  s'agit. 

25.  D'après  cette  équation,  qui  ne  contient  plus  le  moment  d'iner- 
tie A  du  corps  autour  de  son  axe,  on  voit  que  le  couple  accélérateur  R 
sera  le  même  pour  tout  autre  corps  qui  aurait  le  même  moment  d'iner- 
tie B  autour  des  diamètres  de  l'équateur.  Ainsi  dans  tous  ces  corps. 
qui  ne  diffèrent  que  par  la  valeur  A  de  leur  moment  d'inertie  autour 
de  leur  axe  de  figure,  le  mouvement  angulaire  du  pôle,  ou  le  mouve- 
ment de  précession,  sera  le  même.  Mais  il  n'en  faut  pas  conclure  que 
tous  ces  corps  s-e  mouvront  de  la  même  manière;  car,  comme  dans  ces 
corps  le  moment  Avarie  de  l'un  à  l'autre,  l'angle  o,  et  par  conséquent 
l'angle  (a  —  o),  varient  en  même  temps,  d'après  la  relation  néces- 
saire B  tango  =  A  tang  m;  et,  par  conséquent,  ce  sera  pour  chaque 
corps  le  mouvement  d'un  cône  particulier  à  la  demi-ouverture  o  qui 
roulera  sur  un  cône  particulier  à  la  demi-ouverture  (a  —  o).  La  seule 
chose  qui  sera  commune  aux  mouvements  de  tous  ces  corps ,  sera  la 
précession  des  pôles  (A)  et  (G). 

24.  Si,  de  la  formule  précédente,  on  élimine  l'angle  m,  par  la  rela- 
tion ci-dessus  entre  o  et  m,  on  trouvera  l'équation 

/  3  )  K  =^  G-  taniî  o 


-\-  B'  tang'o 
qui  ne  contient  d'autres  angles  que  o  et  a. 

2o.  Si ,  au  lieu  de  a  qui  marque  la  distance  angulaire  des  axes  OA 
et  OV  de  nos  deux  cônes,  on  veut  introduire  la  demi-ouverture  w  du 
cône  fixe ,  on  n'aura  qu'à  substituer  m  +  o  au  lieu  de  a  ;  et  alors  on  aura 

(41  K=G^tangotAz4i^!îë^f!^ilii±^. 

^^  ■  o  .V -I- B' tang- o 

26.  Si,  au  lieu  du  couple  donné  G,  on  veut  prendre  comme  donnée 
la  rotation  imprimée  Q  autour  de  la  ligne  de  contact  01  des  deux  cônes, 
on  aura  G^  =5-  cos^o(A-  +  B^  tang-o);  et,  substituant  cette  valeur, 
il  viendra 

(5)  K  =;  $-  sin  o  cos  o[  A  —  B  tango  cot  (u  -t-  o)\. 
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C'est  une  expression  très-simple  du  couple  accélérateur  K,  par  la  rota- 
tion 5  qu'on  suppose  imprimée  au  cône  mobile  autoiu-  de  sa  ligne  de 
contact  avec  le  cône  fixe,  et  par  les  angles  o  et  oj  qui  marquent  les 
demi-ouvertures  de  ces  deux  cônes. 

Exemples  de  ces  mouvements ,  pris  dniu  la  nnlure. 

27.  Supposons  que  l'axe  OV  du  cône  fixe  soit  vertical,  et  que  le 
corps  mobile  soit,  comme  dans  la  nature,  un  corps  qui  pèse  de  haut 
en  bas  suivant  VO  ,  en  vertu  de  la  gravité  g. 

Si  Ion  désigne  par  m  la  masse  du  corps ,  et  par  i  la  distance  au 
point  O,  de  son  centre  de  gravité  C  que  je  suppose  tomber  sur  l'axe 
même  de  figure  OA,  on  aura  évidemment  m  .  gl  sin  a  .  dt  pour  le  mo- 
ment du  couple  Kf/f  que  la  gravité  fait  naître  en  un  instant  dt  autour 
de  la  li£;ne  ON  des  nœuds.  Si  donc,  dans  l'une  ou  l'autre  des  formules 
qui  précèdent ,  on  substitue  au  lieu  de  K  l'expression  mgl  sin  a ,  on  aura 
une  équation  qui  déterminera  le  couple  G  qu'on  doit  appliquer  au 
corps,  ou  bien  la  rotation  B  qu'il  faudra  lui  imprimer  autour  de  01, 
pour  que  le  mouvement  de  ce  corps  pesant  soit  le  même  que  si  le 
cône  (lOA^  roulait  uniformément  sur  le  cône  fixe  (ION)  :  et  la  condi- 
tion d'un  tel  mouvement  sera  exprimée  par  l'équation 

mgl  sin  a  =  6"  sino  .  coso(A  —  B  tango  .  cota), 
ou  par  toute  autre  transformée  équivalente  (*i2  . .  .26). 

28.  On  voit  donc  qu'un  cône  pesant  (lOA),  ayant  reçu  autour  de 
sa  génératrice  01  une  rotation  primitive  0  déterminée  par  cette  équa- 
tion, roulera  librement  sur  la  surface  du  cône  vertical  (lOV),  ne  ten- 
dant ni  à  presser  cette  surface ,  ni  à  s'en  détacher,  et  demeurant  ainsi 
comme  suspendu  par  sa  rotation  actuelle  0,  qui  fera  sans  cesse  équi- 
libre au  poids  du  corps,  et  empêchera  ce  corps  de  tomber  vers  le  plan 
horizontal. 

29.  Si  la  gravité  cessait  d'agir,  mais  que  la  surface  du  cône  fixe  de- 
vînt une  surface  résistante,  le  cône  mobile  contirnierait  de  rouler  avec 
la  même  vitesse  5;  mais  il  presserait  alors  la  surface  du  cône  fixe  avec 
la  même  force  que  s'il  était  doué  d'une  pe.santeur  —g,  égale  et 
contraire  à  la  pesantciu-  naturelle. 
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50.  Dans  cette  hypothèse  du  cône  mobile  dépourvu  de  j)esanteur, 
mais  pouvant  s'appuyer  contre  le  cône  fixe,  si  l'on  suppose  imprimée 
à  ce  cône  mobile  une  rotation  quelconque  0'  autour  de  la  ligne  de  con- 
tact 01 ,  il  roulera  uniformément  sur  le  cône  fixe ,  et  le  pressera  à  chaque 
instant  comme  s'il  était  doué  de  bas  eu  haut  d'une  pesanteur  —  g' 
déterminée  par  l'équation 

mg'  /oin  a  =  9^  sino  .  coso(  A  —  B  tango.  co\ a). 

Si  donc,  5'  étant  >  6,  et,  par  conséquent,  g'  >  g,  on  rend  au  corps 
sa  pesanteur  naturelle  +  g^,  il  continuera  de  rouler  de  la  même  ma- 
nière, mais  il  ne  pressera  plus  le  cône  fixe  qu'en  vertu  d'une  force 
égale  à  la  différence  de  g'  à  g. 

Si  le  cône  pesant,  au  lieu  de  rouler  au  dehors,  roulait  dans  l'in- 
térieur de  la  surface  du  cône  fixe,  de  manière  que  son  poids  tendît 
à  l'appuyer  sur  cette  surface,  il  la  presserait  alors  comme  s'il  était 
doué  d'une  pesanteur  g' +  g  [g'  étant  ici  donné  par  l'équation 
mg  l  sin  a  =  6'*  sin  o  cos  o  (A  +  B  tang  o .  cot  a)]. 

51.  Si  l'ouverture  du  cône  fixe  est  égale  à  un  angle  droit,  la  sur- 
face de  ce  cône  devient  un  plan ,  et  l'on  a  le  cas  particulier  d'un  cône 
pesant  (lOA)  qui  roule  sur  un  plan  horizontal.  L'équation  de  condition 
se  réduit  alors  (à  cause  de  cot  a  =  —  tango),  à 

mgl  coso  =:  I&^  tango. 

Si  donc  le  cône  pesant  (lOA)  tangent  au  plan  horizontal ,  et  posé  e/i 
dessous ,  reçoit  tout  à  coup,  autour  de  la  ligne  de  contact,  luie  vitesse 
angulaire  Q  déterminée  par  cette  équation,  ce  cône  roulera  en  liberté 
sur  la  face  injérieure  de  ce  plan,  sans  la  presser,  ni  s'en  détacher,  et 
comme  si  ce  plan  n'existait  pas. 

Si  on  lui  imprime  une  vitesse  plus  grande  5',  il  roulera  de  même  avec 
cette  nouvelle  vitesse;  mais  alors  il  pressera  le  plan  de  bas  en  haut, 
comme  si,  étant  supposé  en  repos  dans  l'instant  que  l'on  considère,  il 
était  doué  d'une  pesanteur  g'  —  g  de  sens  contraire  à  la  pesanteur 
naturelle,  g'  étant  déterminée  par  l'équation 

mg'lcoso  =  16'^  tango. 

Si  le  cône,  au  lieu  d'être  au-dessous  du  plan  horizontal,  était  posé 

Tome XVIII. —  Février  1 853.  ^ 


j8  journal  de  mathématiques 

au-dessus ,  on  pourrait  lui  imprimer  une  rotation  S'  de  grandeur  quel- 
conque; il  roulerait  uniformément  avec  cette  vitesse  imprimée  ô',  et  il 
presserait  alors  le  plan,  de  haut  en  bas,  avec  la  même  force  que 
s'il  était  doué  d'une  pesanteur  g' +  g^  de  même  sens  que  sa  pesanteur 
naturelle. 

Il  est  facile  de  multiplier  ces  exemples  :  je  me  contenterai  d'en  ajou- 
ter un  nouveau  ,  tiré  du  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

32.  Considérons  la  Terre  comme  un  sphéroïde,  ou,  en  général, 
comme  un  corps  doué  de  deux  moments  égaux  d'inertie;  et  soient  tou- 
jours désignés  par  A  le  moment  d'inertie  autour  de  l'axe  de  ce  corps, 
et  par  B  le  moment  d'inertie  autour  d'un  diamètre  quelconque  de 
l'équateur.  Si  l'on  observe  le  mouvement  de  la  Terre  par  rapport  aux 
étoiles  regardées  comme  fixes,  on  trouve  que  ce  sphéroïde  tourne  en 
im  jour  sur  son  axe  OA ,  tandis  que  cet  axe  tourne  lui-même  en  sens 
contraire  autour  de  l'axe  OV  de  l'écliptique,  et  avec  une  moyenne  vi- 
tesse angulaire  ç,  qui  est  d'environ  o'^Sô^gS  sexagésimales  par  jour, 
ce  qui  fait  la  précession  diurne  des  équinoxes. 

Si  donc,  à  partir  du  centre  O,  on  porte  sur  l'axe  OA  une  ligne 
(5  =  36o°  qui  marque  la  rotation  diurne  de  la  Terre,  et  sur  le  prolon- 
gement de  VO,  une  ligne  9  =  0",  1^6795  qui  marque  sa  rotation 
autour  de  l'axe  de  l'écliptique,  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  ces  deux  lignes  représentera  l'axe  et  la  grandeur  de  la  rota- 
tion réelle  S  dont  la  Terre  est  animée  dans  l'instant  que  l'on  considère. 
On  aura  donc,  pour  déterminer  cette  rotation  Q  et  l'inclinaison  ode 
son  axe  01  à  l'axe  de  figure  OA,  cette  suite  de  rapports  égaux  : 

ç>  :  5  :  (5  :  :  sin  o  :  sin  a  :  sin  (a  +  o  ), 

a  étant  l'inclinaison  de  OA  à  OV,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'incli- 
naison de  l'équateur  à  l'écliptique. 

Ainsi ,  de  ces  trois  seules  quantités,  qui  .sont  données  par  l'observa- 
tion, savoir  :  la  rotation  diurne,  la  précession  des  équinoxes  et  rni//- 
quité  de  l'écliptique,  on  peut  conclure  la  rotation  réelle  0  de  la  Terre 
sur  son  axe  instantané  OI,  et  la  distance  angulaire  ode  cet  axe  à  l'axe  O  A 
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de  la  figure.  Cet  angle  o  est,  comme  on  le  voit,  très-petit;  car  de  la 
proportion  précédente 

çp  :  p  :  :  sin  a  :  sln  (a  +  o), 

en  y  mettant,  au  lieu  de  ç  et  p  leurs  valeurs  ci-dessus,  et  au  lieu  de 
a,  23° 27' Sa",  on  tire 

o",i  36706.  sin  23°  27'  82" 

tang  o  =  ^. TT-^kn — ? ^„ — 7^-^f  ' 

°  3oo° — o  ,  libygo.  cos  23°27  32 

ce  qui  donne  un  angle  o  très-petit,  et  qui,  mesuré  à  la  surface  de  la 
Terre,  répondrait  à  peine  à  un  arc  de  27  centimètres  de  longueur. 

Le  pôle  instantané  I  de  la  rotation  est  donc  très-voisin  du  pôle  A  de 
la  figure  :  et  si  l'on  suppose  A  >  B,  le  pôle  G  du  couple  actuel  qui 
anime  la  Terre,  en  est  encore  plus  proche;  car,  en  nommant  u  l'incli- 
naison de  OG  sur  OA,  la  relation  B  tango  =  A  tangM  nous  donne  u 
pi  us  petit  que  l'angle  o,  et,  par  conséquent,  l'axe  OG  plus  voisin  queOI 
de  l'axe  OA. 

Quant  à  la  rotation  réelle  et  instantanée  0,  on  voit  aussi  qu'elle  dif- 
fère extrêmement  peu  delà  rotation  apparente  p  sur  l'axe  de  figure  OA, 
puisqu'on  a  la  proportion 

Q:  p  :  ;  sin  a  :  sin  (a  +  o) , 

et  que  l'angle  o  est  très-petit  par  rapport  à  l'angle  a. 

55.  Tel  est  donc,  d'après  l'observation,  le  mouvement  mofen  An 
sphéroïde  terrestre  autour  de  son  centre  de  gravité  :  je  dis  le  mouve- 
ment mojen,  parce  que,  indépendamment  de  ce  petit  mouvement  ré- 
trograde ç,  par  lequel  l'axe  terrestre  tourne  autour  des  pôles  de  l'éclip  • 
tique ,  et  qui  fait  la  précession  des  équinoxes ,  on  en  observe  encore  un 
autre  par  lequel  cet  axe  s'abaisse  et  se  relève  alternativement  sur  le 
plan  de  l'écliptique,  et  fait  ce  qu'on  appelle  la  nutation  de  l'axe  ter- 
restre. Mais  ce  second  mouvement  étant  périodique,  et  comme  une 
simple  oscillation  de  l'axe  dans  un  arc  d'une  très-petite  étendue,  s'ef- 
face, pour  ainsi  dire,  dans  la  considération  du  mouvement  général  de 
la  Terre,  pour  ne  laisser  voir,  avec  la  rotation  diurne,  que  le  mou- 
vement de  précession ,  qui  est  très-petit,  mais  qui  a  toujours  lieu  dans 

un  même  sens. 

8.. 
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En  ne  considérant  donc  que  ces  deux  mouvements,  et  les  supposant 
tous  les  deux  uniformes,  on  peut  dire  que  le  mouvement  de  la  Terre, 
autour  de  son  centre  de  gravité  O,  est  exactement  le  même  que  si  le 
cône  (lOA),  décrit  sous  l'angle  o  autour  de  l'axe  OA  du  sphéroïde,  rou- 
lait uniformément,  sans  glisser,  sur  la  surface  intérieure  du  cône 
fixe  (lOV),  décrit  sous  l'angle  (a  +  o)  autour  de  l'axe  OV  de  l'éciip- 
tique. 

Or  on  a  vu  que,  pour  l'existence  d'un  tel  mouvement,  il  faut  : 
i"  que  la  Teire  reçoive  à  chaque  instant  l'action  d'un  couple  étranger 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  nœuds;  2°  que  ce  couple  agisse  toujours 
dans  le  sens  où  il  tendrait  à  détacher  le  cône  roulant  de  la  surface  du 
cône  fixe,  et,  par  conséquent,  à  rapprocher  l'axe  de  la  Terre  de  l'axe 
de  l'écliptique,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  coucher  l'équateur  sur 
le  plan  de  l'écliptique;  et  3°  enfin  il  faut  qu'on  ait,  pour  la  grandeiu- 
de  ce  couple  accélérateur  K,  l'équation 

K  =  5*  sin  o  coso  (A  -)-  B  tango  cota). 

Ainsi,  pour  que  la  Terre  suive  le  mouvement  actuel  qu'on  y  observe, 
il  faut  nécessairement  que  de  l'attraction  des  corps  étrangers,  tels  que 
la  Liuie  et  le  Soleil ,  il  vienne  à  chaque  instant  sur  elle  un  couple  accé- 
lérateur qui,  étant  estimé  Autour  de  la  ligne  des  nœuds,  remplisse  les 
conditions  qu'on  vient  de  dire.  Si  cette  action  étrangère  n'existait  pas, 
ou  venait  tout  à  coup  à  cesser,  le  mouvement  de  la  Terre  serait  changé, 
et  le  cône  (lOA),  au  lieu  de  rouler  sur  le  cône  (TOV)  décrit  autoiu'  de 
l'axe  de  l'écliptique,  roulerait  sur  le  petit  cône  (  lOG)  décrit  autour  de 
l'axe  OG  du  couple  d'impulsion,  axe  qui  deviendrait  fixe  dans  les- 
l)ace  absolu.  L'axe  de  la  Terre  projeté  sur  le  plan  de  l'écliptique,  et 
par  conséquent  la  ligne  des  nœuds ,  qui  n'est  que  la  perpendiculaire  à 
cette  projection ,  n'aurait  donc  plus  ce  mouvement  rétrograde  qui  fait 
la  précession  des  équinoxes,  mais  seulement  une  oscillation  ties- 
rapide,  à  peu  près  d  un  jour,  dans  un  angle  très-petit  iu'  tel  qu'on 

aurait  sinH'=  -. —  ?  a  étant  l'inclinaison  moyenne  de  OA  à  OV;  et 
sin  a 

pendant  ce  temps  le  même  axe  OA  aurait,  vers  le  plan  de  l'écliptique, 

luie  nntation  ou   balancement   alternatif  d'une  amplitude  ni.   Mais 

poursuivons  noire  objet. 
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54.  Nous  avons  trouvé  ailleurs  que  le  couple  moyen  N  qui  vient  du 
Soleil  pour  faire  tourner  la  Terre  sur  la  ligne  des  nœuds ,  est  exprimé 
par 

3  S  (A  —  B)  sin  a  cos  a 

JN  =: -, ' 

S  étant  la  masse  du  Soleil,  r  sa  moyenne  distance  à  la  Terre,  et  a 
l'obliquité  de  l'écliptique. 

Nous  avons  trouvé  ensuite  que  le  couple  moyen  N',  qui  vient  de  la 
Lune  pour  faire  tourner  la  Terre  sur  la  même  ligne  des  nœuds,  est 

exprimé  par 

3  L  (  A  —  B  )  sin  a  cos  a  /  3    .    .,    \ 

N'=  — ^ — ^. ('  -  i^"'-vj' 

L  désignant  la  masse  de  la  Lune,  /'  sa  moyenne  distance  à  la  Terre, 
et  7  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  au  plan  de  l'écliptique. 

On  a  donc,  pour  le  couple  moyen  R  qui  provient  de  l'action  de  ces 
deux  astres,  estimée  autour  de  la  ligne  des  nœuds, 


V        3(A  — B 


sin  a  (OS  zfS  L/  3.„\| 


Si  donc  la  précession  observée  des  équinoxes  est  uniquement  due  à 
l'action  de  ce  couple  K ,  il  faut  d'abord  que  ce  couple  agisse  dans  le 
sens  où  il  tend  à  co//c//e/' l'équateur  sur  le  plan  de  l'écliptique,  et  que, 
par  conséquent ,  on  ait,  dans  le  sphéroïde  terrestre,  A  >  B  :  sans  quoi 
le  mouvement  des  équinoxes  serait  direct,  au  lieu  d'être  ré/rngradt. 
Cette  première  condition  de  A  >  B  est  naturellement  remplie  si  la 
Terre  est  un  sphéroïde  homogène  aplati  aux  pôles  ou  renjlé  veis 
l'équateur,  et  elle  peut  encore  avoir  lieu  dans  une  infinité  d'autres  cas 
où  ce  sphéroïde  aplati  serait  composé  de  couches  de  différentes  den- 
sités ,  comme  tout  nous  porte  à  le  croire. 

11  faut  ensuite  que  la  grandeur  de  ce  couple  R  satisfasse  à  l'équation 
précédente  (  n°  551,  et  que,  par  conséquent,  on  ait  l'équation 


B  ,     . 

—     sm  a  cos 
A  ' 


sin  o  cos  o  (  I  4-  —  tang  o  col  a  j  > 
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où   6  désigne  la  rotation  réelle   de   la   Terre   sur  son   axe   instan- 
tané OI,  laquelle  est  exprimée  par  0  =  -^^^ :■ 

53.  Voilà  donc  une  relation  par  laquelle  on  peut  vérifier  quelque 
quantité  dont  la  valeur  serait  encore  incertaine,  comme  la  masse  de  la 
Lune,  ou  le  rapport  des  deux  moments  d'inertie  de  la  Terre,  en  sup- 
posant que  toutes  les  autres  nous  soient  connues  par  des  mesures 
directes  ou  par  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle. 

Les  angles  a,  y,  o,  et  les  distances  r,  ;'  de  la  Terre  au  Soleil  et  à  Li 
Lune,  peuvent  se  tirer  de  l'observation,  et  la  loi  de  l'attraction  donne 
le  rapport  de  la  masse  du  Soleil  à  celle  de  la  Terre,  rapport  qui  est 
environ  celui  de  354  9^6  à  l'unité.  Il  ne  reste  donc  d'indéterminés  que 
la  masse  de  la  Lune  et  le  rapport  des  moments  d'inertie  du  sphéroïde 
terrestre;  car  la  masse  de  la  Lune  n'est  guère  connue  que  par  la  partie 
de  la  force  qu'on  lui  attribue  pour  soulever,  conjointement  avec  le 
Soleil ,  les  eaux  de  l'Océan  ;  et  le  rapport  B  :  A  ne  peut  l'être  par  la  seule 
connaissance  de  la  figure  de  la  Terre,  à  moins  de  faire  quelque  hypo- 
thèse sur  la  constitution  intérieure  de  cette  planète.  Si  l'on  suppose  la 
Terre  homogène,  et  l'aplatissement  de  ce  sphéroïde  égal  à  gog.es'  ^^^  1^'^ 
les  mesures  géodésiquos  paraissent  l'indiquer,  on  trouvera  facilement 
ce  rapport  de  B  à  A  ;  et  mettant  cette  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente, on  pourra  voir  quelle  est  la  masse  L  de  la  Lune,  qui  doit  ré- 
pondre à  cette  hypothèse.  La  théorie  du  flnx  et  reflux  de  la  mer,  et 
plusieurs  phénomènes  astronomiques,  tels  que  la  nidation  de  l'axe 
terrestre,  etc.,  donnent,  pour  cette  masse,  L  =  -^T  environ;  et  de 
cette  valeur  supposée  exacte  on  pourrait  tirer  réciproquement  le  rap- 
port B  :  A  et  voir  s'il  peut  s'accorder  avec  quelque  hypothèse  sur  la 
constitution  intérieure  de  la  Terre,  l'aplatissement  étant  toujours  sup- 
posé de  j^^ââ- 

Au  reste,  ce  rapport  des  deux  moments  d'inertie  de  la  Terre  me  pa- 
raît devoir  être  presque  indépendant  de  la  variation  de  densité  qui  peut 
avoir  lieu  dans  notre  planète.  Car,  en  la  considérant  comme  un  sphé- 
roïde composé  d'une  infinité  de  couches  homogènes  terminées  par 
des  surfaces  semblables,  on  pourrait  supposer  que  la  densité  variât  do 
l'une  à  l'autre  d'une  manière  arbitraire,  sans  que  le  rapport  B  :  A  des 
moments  d'inertie  du  corps  en  fût  changé.  Voilà  donc  luie  infinité  de 
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sphéroïdes  hétérogènes  nù  les  moments  d'inertie  B  et  A  seront  toujours 
dans  le  même  rapport.  Or,  en  concevant  la  Terre  ainsi  partagée  en  une 
infinité  de  couches  semblables,  il  est  assez  naturel  de  supposer  que  la 
densité  est  à  peu  près  uniforme  dans  chaque  couche,  et  ne  varie  qu'en 
passant  de  l'une  à  l'autre  :  d'où  il  suit  que,  dans  toutes  les  hypothèses 
qu'on  peut  faire  sur  la  loi  de  cette  variation  ,  le  rapport  des  moments 
d'inertie  du  sphéroïde  demeure  à  très-peu  près  constant.  Ce  rapport 
nous  paraît  donc  dépendre  presque  uniquement  de  la  figure  de  la 
Terre,  et  très-peu  de  sa  constitution  intérieure,  et  c'est  ce  que  confirme 
très-bien  le  calcul  que  nous  avons  fait  ailleurs  pour  trouver  la  préces- 
sion des  équinoxes  dans  la  simple  hypothèse  de  l'homogénéité  du  sphé- 
roïde terrestre,  avec  un  aplatissement  de  3 „  3'  g  ^  tel  que  le  donnent  les 
mesures  géodésiques.  L'accord  de  ce  calcul  avec  l'observation  nous 
prouve  que  la  variation  de  la  densité  dans  l'intérieur  de  la  Terre  n'a 
aucune  influence  sensible  sur  la  quantité  de  cette  précession ,  et 
que,  par  conséquent,  le  rapport  des  deux  moments  d'inertie  de  la 
Terre  est  à  très-peu  près  le  même  que  si  elle  était  homogène,  ou 
composée  de  couches  semblables  dont  chacime  serait  d'une  densité 
uniforme. 

Mais  il  y  a  plus  :  car  si  l'on  cherche  par  le  calcul  le  couple  accé- 
lérateur qui  vient  d'un  centre  attirant  S  sur  un  corps  quelconque  T 
dont  les  dimensions  soient  très-petites  en  comparaison  de  sa  distance 
au  point  S,  on  trouve  que  la  valeur  de  ce  couple  est,  à  très- peu  près, 
la  même  que  si  le  corps  T  était  un  simple  ellipsoïde  homogène  qui 
aurait  les  mêmes  moments  d'inertie.  D'où  l'on  peut  conclure  que  la 
précession  et  la  natation  dépendent  très -peu  de  la  figure  et  de 
fa  constitution  de  la  Terre,  mais  presque  uniquement  du  rapport 
qu'il  y  a  entre  les  deux  moments  d'inertie  de  cette  planète.  Si  donc, 
ce  rapport  étant  conservé,  la  Terre  venait  à  changer  de  masse,  de 
figure  et  de  constitution  intérieure,  la  précession  et  la  nutation  se- 
raient encore  très  -  sensiblement  les  mêmes  qu'aujourd'hui.  Ainsi 
toutes  ces  considérations  ou  hypothèses  de  figure,  de  densité,  etc., 
de  notre  globe  n'entrent  presque  pour  rien  dans  la  mesure  des  phé- 
nomènes dont  il  s'agit;  ce  qui  est  assurément  très-digne  d'être  re- 
marqué. 

56.   Mais,  pour  en  revenir  à  notre  théorie  des  cônes  roulants,  la- 
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quelle  nous  a  donné  l'éqi:ation  très-simple 

K  =  6^  sino  cos  o  [A  —  B  tango  cot  i  w  +  o  ], 

où  les  lettres  o  et  u  sont  les  deini-oiivertures  de  nos  deux  cônes,  je 
veux  montrer  qu'on  pouvait  parvenir  à  cette  équation  par  une  autre 
analyse  assez  délicate,  et  qui  me  parait  très-propre  à  éclaircir  et  à 
confirmer  la  première. 

Secofide  tnanière  de  parvenir  à  l'expression  du  couple  accélérateur  K 
dont  le  cône  roulant  est  animé. 

Soit,  en  conservant  toutes  les  dénominations  précédentes,  le  cône 
mobile  (lOA),  à  la  demi-ouverture  o,  qui  roule  actuellement  sans 
glisser  sur  le  cône  fixe  (lOV),  à  la  demi-ouverture  «,  en  tournant  sur 
la  ligne  de  contact  01  avec  la  vitesse  angulaire  6. 

Supposons  que,  du  centre  O  et  d'un  rayon  OI=  i,  on  décrive  la 
surface  de  la  sphère  qui  coupe  celles  des  deux  cônes  suivant  les  deux 
circonférences  5  et  7.  Soit  ds  l'arc  décrit  en  un  instant  dt  par  le  pôle  1. 
et  qui  viendra  se  coucher  au  bout  de  cet  instant  sur  l'arc  égal  dç  de 
l'orbe  fixe  o.  Si  l'on  nomme  de  et  ds  les  angles  de  contingence  des 
deux  surfaces  coniques  (lOA),  (lOV)  avec  leur  commun  plan  tan- 
gent suivant  OI ,  on  aura 

,  /h  ,  d  (S 

de^=—i     «£  =  — 1      ^ 

'-  p 

r  et  p  étant  les  rayons  de  courbure  de  ces  ileux  surfaces  au  point  I 
Or,  6  étant  la  rotation  autour  de  OI ,  il  est  visible  qu'on  a 

6dt  —  de  -+-  de, 

ce  qui  donne,  en  mettant  pour  de  et  ds  leurs  valeurs,  et  observant 
qu'on  a  toujours  ds=^dG, 

6dt  =  da(^-^-)- 
Mais  il  est  clair  qu'on  a  ici 

/'=:  tango     et     o  =  tan2Gj. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


On  a  donc 


d'où  l'on  tire 


fjdt 


tang< 


tang  0 .  tang 


tanj;  n  +  tanj,'  w 

Telle  est  donc,  par  la  rotation  actuelle  Q,  l'expression  du  mouve- 
ment du  du  pôle  instantané  I  le  long  du  cercle  a  qui  sert  de  base  à  la 
surface  du  cône  fixe. 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  vous  nommez  n  la  rotation  accélératrice 
qui  a  lieu  autour  de  la  ligne  des  nœuds,  de  sorte  que  ndl  marque  la 
rotation  infiniment  petite  que  le  corps  tend  à  prendre  en  un  instant 
autour  de  cette  ligne,  il  est  visible  que  Taxe  de  la  rotation  Q  doit,  au 
bout  d'un  instant,  passer  de  sa  position  actuelle  OI  à  celle  de  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  rectangle  construit  sur  les  deux  lignes  5 
et  ndt.  On  doit  donc  avoir  aussi,  pour  le  mouvement  de  du  pôle  I, 

,  Ttdt 

d'où,  en  égalant  cette  expression  à  la  précédente,  on  tire 

jj  _  02.  Jango^.tangw 
tang  o  -f-  tang  w  ' 

c'est  l'expression  de  la  rotation  accélératrice  n  qu'il  faut  supposer  au- 
tour de  la  ligne  des  nœuds,  pour  que  le  mouvement  du  corps  soit  le 
même  que  si  le  cône  (lOA)  rouhiit  sur  le  cône  fixe  (lOV)  avec  la  vitesse 
angulaire  Q. 

Or  cette  rotation  n  est  évidemment  composée  de  deux  autres  :  l'une  •/ 
due  aux  forces  centrifuges,  l'autre  y.  due  aux  forces  étrangères.  Et 
comme  7  a  son  axe  dans  la  ligne  des  nœuds,  ainsi  que  tt,  il  s'ensuit 
que  la  rotation  x,  due  aux  forces  étrangères,  a  aussi  son  axe  dans  la 
même  ligne,  et  que,  par  conséquent,  on  a 

71  ^  x  +  y. 

Or  la  rotation  -y,  due  au  couple  g  =  Gô  sin  /,  qui  vient  des  forces 
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centrifuges,  est  exprimée  par 

G9sin/ 

B  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  du  diamètre  qui  tait  ac- 
tuellement la  ligne  des  nœuds.  On  aura  donc,  pour  la  rotation  x  due 
au  couple  accélérateur  R  qui  vient  des  forces  étrangères, 

,,     tan"»,  tan"  w  G9sini 

Z  =  5=^ 1; —  : 

tang  o  -+-  tang  w  15 

mais,  d'après  les  relations  précédentes,  on  a 

G5  sin  i  =^  5-  (B  —  A)  sin  o  coso. 

Substituant  donc  cette  valeur  à  la  place  de  G  9  sin  i ,  et  réduisant  en- 
suite toute  l'expression  ,  on  trouvera 


i  o    —  —  tang  o  cot  («  +  o)  h 


d'où,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  B,  afin  d'avoir  dans  le  pre- 
mier membre  le  produit  Bx  qui  fait  la  mesure  du  couple  cherché  K., 
on  tire,  pour  l'expression  de  ce  couple  accélérateur, 

K.  =  5-  sin  o  cos  [A  —  B  tang  o  cot  t»  («  -+-  o)], 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  l'expression  trouvée  (8)  par  notre 
première  analyse. 

37.  On  peut  remarquer  que  celle-ci  est  applicable  au  mouvement 
d'un  cône  à  base  quelconque  s ,  qui  roulerait  sur  un  cône  fixe  à  base 
quelconque  c. 

Considérez,  en  effet,  suivant  la  ligne  de  contact  OI,  les  deux  cônes 
circulaires  osculateurs  des  deux  proposés,  et  nommez  r  et  p  les  deux 
rayons  de  courbure  de  leurs  surfaces  au  pôle  I.  Vous  trouverez  de 
même,  en  nommant;:  la  rotation  accélératrice  qui  doit  avoir  lieu  au- 
tour de  Orr,  menée  perpendiculaire  à  Ol  dans  le  plan  tangent  des  deux 
cônes , 
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9  désignant  de  même  la  rotation  actuelle  du  corps  autour  de  la 
ligne  01. 

Cette  rotation  accélératrice  ti,  qui  doit  donner  à  chaque  instant  au 
corps  la  rotation  infiniment  petite  ndt,  est  la  composée  de  deux  autres  : 
l'une 7,  qui  vient  des  forces  centrifuges;  l'autre  x,  qui  vient  des  forces 
étrangères.  Mais  ici  y  et  /.  ne  seront  point  des  rotations  autour  de  la 
même  droite  On,  et  la  composition  ne  s'en  fera  point  par  une  simple 
addition  comme  dans  le  cas  précédent. 

Si  l'on  conçoit,  décrit  autour  du  point  O  comme  centre,  l'ellipsoïde 
central  du  corps  mobile,  la  rotation  y,  due  aux  forces  centrifuges,  se 
fera  autour  du  diamètre  conjugué  au  plan  GOI  de  l'axe  du  couple 
d'impulsion  et  de  l'axe  instantané  de  la  rotation  &,  à  laquelle  ce  couple 
donne  naissance. 

La  rotation  n  se  fait  autour  d'un  axe  Or.  parallèle  à  l'élément  ds  tle 
l'orbe  sphérique  5,  actuellement  décrit  par  le  pôle  I  :  de  sorte  qu'en 
prenant  deux  lignes  On  et  Oy,  qui  représentent  ces  deux  rotations, 
et  achevant  le  parallélogramme,  la  diagonale  représentera  l'axe  et  la 
grandeur  de  la  rotation  x  qui  doit  venir  des  forces  étrangères.  On 
aura  donc,  en  nommant  y  l'inclinaison  de  7  à  tt, 


/  =  \JY  -1-71^  —  2771  COSy- 

On  pourrait  tirer  de  là  l'expression  du  couple  accélérateur  K,  dont 
le  corps  mobile  doit  être  animé  pour  l'existence  du  mouvement  que 
l'on  suppose;  car  ce  couple  K  doit  être  tel,  que  si  on  le  compose  avec 
le  couple  G  6  sin  i,  qui  vient  des  forces  centrifuges ,  le  couple  résultant 
soit  capable  de  faire  tourner  sur  Ot:,  parallèle  à  l'arc  ds  ,  et  avec  une 
vitesse  angulaire, 

r  -i-  p 

Par  l'accession  continuelle  d'un  tel  couple  variable  K,  le  cône  mobile 
roulera  sur  le  cône  fixe  en  tournant  sur  la  ligne  de  contact  OI  avec 
la  vitesse  angulaire  Q. 

38.  Mais,  pour  nous  borner  ici  à  un  cas  plus  simple,  ne  consi- 
dérons, comme  dans  ce  qui  précède,  qu'un  corps  dont  l'ellipsoïde 
central,  relatif  au  point  fixe  O,  soit  de  révolution.  Supposons  que  le 

9-- 
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cône  mobile  soit  droit  et  circulaire  autour  de  l'axe  OA  de  ce  sphé- 
roïde, et  que  la  surface  du  cône  fixe  reste  d'ailleurs  à  base  quel- 
conque G.  Il  est  clair  que  les  axes  des  rotations  7  et  ;:  tomberont  dans 
une  même  droitp  parallèle  à  l'arc  ds  ou  cla ,  et  qu'on  aura  simplement 

/.  =  71  +  7  , 

comme  dans  les  cas  déjà  traités  ,  où  les  deux  cônes  sont  également 
droits  et  circulaires. 

Si  donc  on  nomme  de  même  o  la  demi-ouverture  constante  du  cône 
circulaire  (lOA),  et  u  la  demi-ouverture  variable  du  cône  osculateur 
de  la  surface  conique  à  base  quelconque  7,  on  aura 

/'  =  tang  o     et      0  =  tang  w  ; 

et,  par  les  mêmes  calculs  que  ci-dessus,  on  arrivera  à  l'expression 

B/.  =  K  =  6-  sino  coso  [A  —  B  tango, cot(w  +  o)] , 

toute  semblable  à  la  précédente,  mais  où  l'angle  w,  au  lieu  d'être 
constant,  sera  une  variable  dépendante  de  l'orbe  sphérique  donné  7. 

39.  Concevez  que,  du  centre  O,  on  mène  l'infinité  des  droites  pa- 
rallèles aux  tangentes  successives  de  cet  orbe  a;  toutes  ces  droites  for- 
meront luie  surface  conique  qui  pourra  tenir  lieu  du  plan  fixe  auquel 
on  rapportait  plus  haut  le  mouvement  du  corps;  et  l'on  pourra  nom- 
mer de  même  ligîie  des  nœuds ,  la  droite  suivant  laquelle  l'équateur 
vient  couper  à  chaque  instant  cette  surface  conique.  C'est  autour  de 
cette  ligne  que  le  couple  variable  R  doit  agir  sans  cesse  pour  que  le 
mouvement  du  corps  soit  le  même  que  si  le  cône  (lOA)  roulait  sans 
glisser  sur  le  cône  fixe  donné,  en  tournant  sur  la  ligne  de  contact  C)I 
avec  laie  vitesse  angulaire  constante  B. 

40.  Supposons  maintenant,  comme  dans  les  art.  19  et  suivants. 
qu'on  supprime  tout  à  coup  ce  couple  accélérateur  R,  mais  que,  d  un 
autre  côté,  les  surfaces  de  nos  deux  cônes,  qui  n'étaient  que  fictives, 
deviennent  des  surfaces  réelles  et  capables  de  résistance.  Je  dis  que  le 
mouvement  continuera  exactem.ent  de  la  même  manière,  c'est-à-dire 
que  le  cône  mobile  roulera  perpétuellement  sur  le  cône  fixe  avec  la 
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même  vitesse  angulaire  5  ,  mais  qu'il  exercera  sur  la  surface  de  ce  cône 
luie  pression  continuelle,  comme  s'il  ressentait  à  chaque  mstant  dt 
l'action  —  Y^dt  d'un  couple  accélérateur  —  R  qui  tendît  à  l'appuyer 
contre  cette  surface,  et  dont  la  valeur  variable  R  serait  exprimée  par 
l'équation  précédente. 

Et,  en  effet,  soit  G  le  couple  capable  de  la  rotation  5  autour  de  OI  ; 
si  vous  concevez  qu'on  applique  à  chaque  instant  sur  la  ligne  des 
nœuds,  les  deux  couples  égaux  et  contraires  R^^  et  —  R^<,  ce  qui  ne 
change  rien  à  l'état  du  mouvement,  vous  pourrez  considérer  que  les 
deux  couples  G  et  Rf/f  combinés  ensemble  font  rouler  le  cône  mobile 
sur  le  cône  fixe  d'une  manière  libre,  je  veux  dire  sans  qu'il  y  ait  la 
moindre  action  de  l'un  sur  l'autre.  Reste  donc  le  couple  — Kdt  ^  qui 
tend  à  rapprocher  le  cône  mobile  du  cône  fixe,  et  d'où  résulte  la  pres- 
sion dont  il  s'agit. 

41.  Désignons  par  m  la  masse  du  corps,  et  regardons  le  couple  R 
comme  composé  de  deux  forces  mp  et  —  inp  :  l'une  uip,  appliquée  au 
centre  de  gravité  G  de  ce  corps,  et  perpendiculaire  au  plan  tangent  des 
deux  cônes;  l'autre  — mp,  égale,  parallèle  et  de  sens  contraire,  et 
appliquée  au  point  O.  Si  l'on  fait  CO  =  /,  on  aura  l  coso  pour  le  bras 
de  levier  de  ce  couple ,  et  mplcos  o  pour  l'expression  de  son  moment  R. 
On  aura  donc 

inpl  cos  o  :=  R , 
et ,  partant, 

/>  ^  —  sino  [  A  —  B  tango.cot(M  -+-  o)], 

pour  l'expression  de  la  force  accélératrice  p,  qui  donnerait  lieu  au 
mou%'ement  proposé  si  elle  agissait  sans  cesse  sur  toutes  les  molécules 
suivant  la  perpendiculaire  au  plan  de  contact  des  deux  cônes,  et  dans 
le  se?is  qui  tend,  non  pas  à  presser  le  cône  mobile  sur  le  cône  fixe, 
mais  bien  à  l'en  détacher.  Far  une  telle  force  accélératrice  p,  combinée 
avec  le  couple  d'impulsion  G,  le  corps  prendra  de  lui-même  le  mou- 
vement qu'on  suppose,  et  le  point  fixe  O  sera  seiil  chargé  d'une  pres- 
sion continuelle  —  mpdi ,  variable  de  grandeur  et  de  direction  suivant 
les  lois  que  l'on  vient  de  dire. 

Si  l'on  supprime   tout  à   coup  cette  force  accélératiice  p,  et  que 
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le  corps  reste  abandonné  à  son  inertie,  le  mouvement  contumera 
exactement  de  la  même  manière;  mais  alors  le  cône  mobile  pressera  le 
cône  fixe  comme  si  le  corps  était  doué  d'une  pesanteur  —  p  dirigée 
vers  le  plan  tangent;  et  le  pomt  fixe  O  sera  chargé  d'une  pression 
continuelle  +  mpdt,  etc.,  etc. 

Mais  je  reviendrai  ailleurs  sur  quelques-ims  de  ces  théorèmes  dyna- 
miques, et  j'en  développerai  d'autres  qui  se  présentent  naturellement 
comme  autant  de  corollaires  de  notre  Théorie  nouvelle  de  la  Rota- 
tion des  corps. 
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SUR   L'ÉQUATION   AUX  DIFFÉRENCES   PARTIELLES 

—  ± =  o  ; 

du  dv  la' 

Par  J     LIOUVILLE 

(  Extrait  des  Compws  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  tome  XXXVI.  —  Séance  du  28  février  i853.  ) 


En  tii'occupaut  (  dans  une  des  Notes  de  \ Applicatiuit  de  l'analyse  h  la  Géomëtrir, 
par  Monge,  5"  édition,  page  Sg^)  de  la  recherche  des  surfaces  pour  lesquelles  la  me- 
sure de  courbure  en  chaque  point  est  constante,  j'ai  été  conduit  à  l'équation  aux 
différences  partielles 

(•)  ^±-L  =  o, 

et  j'en  ai  donné  l'intégrale  complète  avec  deux  fonctions  arbitraires 

^   '  [,±eP(»)  +  >^('')p      ' 

où 

c'est  par  des  considérations  géométriques,  tirées  naturellement  des  propriétés  de  la 
sphère,  que  je  suis  arrivé  à  ce  résultat.  Toutefois,  dans  l'ouvrage  cité,  je  me  suis 
borné  à  vérifier  que  l'intégrale  (2)  satisfait  en  effet  à  l'équation  (i).  Ici  même  mon  but 
n'est  pas  d'entrer  dans  le  détail  de  la  méthode  un  peu  indirecte  à  laquelle  je  viens  de 
faire  allusion,  et  que  je  pourrai  développer  ailleurs,  si  l'occasion  s'en  présente.  Un 
autre  procédé,  purement  analytique,  plus  direct  et  pour  le  moins  aussi  simple,  s'est 
depuis  offert  à  moi  pour  la  recherche  de  l'intégrale  de  l'équation  (  1  ) ,  et  va  faire  l'objet 
de  cette  Note. 

Mais  d'abord  observons  qu'en  remplaçant  '^(m)  et  1/(1')  par  log  ^  (  «) ,  logii(p), 
l'équation  (2)  se  réduit  à 

4«^f(«)-y(c) 


(3) 


[.±T(«)  +  {''j? 


En  remplaçant  ensuite  o  f«)  par -■.  on  a  encore 

(4)  -^^rr^^t- 

C'est  à  cette  dernière  forme  de  l'intégrale,   parfaitement  c()niv,ileiite  aux  deu\  aiitr.s, 
que  l'analyse  suivante  va  très-rapidement  nous  amener. 
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Regardons  X  comme  la  dérivée,  par  rapport  .i  h,  d'une  certaine  fonction   0    de  u 
et  V,  c'est-à-dire  posons 


L'équation  (i)  pourra  s'écrire 


d'où  ,  en  intégrant  par  rapport  à  u , 

d  log  l 
dv 

d<i         .     .  , 

Multipliant  par  ).  ou  -7-  >  et  intégrant  de  nouveau  par  rapport  a  u  ,  on  a  ensuite 


) 

= 

dh 
Tu' 

./'  log 

t. 

2 

f/6 

Te'' 

du  dv 

"> 

ou      \ 

rf9 
Tu 

=  ^= 

J,e +/(")• 

du 

dv 


ï  =  +  :!^^=-^«/W-^Pi'')- 


Soit 

une  valeur  particulière  de  9  satisfaisant  à  cette  équation  ,  en  sorte  que 

et  posons,  pour  la  valeur  générale  de  6, 
Nous  en  conclurons  sur-le-champ 

S-  =  [/W±?"W]  =  ^J.- 

L'intégration  de  cette  équation  linéaire,  dans  laquelle  u  n'entre  pas,  introduira  une 
fonction  arbitraire  de  k,  constante  par  rapport  à  c,  et,  en  faisant 


^J' 


on  trouvera 

Delà 

a'Y  {v) 

'  =  ''('')-, («)=p^H' 

et ,  par  conséquent , 

d9  a''  f'  (u)-^'  (u  ) 

rfi:""      -[t(«)q=-H-)]'' 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  RIQUADRATIQUES 

;i)(2)  z-  =  ^*±:2'«j%      (3)   z'=:2'"x*-jr%     (4)(5)  a"'z='=:c*±j*; 
Par  m.  LEBESGUE, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


Euler  a  examiné  ces  équations  clans  le  chapitre  IX  du   a*"  volume 
de  son  Algèbre,  pages  175-189.  Comme  on  peut  faire 

m  =  li[j.  +  r, 

il  suffit  d'examiner  les  cas  de 

in^  o,    1,   2,   3; 

alors  j"  est  remplacé  par  "i'^j. 

Les  seules  équations  non  examinées  par  Euler  sont 

z^  =  a:''~h8y\     z'=x''-Sj",     z^  =  8x" -jrV 

La  seule  trouvée  possible  par  Euler,  et  dont  il  a  donné  une  solution 
incomplète,  est 

2^  ==  ,r*  —  ij" . 
Quant  à  l'équation 

elle  est  aussi  possible.  Le  chapitre  VII  de  V Algèbre  d'Euler  en  donne 
une  solution  incomplète.  L'équation 

z"  =  .r*  +  8j* 
se  ramène  toujours  à 

z^=  ix"  —  y\ 
aussi  bien  que 

z^  ^x*  —  ly' . 

Tome  XVllI.  -  Mars  i853.  lO 
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Euler  a  montré  que  si  l'on  pose 

on  peut  résoudre 

■1  x"  —  j"  =^  z" 
par  les  formules 

J'exposerai  plus  bas  cette  solution  qui  m'a  été  communiquée  par 
M.  Tchebichef ,  et  qui  se  trouve  dans  les  Œuvres  posthumes  d'Euler. 
Il  resterait  donc  à  donner  toutes  les  solutions  de 

3C'  -h  Sj^  =  z-, 

ce  qu'Euler  n'a  pas  fait.  J'ai  suivi  une  autre  marche.  J'ai  donné  la 
solution  complète,  ou  plutôt  le  moyen  de  trouver  toutes  les  solutions 
de 

IX*  —  j*  =  z-, 

à  laquelle  toutes  les  autres  se  ramènent. 

Il  est  à  remarquer  que  la  méthode  de  Fermât,  pour  rendre  ra- 
tionnelle   la   quantité   \  [a -h  ^x  -h  yx^  -h  âx^  -h  îx*),  appliquée  à 

4/2  (-)  —I,  ne  donnerait  pas  toutes  les  solutions.  Ainsi  Euler  a 
trouvé  par  cette  méthode  (chapitre  IX) 

x_^        ^2      42422452969 
/        '  '      9788425919 

La  solution  -  =  -^  n'y  est  pas  comprise. 

On  peut  voir,  par  une  Note  de  M.  Jacobi  [De  l'Usage  des  Inté- 
grales elliptiques  et  abéliemies  dans  V /analyse  de  Diophante,  Journal 
de  M.  Crelle,  tome  XIII,  page  353),  qu'Euler,  dans  plusieurs  Mé- 
moires publiés  en  i83o  par  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  a  traité, 
pour  ainsi  dire  d'une  manière  complète,  un  problème  dont  il  s'est 
occupé  à   plusieurs  reprises  :  Étant  donné  un  nombre  x  qui  rende 
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rationnelle  l'expression  a  -+-  bx  +  ex''  +  dx^  -\-  ex'' ,  trouver  un 
nombre  infini  d'autres  valeurs  qui  remplissent  la  même  condition. 
Ignorant  si  cette  méthode  donne  la  solution  complète  de  l'équation 

z'^  ix"  —  j", 

j'en  vais  donner  une  ici. 

II. 

Théorème  I.   L'équation 

z'  —  x'^  i"'j'' 

n'est  possible  que  pour  m=:  [\n  +  3;  elle  se  ramène  alors  à 

z^  =  ix''  —  j\ 
où  X,  j,  z  sont  impairs. 

Démonstration.  On  supposera  toujours^  impair,  en  remplaçant, 
s'il  est  nécessaire,  2'"  par  24 "-h-"'.  H  se  présente  deux  cas  :  celui  de  z 
et  X  impairs  et  celui  de  z  et  x  pairs. 

Premier  cas.   z  et  x  impairs.  On  posera 

z-  —  x*  =  f  z  ±:  x- )  ( z  qr  a:' )  =  -i'" p''  q*. 

en  faisant  j  :=  pq;  comme  on  peut  toujours  faire  disparaître  par  la 
division  les  facteurs  communs  k  x,  j,  z.  et  les  facteurs  impairs 
communs  à  z  et  a:,  z  ±x^,  z^x-  n'auront  que  le  facteur  commun  2, 
et  l'on  pourra  poser 

z  ±.  x^  =:  -i p'' ,      z  rp  x^  =  2'""' (y*,      d'où      =t  .r- =  y5*  —  2'"~- ry*. 

Avec  le  signe  supérieur,  ??i  doit  égaler  au  moins  5,  ce  qui  est  admis- 
sible puisque  tu  peut  toujours  être  augmenté  d'un  multiple  de  4- 

L'équation 

p''  —  X-  =  3'"--  q' 

donne,  en  posant  q  =  rs, 

p- ±  X  —  r\     p- r:^z  X  —  -x'"-^  s'' ,     p^  =  r^ -\-  'i'"'' s\ 

équation  semblable  à  la  primitive  où  m  a  été  diminué  de  4- 

Avec  le   signe   inférieur,   comme  p''  -+■  x^   est  divisible   seulement 

10.. 
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par  a,  il  faut  poser  m  =  3,  d'où 

[a)  x^  ^  o.q''  —  p', 

qui  est  résoluble. 

On  voit  donc  qu'en  supposant  z  et  j:  impairs,  l'équation 

pourra  se  ramener  à  l'équation  (a)  ou  à  l'équation  semblable  où  m 
est  réduit  à  o,  i,  2  ou  3  par  la  suppression  du  multiple  de  4-  O''» 
comme  z*  —  x"  est  nécessairement  divisible  par  8,  il  faut  admettre 
m  =  3,  les  autres  cas  sont  impossibles.  Soit  donc 

z,  X,  jr  impairs,  on  en  tire 

z±.x''=ip'',     :;qz.r2=4(/,     J  =  pq, 
et  de  là 

±  x^  =  p*  —  2^*  ; 

X,  p,  q  impairs,  on  ne  peut  admettre  que  le  signe  inférieiu-,  et  l'on 
retombe  sur  l'équation  {a). 

Second  cas.  Si  z  et  x  sont  pairs,  soit  2"  la  plus  haute  puissance 
de  2  qui  les  divise;  on  fera 

Z=l"Z,       X  =  2«X, 

et  l'on  aura 

Z»=   2^''X*  +  2'"-^"j\ 

Pour  X  impair  m  =^  2«,  on  rentre  dans  le  prenner  cas.  Pour  Z  pair, 
qui  exige  X  impair,  on  rentre  encore  dans  le  premier  cas  si  2«<m  — 2//. 
Pour  2«=;n  — 2«  et  in>m — in  impair,  l'impossibilité  est  manifeste. 
Pour  in^in  —  'in  pair,  on  rentre  dans  le  premier  cas. 

Théorïîme  II.   L'équation 

z'  =  ar'  —  i"'j\ 

où  l'on  suppose  j-  impair,  n'est  possible  que  pour  m  =  4«  +  i ,  et  elle  se 
réduit  encore  à  l'équation 

z*  =  2  j:*  —J*- 
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Premier  cas.  z  el  x  impairs,  /«  >  2  ;  ou  fera 

j  =  pq,     x^  ±  z  ^  ip^,     x^  zç:  z  =^  1'"''  f/% 

d'où 

x''=  p'-h  2"»-^^*; 
il  faut  donc  avoir 

m  —  u  ^  4  ft  -i-  3     ou     /«  =  4  p-  +  5  =  4  "•'  +  '  ■ 

Second  cas.   z  et  x  pairs.  Même  démonstration  d'impossibilité  que 
dans  le  premier  cas. 

Théorème  111.   L'équation 

Z^  =   2'"J:*   —y'' 

n'est  possible  que  pour  m  ^  l^n  -h  i  ;  elle  se  ramène  à  l'équation 
z^  =  ix""  —J*. 
Premier  cas.   z  et  j"  impairs;  il  faut  poser  forcément 

TO=i,     d'où     z^=:2X*—j\ 
Second  cas.   z  et  j*  pairs.  Comme  plus  haut. 
Théorème  IV.   L'équation 

■i'"  z^  =  x*  —  j* 
est  toujours  impossible. 

Démonstration.  Cela  est  prouvé  par /h  pair.  Soit  m  impair  =  a/?  +-  r . 
Premier  cas.  x,f  impairs.  On  posera 

x*+J^=2/^     jr2-j='=4g',      2"z  =  2y^; 
de  là,  l'équation 

qui  est  impossible. 

Second  cas.  x,  j  pairs.  Le  facteur  2  disparait  pai-  la  division,  et 
l'on  retombe  sur  le  premier  cas. 
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Théorème  V.  L'équation 

i'"  z"  ■=  jc'^  -hj'^ 
est  toujours  impossible. 

Démonstration.  Il  faut  supposer  m  impair;  alors  le  diviseur  2,  qui 
serait  commun  à  jcetj,  disparaît,  et  il  suffit  de  supposer  jc,  j,  z  im- 
pairs et  m  =  I .  Soit  donc 

2  z=  =  JC^  4- _/*  ; 

on  en  tire,  comme  le  dit  Euler, 

2 (z^  +  x'j^)  =  {x^  +rf,   2 (z-  -  x-j^)  =  [x'  -j-y, 

d'où 

qui  est  impossible. 

III. 

Théorème  VI.   Si  l'on  a 

et  que  l  on  pose 

A=iJ'  +  g\     B=Jg  +  h, 

les  signes  dej,  g,  h  étant  arbitraires,  on  satisfera  à  V équation 

z'=  ax'  —  j' 
en  posant 

x=pA^  +  g'B\ 

J  =  g*A^-2y^B^ 

z=(g^A^+2./^B-)^-2(/=A=-g^B=)S 

les  signes  de  x,j^,  z  étant  arbitraires. 

Démonstration.  On  vérifie  de  suite  la  relation 

car 

2/*  -  g*  =  (B  -fgy  =  B=  -  ^jgB^r  g^ 

et 

^r  -  g'  -Pg' = (r  -  g'){^p +ë')= ip  -  g')  A- 
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Comme 

revient  à 

(y'  +  zy  _ 


on  a,  réduction  faite, 

[(„2  _  p)  A^  +  ^p  g-  A^  B^  +  [hp  -  g^)  B^  Y 
=  i6/^g''A=B^(y=A=' -g^B^)^ 
et  comme  la  racine  carrée  du  premier  membre  revient  a 

[{g^  +P)A^  +  i^P  +  S-^)B^]  [(§^  -/  =  )  A^  +  {^r  -  r  )  B^] , 
on  satisfait  à  l'équation  en  posant 

a/A{/A  +  gB)  =  (g:^+/^)A^+(2/^  +  ^^)B^ 
■2gB(/A-gB)=(g^-/^)A^  +  (2/=-g^)B% 
qui  toutes  deux  se  réduisent  à 

Voici  l'analyse  qui  conduit  à  ces  valeurs  de  x,  j,  z, 
L'équation  étant  mise  sous  la  forme 


on  doit  poser  forcément 

OU  bien 

x^—p'^-^q^,     p  =  p--h -ipcj  —  q-,      z=  —  p- -i- ipq -h  q^, 

où  il  faut  supposer  q  pair  pour  que  j^-  ait  la  forme  d'un  carré. 
La  première  équation  donne  nécessairement 

^  :=  r*  +  .f^,     q  :=  ars,     /j  =  r^  —  s', 
d'où 

j2  =  (p  +  r/)^-2f/^  =  p-h  ^rs  -  s"")--  Sr's-, 
z  =  {p  +  (jY-  2p==  p+  :trs-s^y  -  ^p-s^Y. 
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L'équation 

vu  que  ]'un  des  nombres  r,  s  est  pair  et  l'autre  impair,  est  telle,  que 
l'un  des  facteurs  r-  -h  ^rs  —  s^-\-j-,  r-  -\-  irs  —  s^  —  j  est  divisible 
par  2  seulement  ;  on  peut  supposer  que  ce  soit  le  premier  en  laissant 
le  signe  dej-  indéterminé.  On  fera  donc  pour  r  impair, 

r'^  +  irs  —  s-  +  r=  2  -  r*.     r^  +  1rs  —  s'^  —  r=  [\-  s-, 

u,  t  étant  nécessairement  impairs  et  premiers  entre  eux;  de  là 

[h)  r^{i^  —  ut)  —  irsut+  s^[iu^->r  ut)  =  o. 

Si  s  était  impair,  on  poserait 

r^  +  1rs  —  s"^  -\-  j  ^=  1  ~  s- ,     r- -^  1  rs  —  s^  —  j  =1  l^-  /■*, 

(c)  s"^  (t^  -+-  ut)  —  2  rsut  -+-  /•-   iu^  —  ut)  =  o. 

Les  nombres  t ,  u  peuvent  être  tous  deux  positifs,  ou  l'un  positif  et 
l'autre  négatif;   de  sorte  que  les  équations  (Z»),  (c)  ne  différent  que 

par  le  changement  de  -  en 

L'équation  (è)  donne 

r ut  -i-  \ut{  liO  —  t') 

s  f  —  ut 

Pour  u  et  t  positifs,  il  faudra  faire 


u^f\     t  =  g^,     if'-g'  =  h"-,     d'où      ^ 


f-f    ? 


Pour  ut  négatif,  t^  —  iu^  devrait  être  positif;  mais  comme  t,  u  sont 
impairs,  /-  —  iu-  serait  de  forme  8A  —  i  qui  nappartient  pas  à  ini 
carré. 

L'équation    c)  donne 

s   Ut+  \/ut{l' 2  M») 

r  t'-h  ut 
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Ici  il  faut  prendre  ut  négatif, 

d'où 

s  _  —fg-^li    f 


Dans  l'équation  [b),  on  a  trouvé 

i  =  ^'./,    d'où    i  =  ?p:f./. 
■■<     g'—f  g  s      fg  —  ''    g 

On  peut  donc  poser 

>'  =  U'ë-h).g,     r  =  (./^  +  g=)./; 

de  sorte  que  x'  =  /'  4-  s"^  prend  la  valeur  /^A-  +  ^'^  B^  donnée  plus 
haut.  D'ailleurs 

t     „  u    .        V  r' — itCs' 

■J  u  t  ut 

ou  bien 

jr  =  g=A^-2y'B^ 

Si  /■  et  s  avaient  un  diviseur  commun,  il  en  serait  de  même  de  .x,  y^ 
et  on  le  ferait  disparaître  par  la  division. 
Dans  le  cas  de  l'équation  (c),  on  a  trouvé 

■^  ^  -/g  +  1^   f 

r  g'—f       g' 

d'où 

_ :_  /g  +  h    g. 

on  retrouvera  donc  encore  les  mêmes  valeurs  de  jt  et  j-,  seulement 
le  signe  de  h  sera  changé. 

Les  équations  (^),  [c)  ne  peuvent  perdre  un  carré  qu'en  suppo- 
sant ou  ^  =  o,  ou  u  =  o,  ou  f  :=  u ,  ou  ^  =  —  u ,  ou  t  ^  —  a  « ,  ou 
t  =  -iU. 

1°.  <  =  o  ou  M  =  o  donnent  r  ou  s  nid  ;  par  suite  (/  nul.  .r  =  y, 
c'est  la  solution 

Tome  X\  III.-  Mars  iHH.  I  I 
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2".   t  ^  u,  h  cause  de  t  premier  à  ?/,  donne 

<  =  I  ,      H  =  i, 
delA 

2  r^  =  3  J- ,      2  ;■  =  3  j  ; 

pour  avoir  r,  5  premiers  entre  eux,  on  fera 

7  =  3,     j' =  2,     d'où     X  =:  l'i,     ^  =  1,     1  =  239. 

3°.   f  r=  —  u;  ici  on  aura 

j-  =  3,     .î  =  —  2  ; 

mais,  d'ailleurs,  la  même  solution. 

Comme  f  et  11  ont  été  supposés  impairs,  on  ne  peut  pas  avoir 

t  :=  ±-2U,     qui  suppose      u  =  i,     ^  =  itz  2. 

Bien  que  l'équation  {b)  ou  l'équation  [c]  aient  perdu  un  terme,  la 
solution 

jc  =  i3  ,     J  =  i 

n'en  résulte  pas  moins  des  formules  du  théorème  Y  ;  il  faut  y  faire 
f=g  =  i,     h  =  i. 

On  voit  donc,  par  ce  qui  précède,  qu'une  solution  de  l'équation 

2  X''  —  J*  =:   Z- 

dépend  d'une  solution  en  nombres  plus  petits  (sauf  x  ^  j,  j  =^  \. 
z  =  i);  car  u  et  t  étant  diviseurs  de  r^  et  j^,  puisque  ;et  s  sont  <  \.r, 
les  nombres  y",  g  seront  <  \x;  comme  v  i3  est  <  4»  la  solution  en 
moindres  nombres  après  x  =  1 ,  ^-  :=  i ,  sera 

a"=i3,     j- =  I  ,     2  =  239, 

car  y  =  3  est  inadmissible. 

Si  dans  les  formules  du  théorème  VI  on  pose 

/=i3,     g=i,     h=--23g. 
A  et  B  prennent  le  diviseur  comme   11 3,  qu'on  peut  supprimer,  et 
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l'on  a  la  solution 

.r  =  i525,     j-  =  i343,     2  =  2750357, 

indiquée  plus  haut  comme   n'cfant   pas  donnée   par   la    ii)élhode  de 
Fermât, 

A=  2/^+g^=  339  =  3.  ii3, 

232   =   2".  3^.  7  , 


B^Jg±h=i-5:±ii3g  = 


i6  =  2  .  [  i3. 


Avec  le  signe  supérieur,  les  nombres  seraient  bien  plus  grands. 

On  peut  donc  ainsi  obtenir  toutes  les  solutions;  mais  ces  calculs 
sont  impraticables,  vu  leur  longueur. 

IV. 

A  la  page  221  des  OEuvres  posthumes  d'Euler,  tome  I  ,  dans  la 
section  intitulée  :  Fragmenta  ex  Adversariis  depiompta,  n"  57,  il  est 
prouvé  que  les  équations 

ix''  — j''  =  z-,      8p''  +  q''  =  r'- 

peuvent  être  ramenées  l'une  à  l'autre. 
Voici  le  théorème  d'Euler  : 

Théorème.   Si  Von  a 

f^  +  Sg^=h\ 
l 'équation 

sern  résolue  par 

x=j^+  ijg^--  gh, 
j=f^-l,Jg^-^gh, 

z=r+rg'-+'if,rg'  sg^-e/^gh. 

Euler  satisfait  à  l'équation 

■ix''  —  j*  =  z^ 
par 

:r*  =  p-  -h  fj-,     7-  =  />-  +  2 pr/  —  q-,      z  =  (/-  -+-  1  pq  —  p"% 
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de  là 

il  pose  ensuite 

2a  b  ,  . 

j+a:=z-^q,     j-x  =  ~[p-  q), 

d'où 

p 
et,  par  suite,  -  = 

Euler  s'arrête  là  ;  le  calcul  est  très-aisé  à  finir. 

P^  i'  +  aa'è'+  lah  v/2(6'  +  2a*) 

<l  ~"  è»  — 4a'i'  ' 

Il  faut  poser 

ainsi 

A*  +  2rt*  =  a/i^; 

h  doit  être  pair,  i?»  =  2g.  On  a 

d'où  les  formules  de  l'énoncé ,  en  posant  a  ■=  f . 

Avant  de  connaître  ce  procédé  d'Euler,  j'avais  résolu  par  le  même 
moyen  quelques  équations  biquadratiques  ,  dont 

T.x"  —  J*  =:  z* 
est  la  plus  simple. 

Il  est  toujours  facile,  étant  donnée  une  solution  de  l'équation 

d'en  trouver  une  infinité  d'autres.  Ainsi ,  on  satisfait  à  l'équation 

z'  =  a?*  -I-  ax^  y"^  +  hy^ 
en  posant 

o"  =  /•*  —  ^j'*,     j-  =  -xpis ,     z  =  p*  —  [a^  —  [\  b)  r*  ^'  ; 
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mais  le  but  important  n'est  pas   atteint,   celui   d'obferiir  toutes   les 
solutions. 

11  y  a  plusieurs  manières  d'obtenir  les  formules  précéilentes  : 

1°.   On  peut  employer  la  méthode  de  Fermât; 

i".  On  peut  les  vérifier  directement  ; 

3".   Le  moyen  le  plus  simple  paraît  être  le  suivant  ; 

Prenez 

z^  =  .r*  +  4 ax'*j\  +  1 6 hj\  =  (x^  +  o. ay\  f  +  [\{[\b  —  ti^  ) y], 
ou 

(j:2+  2fl/?-4-5j(j:'+  o.ay\  -  z)  =  4(rt'-  [\b)j\  =[^cp'(i', 
en  posant 

Soit  maintenant 

.r*  +  2fi/^  +  Z  =  2p\       .r^  +  2(7/;   —   s  =;  2t'^^  , 

d'où 

z  =  p*  —  cq*,     x"^  +  iajr\  =  p'' -\- crj\ 

La  dernière  revient  à 

x^  =  p*  —  T.ap^ff'  +  c^'  =  (p^  —  ac/^Y  +  (c  —  d-)q'' , 
ou 

x*  =  (p2  —  «7^  )^  —  4  ^î*  • 

On  fera 

q  ^  rs, 

et  l'on  posera 

[{p^  —  ar-s"^)"^  -\-  x]  (p^  —  ar^s'^  —  x)  =  [\hi*s'' , 

qu'on  peut  décomposer  en 

p'^  —  a/'* s'^  +  X  =  "2 7%     p*  —  ai^ s'^  —  X  =^  ibs'' , 

d'où 

j:  =  »■'  —  èi* 

et 

p''  =  i"  -h  ai^s''  -h  bs". 
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Cette  dernière  équation  est  semblable  à  la  proposée,  et  il  en  résulte 
une  solution  x,  j',  z,  au  niojen  d'une  première  ;■,  s,  p. 

Il  (aut  bien  remarquer  que,  quand  les  décompositions  laites  ici 
peuvent  être  faites  autrement,  on  ne  peut  être  assuré  que  Ton  obtieiit 
ainsi  toutes  les  solutions. 

Ce  procédé,  d'ailleurs,  est  commode  pour  démontrer  l'impossibilité 
de  certaines  équations; 

tombent  dans  ce  cas. 
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L'INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  IRRATIONNELLES; 
Par  m.  1»    TCHEBÏCHEF. 


§  I- 


Si  la  différentielle  =?—-—=,  composée  d'iiiie  fraction  rationnelle^^ 

et  d'une  racine  d'une  fonction  entière  Ô.r,  s'intégre  à  l'aide  des  signes 
algébriques  et  logarithmiques,  nous  savons,  d'après  les  recherches  in- 

/F  X   dx 
-^  —=  se  pré- 

sentera  sous  la  forme  suivante: 

U  +  A"  log  V°  +  A'  log  V  +  A"  iog  V"  -f-  . . . , 

où  U,  "V",  V,  V",...,   sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  "\Bx\ 
A",  A',  A",...,  sont  des  quantités  constantes. 

Le  terme  algébricjue  U  peut  se  déterminer  facilement.  On  sait  qu'il 

P  ~™ 

est  de  la  forme  -  f^.r)         ,  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  entières,  que 

l'on  trouvera  à  l'aide  des  procédés  suivants  [*]  : 

1°.  On   cherchera  le  plus  grand  commun   diviseur  entre  les   foiic- 

tions  FqxSx  et  -*— ^ :  ce  diviseur  est  le  dénominateur  Q  du  terme 

algébrique. 

2°.  Si  les  degrés  des  fonctions 

Q/.^  Q 

x[^x]    "' 


/oX     dx 

"•^Tx 

ne  contient  pas  des  facteurs  d'un  degré  plus  élevé  que  m  — 


[*]  Nous  supposons  que  la  différentielle  -? =.  est  réduite  de  manière  que  6  j 
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sont  inférieurs  à  —  i,  le  terme  algébrique  est  o.  Dans  le  cas  contraire, 
en  désignant  par  ?i  le  plus  petit  nombre  supérieur  au  degré  de  ces 
fonctions,  on  trouvera  le  numérateur  P  d'après  la  formule 

P  =  Bo  +  B,  +  a:  -4-  Ba a= -f- . . .  -+- B„  j:", 

où  Bq,  B,  ,  Bo,...,  B„  sont  des  coefficients  constants,  dont  la  valeur  se 
(létermiucra  eu  cherchant  à  rendre  le  polynôme 

Jx  -  ^^^[B, -l-'2BoX+...  +  «B„x''-'] 


n 

J[Bo  +  B,; 


--^ 7^  I  [B„  +  B,x  +  B^^^-  +  . . .  +  B„x"j 


divisible  par  -,  et  avec  cette  condition  que  le  quotient  ne  soit  pas  d'un 

degré  plus  élevé  que ^  "^'    ,   D  étant  le  plus  grand  commun  divi- 

xQ 

seur  entre  les  fonctions  ^x  et  d'x. 

Si  ces  conditions  ne  peuvent  être  remplies,  on  en  conclura  que  l'in- 
tégration de  rl^  ^y^5  à  l'aide  des  signes  algébriques  et  logarithmiques, 
est  impossible.  Dans  le  cas  contraire,  on  trouvera  le  terme  algébrique, 
et  si  Ion  ùte  sa  différentielle  de"^° ^=)  le  reste  doit  pouvoir  être  iu- 

tégré  à  l'aide  des  seuls  termes  logarithmiques.  C'est  de  cette  intégration 
que  nous  allons  maintemnt  nous  occuper. 

Voici  les  questions  dont  nous  donnerons  les  solutions  dans  ce  I\lé- 
moire  : 

i".  Déterminer  le  nombre  de  termes  logaritluniques  dans  la  valeur 
de  l'mtégrale  donnée. 

La  solution  de  cette  question,  dans  un  cas  particulier,  donne  la  dé- 
uionstration  du  théorème  énoncé  par  M.  Abel  en  ces  termes  : 

o   ...   Le  théorème  suivant  très  remarquable  a  lieu  : 

»   Loi.s(iuune  intégrale  de  lajorine    l  ^-j=^  où  (S  et  R  sont  des  Jniic- 
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tiotis  entières  de  x ,  est  eapiiniable  par  des  lo^an'ilimrf ,  on  peut  tou- 
jours l'exprimer  de  la  manière  savante  : 


f 


où  A  est  constant,  et  p  et  q  des  Jonctions  entières  de  x.  »  (Œuvres 
compl.,  tome  I,  page  65.) 

2°.  Tiouver  les  conditions  analytiques  qui  déterminent  chaque  ternie 
séparément. 

On  verra,  en  outre,  d'après  la  solution  de  ces  questions,  que  les 
cas  connus  d'intégrabilité  des  différentielles  binômes  de  la  forme 

x^a  -+-  bx^y  dx, 

sont  les  seuls  où  l'intégration  de  ces  différentielles  est  possible  par  les 
signes  algébriques  et  logarithmiques,  s,  s%  s"  étant  rationnels. 

§11. 

Nous  avons  vu  que  les  termes  logarithmiques,   dans  la  valeur  de 

l'intéerale  j  =; ^»  sont  de  la  forme 

*       J  F-^  '(/ex 

A  logV, 

oii  V  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  '\6x .  Donc  en  faisant,  pour 
abréger, 

s/ex  =  A, 

et  en  désignant  par 

2)o(A),     ç»,  (A),     <p2(A),     93  (A),..., 

des  fonctions  rationnelles  de  j:  et  A,  nous  aurons  l'équation  suivante  : 

/^•T  =  ^°'°§y<'^'^)  +  ^'^°gî''''^)  -^  A"log9,(A)  +  •- 

/A.    ^j. 
:^ — 1-ne  contient  plus  de  termes,  al- 
gébriques. 

Si  nous  remplaçons,  dans  cette  équation  ,  A  par  aA,  a- A,...,  a'""' A, 

Tome  WIU  -Mars  i853.  12 
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et   si   nous   la   multiplions  respectivement   par   i,   a,   a^,...,  a'""', 

a  étant  racine  primitive  de  l'équation 

j:""  —  I  =  o, 

nous  trouvons  une  série  d'équations,  dont  ia  somme  donne 

-+-  A'  log  [o,  (A) .  f,  (a A). ^f  («'  ^)  •  •  •  fi'""  («'""  ^)] 

+ 

et ,  par  conséquent , 

(0  ^"1^^=  AologW„4-AjogW,  +  AJogW,  +  ..., 

où  Wq,  W,,  Wjvi   sont  des  fonctions  de  la  forme 

(jp(A)9"(aA)9''''(a^A).  .  .  y"      (a'""'  A), 

Ao,  A,,  A2,...,  des  constantes. 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  allons  examiner  la  valeur  de  l'inté- 

1    rj^  dx 

erale  /  =;-—-■ 

Nous   commencerons   par    prouver    que   la  valeur  de    l'intégr.de 

/^— étant  réduite  au  minimum  de  termes,  les  coefficients  Ao,  A,, 
Fx  A 

Aj,...»  ne  peuvent  vérifier  l'équation 

NoA„  +  N,  A,  +  N2  A,  +  ...  =  o, 

dans  laquelle  No,  N,,  No,...,  sont  des  nombres  complexes  de  a. 
En  effet,  si  cette  équation  a  lieu,  nous  trouvons 

A   -  --'A    -^A    -       • 
"  —         N  JN      *        ■■■  ' 

et.  en  substituant  cette  valeur  de  Aq  dans  l'expression  de  l'intégrale 

/yx(^r  j     transformons  dans  celle-ci  : 

J  Fx  ^ 

A .  log  W,  Wo    ^»  +  A,  log  W.,  Wo'  ^"  +  . . . , 
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qui  contient  moins  de  termes  que  l'équation  (i);  et  chicun  de  ces 
termes,  comme  nous  allons  le  démontrer,  peut  se  réduire  aussi  à  la 
forme 

A  log  [i\>  (A) .  (];"  (a A) .  «J/"-' (a'  A) .  . .  «|/°'-'"~'  ( a'^'  ^ )  j  ' 
où  '\i  (A)  est  une  fonction  rationnelle  de  a:  et  A. 
Pour  réduire  ainsi  le  terme 

A,  logW,W„    ^, 

nous  mettons  — '  sous  la  forme 

N„ 

n'  +  n'  a.  -h  n"  a}  -{-  .     . 
n 

OÙ  n,  n°,  n',  n",...,  sont  des  nombres  entiers  réels  (ce  qui  est  toujours 
possible).  D'après  cela,  le  terme 

A,  logW,W„~''« 
peut  s'écrire  ain.si  : 

^  log  [w^W7"^w7"■«.w- ""'-'...], 

où  la  quantité  mise  sous  le  signe  log  se  décompose  en  facteurs  et 
diviseurs  de  la  forme 

W-'  =  f  (  A  ) .  œ"'"*"'  (  a  A  ) .  ç'-*'""'  (  a'  A) . . . , 

et  que  l'on  réduit  à  celle-ci  : 

9  (A)  ©"'(a  A)  9    (a'A)..., 

en  remplaçant  y( A)  par  f  (a'A). 

La  même  forme  subsiste  également  après  la  multiplication  et  la  divi- 
sion de  ces  quantités. 

Donc,  à  l'aide  de  l'équation 

No  Ao  +  N,  A,  +  N2  A2  +  . . .  =  o , 

on  peut  diminuer  le  nombre  de  termes  dans  la  valeur  de  l'intégrale 

12.. 


/ 
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—  —  sans  altérer  leur  fbnne  principale,  et,  par  conséquent,  cette 

rfx  dx 

est  réduite  au  minimum  de  termes,  ce  que  nous  supposerons  toujours 
tians  nos  recherches. 

§  m. 

Soit  x'  une  valeur  de  x  qui  rende  Wq  égale  à  o  ou  oc  .  Il  n'est  pas 
difiicile  de  s'assurer  qu'on  trouvera  luie  puissance  de  x  —  x' ,  dont  le 
rapport  à  Wj,  sera  fini  pour  x  =  jr',  et  que  l'exposant  de  cette  puis- 
sance sera  en  général  un  nombre  complexe  de  a.  En  effet,  la  fonc- 
tion W,j,  comme  nous  l'avons  vu,  est  égale  au  produit 

9o'A).(p   (aA).(p'-''(a-A),.., 
où  9o  est  une  fonction  algébrique.   Or,  si  l'on  développe  les  facteurs 

selon  les  puissances  de  x  —  x' ,  et  qu'on  désigne  par  w",  n' ,  n",...,  les 
exposants  de  x  —  x'  dans  les  premiers  termes,  les  nombres  n",  n', 
«", ...,  sont  rationnels,  et  la  somnie 


est  l'exposant  de  x  —  x'  dans  le  premier  terme  du  dévelop])einent 
de  W(,.  D'où  il  sint  que,  N'„  étant  égal  au  nombre  complexe 

n"  -+-  n'  V.  +  «"«*  +  ..., 

1                           W„  r-    ■  , 

le  rani)ort  r-^  reste  tini  pour  x  :=  x  . 

''  {x  —  x'f-  ' 

Soient  N',,  N'^,  ...   les  nombres  complexes  qui  jouent  le  même  rôle 
par  rapjjort  à  W,,  W,,.  ...  En  prenant 

/•AqIS;  +  A,1N',  +  A.IN',  +•  •  •    . 
J  x  —  x' 

=  A„log  {x  —  x')  °  +  A,  log  [x  —  x' )  '  -f-  A2log(.r  —  x')  '  -i-..., 
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et  retranchant  terme  à  terme  de  celle-ci, 


/ 


^/l  =  A,  log  W„  +  A,  logW.  +  A,  log  W, 


nous  trouvons 


=  Ao  !og -^  -4-  A,  log -^  +  A,  log- -K":  +•..- 

[x  —  x)  [x  — xj  (x -^  )     ' 

La  seconde  partie  de  cette  équation  étant  finie  pour  x  =  x' ,  nous  con- 
cluons que  cette  valeur  de  x  ne  rend  pas  infinie  l'intégrale 

r  Y  ^  _  K  IS;  H-A,1M',  +A,X  -t-...!     , 

J  yy  X  \  X  —  x'  J      ' 

ce  qui  suppose  que  la  limite  de 

,  ,N   r  A  AolS',+  A,  N',-<- A,N;  -1-.  .."1 

{.r  — X  1 — -, — U 

^  '^  LFxA  x  —  x'  J 

pour  X  =  or',  est  égale  a  zéro,  et,  par  conséquent. 

n;  a„  +  N',  A,  +  n;  A,  + . . .  =  iim  [^-^^;^]  _  • 

Cette  équation  nous  prouve  que  les  termes  de  la  valeur  de  l'intégrale 
\  -=, — -ne  peuvent  devenir  infinis  que  pour  une  valeur  de  x  égale  à 
l'une  des  racines  de  l'équation 

Y  X  =;  o  ; 
car,  d'après  le  §  11 ,  la  somme 

N'o  Ao  +  N',  A,  +  N',  Aa  +...  =0 

sera  différente  de  zéro,  tandis  que  Iim     ''- —   '  ne  reste  fini 

que  dans  le  cas  où  Y  x  contient  le  facteur  x  —  x',  le  facteur  A  ne 
pouvant  contenir  x  —  x' qu'à  un  degré  inférieur  à  i  (§  I,  note). 

Cette  équation  nous  prouve  aussi  que  la  limite  de  ^ — =j — ^-^î   pour 

X  ^  x',  ne  peut  être  infinie. 
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Supposons  maintenant  qu'on  désigne  par  x' ,  x  ,  x  ,  .  .  ,  x' 
toutes  les  racines  de  l'équation 

Far  =  o, 

et  par  K',  K",  K  ,.••,  K.'"  la  valeur  de 

,.        [ix—z)fx'\ 

pour  z=  x*,  .r",  x'",...,  x"'. 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  et  celles  qu'on  obtient  de 
la  même  manière  en  examinant  les  cas  où  x  =  x",  x'",...,  x'\  pour- 
ront s'écrire  ainsi  : 

i=l  i=t  i= I 

(a)        '^W,.\=K',      ^W,'A,=  K",...,       2^:"-^.  =  *^'"' 

(  =  o  1  =  0  1=0 

ou   t  est  le   nombre  de  termes  de  la  valeur  de  l'intégrale  j  p-  -r- 

IN'o,  N'ô,.-- ,  Ng,  N',,  N", ,... ,  Nj  ,  etc.,  sont   les  nombres  complexes 
choisis  de  manière  que  les  rapports 


(x X)        (x  —  X)       ...[x  —  x--'') 

w, 

[X  —  r)      [x  —  X   )      .  .  .(x  —  xi"  ) 

restent  finis  pour  x  =  x',  x'\  x",...,  x'-'-,  et,  par  conséquent ,  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  x;  car,  comme  nous  l'avons  remarqué ,  les 
racines  de  l'équation 

¥x  —  o 

sont  les  seules  valeurs  finies  de  x  qui  peuvent  rendre  les  fonctions 

Wo,  W,,  W,,..., 
infinies  ou  o. 
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En  changeant,  dans  l'équation 

J^  ^  =  A  Jog  Wo  +  A,  log  W,  +  A,  log  W,  +  . ..  , 

X  en  -  <  et  en  traitant  le  cas  de  z  =  o,  nous  trouvons  de  la  inénie  ma- 
nière l'équation 

(3)  2^-^'  =  ^""' 

I  =  o 
rfx 

OÙ  R""  est  la  limite  de-r;^-  pour  x  =  ^  ,  et  ^ig,  tj.,,  [x.,,.--,  les  degiés 
des  fonctions  W„,  W, ,  W, ,.... 

Cette  équation  nous  prouve,  en  outre,  que  la  fonction  p—  ne  peut 
être  d'un  degré  plus  élevé  que  —  i  ;  car,  autrement , 

serait  infinie,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  d'après  l'équation  trouvée. 

§  IV. 

Supposons,  maintenant,   qu'en  désignant  par  M",  M',    M", .  •  •  ,  les 
nombres  complexes  de  a,  on  cherche  à  vérifier  l'équation 

M"  K"  +  M' K'  +  M"  R"  +  . . .  r=  o , 

et  que  l'on  ne  trouve  que  X  équations  de  cette  forme  qui  ne  soient  pas 
identiques  entre  elles  par  rapport  à  R°,  K',  R",...,  R' . 

D'après  ces  équations,  on  pourra  évidemment  exprimer  >  quantités 
de  la  série 

R",  R',  R",...,R;" 

en  fonctions  linéaires  des  autres,  et  ces  fonctions  auront  pour  coeffi- 
cients des  nombres  complexes  de  a.  Supposons  donc  (pTou  parvienne 
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a  irouver 

,  =  /  _  ;  /  =  ;-;. 

K''=    V     m;k''^''\     K'=    2     K  ^^' 


Iv 


=  2  ^'~'^^ 


Comme  les  quantités  K°,  R',  K",...,  K'''  ne  peuvent  vérifier  plus  de 
X  équations  diftérentes  de  la  forme 

(5)  M^R^-i- M'R'+ M"R"+ ...  =o, 

les  quantités 

r'^\    r'^"'\...,    k"\ 

prises  séparément  de 

R«,     R',     K",...,     r''"", 

ne  pourront  vériBer  une  équation  de  cette  forme;  car,  autrement,  cette 
équation  et  les  X  équations  (4),  évidemment  non  identiques  entre 
elles,  donneraient) -f-  i  équations  delà  forme  (5),  ce  qui  est  con- 
traire à  la  supposition. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  s'assurer  que  le  nombre  de   ternies, 
dans  la  valeur  de  l'intégrale  \^  -j->  ne  peut  être  au-dessous  de/  —  X-+-  i  ; 
car,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  coefficients 
Ao,     A,,     Aj,..., 

serait  aussi  moindre  que  /  —  X  -f-  i  ;  et  alors  les  /  —  X  -l-  i  équations 
dernières  de  la  série  (2),  après  élimination  de  ces  coefficients,  donne- 
raient au  moins  une  équation  entre  R  ,  R  ',■■■■,  R  q>ii  serait  de 
la  forme  (5),  ce  qui  est  impossible. 

Le  même  résultat  auiait  lieu  si  l'une  de  /  —  X -f-  1  dernières  équa- 
tions (2)  était  identique  aux  autres  par  rapport  à  toutes  les  quantités 
Aq,  A,,  Ao, Donc,  au  moyen  de  ces  équations,  il  est  possible  de 
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trouver  /  —  / -f-  i  quantités  de  la  série 

Ao,  A.,  A,,... 

en  fonction  des  autres  et  des  quantités  K'  ,  K'^  ,...,R  ;cesfont- 
tions  seront  linéaires  et  auront  pour  coefficients  des  nombres  complexes 
de  a. 

Supposons  qu'on  parvienne  ainsi  à  trouver  les  quantités 
Ag,  A,,...,  A^_  .  ^^ , 

et  qu'on  porte  leur  valeur  dans  l'équation 


/ 


^^  =  AjogWo  +  A.  logW,  ^  A,  logW,  +.... 


Après  cette  substitution,  la  valeur  de  l'intégrale   /  ~ contiendra 

plusieurs  termes  avec  les  coefficients 

Mais  si  l'on  rassemble  dans  un  seul  terme  tout  ce  qui  contient  le 
même  coefficient,  on  n'aura  que  t  termes,  dont  la  forme  générale 
sera 

K  '   logZ      ou     A,  logZ, 
et  dans  lesquels 

ïx         11         h 

Pq'  P|"  P2V?  Qo»  Q(?  Qav  ••  étant  des  nombres  complexes  de  a.  Or, 
d'après  ce  que  nous  avons  montré  §  II ,  il  est  certain  que,  quelque  com- 
pliquée que  soit  la  forme  de  ces  termes,  ils  pourront  être  réduits  à  une 
forme  telle  que  celle-ci  : 

—  log  W      ou       -logW, 

où  n  est  un  nombre  entier  réel ,  et  W  une  fonction  de  la  forme 

^  (A) .  (j;"  (a  A) .  (|-°^'(a=  A) ...  d^"""  (a'"-'  A). 
Tome  XVIII.  -  Mars  i853.  |3 
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Donc,   après  la  substitution  dont  nous  venons  de   parler,   la  forme 
principale  des  termes  n'est  pas  altérée;  mais  les  /  —  X-+-  i   coefficients 

Aqj  a,  , ...,  ^i_- 
sont  remplacés  par 

«„  «I  n,  n 

où  //p ,  //,,  /lo, ... ,  fi         sont  des  nombres  entiers  réels. 

Dans  la  suite,  nous  supposerons  toujours  que  cette  transformation 
a  été  faite;  et  par  conséquent,  dans  l'équation 


/ 


^^  =  '^o  'ogW„  +  A,  logW,  -+-  A,  logW,  +..., 


nous  prendrons 


.i^''> 


ou  ,v„,  n,,  «2,...,  >ii_    sont  des  nombres  entiers  réels. 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  rien  dit  sur  la  forme  des  fonctions 
ipo(A),  f,  (A),...,  qui  entrent  dans  la  composition  de  W„,  W,, —  et 
qui  sont  rationnelles  par  rapport  à  j:-  et  A  ;  dans  ce  qui  suit,  nous  les 
supposerons  réduites  à  la  forme  la  plus  simple,  c'est-à-dire 

Xo  +  X|A  +  X;A^  +  ..  . -4- X^_,  A"'-' 

où  Xg,  X,,  Xo,...,  X    _    ,  Y  sont  des  fonctions  entières  de  X.  De  plus, 
le  dénominateur  Y  se  détruit  dans  la  valeur  de 

\Y=({,  (A) .  f{(/.à) .  'f  (a- A)  ...ffl'^""  (a'"-'  A); 
à  cause  de  l'égalité 

I  -I-  a  +  a-  -I-  ...  -4-  a"""'  =  o  , 
nous  pouvons  prendre  Y  =  i . 
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§  V. 
Les  équations  (2),  {3),  (4)  et  (6),  par  l'élimination  de 
K°,  R',  K",...,R", 
nous  donnent 

2  m>,a,  =  ;^n;a,, 

1=0  1=0 

'2  Mr-'^«.A.=i'Nr"A„ 

1  =  0  i  =  0 

i=  ( 

i^o 
1  =  / 


"/-.^_.  =  1N:'^a„ 


où  les   nombres  complexes  désignés  par  M    sont  déterminés  par  les 

équations  (4),  qui  donnent   K",   K',  R", . . . ,   R'         en  fonction  de 
R'  ,  R  ,...,  R''';  les  nombres  complexes  désignés  par  N'   sont  in- 

connus et  jouissent,  comme  nous  l'avons  vu,  de  cette  propriété  que 


i3.. 
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le  rapport 

W, 

n',  y" 

(x  x')     '    (jT x")        ... 

reste  fini  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  jc;  le  nombre  désigné  par  a, 
détermine  le  degré  de  la  fonction  W,.  Quant  aux  quantités  n^,  n,,..., 
11^      ,  ce  sont  des  nombres  entiers  réels,  également  inconnus. 

Ur,  comme  les  coefficients 

Ao,  A,,  Aj,..., 
ne  peuvent  vérifier  aucune  équation  de  la  forme 

INoAo  +  N,  A,  +  ISI2A5  + ...  =  o; 

Nn,  N,,  Nj,-.-,  étant  des  nombres  complexes  de  a,  les  équations  que 
nous  venons  de  trouver  doivent  être  identiques  par  rapport  à  Ao,  A,, 
A2V5  ce  qui  suppose  les  égalités  suivantes  : 

a^  =  M°«/,       N^=jNT/7m      N"  =  m"  «/,...,    N;'~'^  =  M:'^''n^, 


N  =  o , 


-0 


pour  /  =  o ,  1 ,  2  ,...,/—>.,  et 

IXi  =  o ,     N.  =  o ,     ]N|'  =  o .     n"'  =  o , . . . 

poiu'  iy^  l  —  /. 

D'après  cela,  en  avant  égard  au  rapport  qui  existe  entre  la  fonc- 
tion W,  et  les  nombres  ixi,  N.  ,   N]  ,...,  nous  concluons  : 

1°.    Toutes  les  fonctions  W,  ,  W,  ,  W,     .     _,...  sont  du 

degré  o,  et  aucune  valeur  de  ce  ne  peut  les  rendre  ni  nulles,  ni 
infinies. 

1°.  Pour  /  =  o,  I,  ■i,...,  l  —  }.,  le  degré  de  VV,  est  M"»,;  et  la  fonc- 
tion dont  le  rapport  à  W,-  reste  fini,  tant  que  x  n'est  pas  infini,  se 
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présente  sous  celte  forme  : 

\\X  —  X)    '  .  [x  —  X  )   '  .{x  —  X   )   '  .  .  .\X  ~  X^         ')    '  .\X  —  X  ) 

expression  où  il  ne  reste  d'inconnu  que  le  nombre  entier  et  réel  //,. 
Telles  sont  les  propriétés  des  fonctions 

W      W      W      W 

qui  entrent  dans  l'équation 

/^T  =  AjogW,  +  A.  logW.  +  A,  logW,  +  ..., 

quand  cette  équation  se  trouve  transformée  par  la  méthode  que  nous 
avons  donnée  §  IV.  De  plus,  les  équations  (6)  nous  donnent  l'égalité 

A;  ::=  » 


/  étant  égal  à  o,  i ,  2,...,  /  —  X. 

§  VI. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  trouver  par  rapport  aux  fonctions 


W,     .      ,     W,     . 

/—  >-t-l  i—  /,-H2' 


'W 


/_,  +  3'---, 


il  n'est  pas  difficile  de  s'assurer  qu'elles  se  réduisent  à  des  quantités 
constantes. 

En  effet,  si  la  fonction  W  ne  devient  ni  o  ni  3c  |)our  x  =  rt,  l'ex- 
posant de  a"  —  rr  dans  le  premier  terme  du  développement  de  ^^  ,  selon 
les  puissances  de  j:  —  rt,  doit  être  zéro.  Or,  pour 

W  =  o(A)  .  9'''(aA) .  'f''  (a^A)...  ç'"'-      (a'"''  A), 

cet  exposant  {§  II)  est  égal  à  la  somme 

if  -\-  li (/.  +  ti" (/}  -\- ...+  ri'"''  .  a"'~' , 

où  n°,  n',  n",...,  n"'~"  sont  des  nombres  réels  rationnels,  désignant 
le  degré  de  x  —  a  dans  les  premiers  termes  du  développement  de 

9  (A),     ©(aA),     y(a'A),...     y  (a'"-' A), 
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e^  a  une  racine  primitive  de  l'équation 

x'"  —  I  =  o. 

Or  cette  somme  ne  peut  se  réduire  à  zéro,  à  moins  qu'on  n'ait 

11°  =  n'  =  n"  =  ...=  n  ""''  ; 
c'est-à-dire  à  moins  que  le  développement  de 

(j;(A),     (35  (aA),     f  [a.-  A),...,    (p(a"'~'A 

ne  contienne  dans  ses  premiers  termes  la  même  puissance  de  x  —  a;  et 
alors  nous  trouvons  que  pour  j:^  a,  q  et  pétant  des  nombres  entiers, 

,  alaPA)  „     . 

le  rapport  ^  ,  „    '.  reste  nni. 

Donc ,  si  la  fonction  W  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  jc, 
la  même  chose  doit  avoir  lieu  pour  la  fraction  —, '-■ 

'  ?  {  a'  ^  ; 

De  la  même   manière,  on  parvient  à  conclure  que  le  degré  de  la 

,.  ■  ?  (  a''  -^  ;  /  5    11  ,.     • 

fonction -!—-— — 7  est  o,  et,   par  conséquent,   quelle   reste  tinie   poiu- 
X  =:  =c  . 

D'après  cela,  nous  trouvons  que  le  produit 

5(a''i)      o{'jlPA)     o  [al' ^)  ofaCA) 


(p(A)         (p(aA)      (])(a'A)         f  [a"'    'A) 

reste  fini  pour  tontes  les  valeurs  de  jc. 

Mais  ce  produit  se  réduit  à  '^—~ — -^  où  S,   indépendante  de  a'',  est 
une  fonction  entière  de  x;  car 

S  =  (p(A).9(aA).Œ(a=A)...9(a'"-'A) 
est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équation 
A'"  =  à  uiu"  fonction  entière, 

et  9  (A),  comme  nous  avons  vu,  est  une  fonction  entière  de  x  ei  A. 
Quant  à  y'" (y/ A),  cette  fonction  sera  évidemment  de  même  forme  que 

ffi(A).  (Fo/r§IV.) 
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Donc,  en  faisant 


J)  ~~s 


■Ma'' A), 


nous  trouvons  que  4i(a''A)est  une  fonction  cléterniinée  par  l'équalion 

^  («/'A  .  =  _  +  _  A  +  -  A=  +...  +  —  A"'-', 

où  s,  Xu,  X,,  X2,...,  X,„_(  sont  des  fonctions  entières  de  .r.  et  cjui 
reste  finie  pour  tontes  les  valeurs  de  .r.  Or  nous  allons  prouver  que 
cela  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  tous  les  ternies  de  la  valeur  de 
il;  (a'' A)  ne  soient  constants. 

En  effet,  d'après  la  valeur  de  ■.}(«'' A),  pour  /  <  m,  nous  trouvons 


d/  (  a^A)  +  a-'  d;  («P"^'  A)  -h  a"-'  'b  (a''^'  A) 

X 

's 


„-(m^v,i  ^  (^aP-^-rn-i  A)  =  m  ^  A', 


et,  jiar  conséquent, 

U  (a^A)  ■+-  a-'  6  (a''-'  A)  +  a"''  d;  (a^^^  A)  -^  . . . 


=  ,n-[^)-A- 


La  première  partie  de  cette  équation  étant  composée  de  la  lonc- 
fion   di  reste   finie    pour   toutes   les  valeurs   de  ,r;   mais  la   seconde 

m'"  {  —  I    A"",  tant  qu'on  ne  la  suppose  pas  constante,  sera  infinie  on 

pour  certaines  valeurs  de  .r,  ou  bien  pour  .v  =  co  ,  selon  que  la  fonc- 

^)     A'"'  se  réduira  à  une  fraction  simple  ou  à 

une  fonction  entière. 

Donc  on  ne  pourra  supposer  aucun  terme  de  la  fonction  'i/i  a''A) 
variable,  et  par  conséquent,  d'après  (7),  on  aura 

9ia''A)  =  C^vS, 

où  Cp  est  une  constante  et  S  une  fonction  indépendante  de  /yf.  Or,  si 
l'on  prend  ,  d'après  cette  équation  ,  la  valeur  des  fonctions 

9  (A),     a^(aA),     9(a=A).....      y 'a'"-' A),- 
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et  qu'on  les  porte  dans  la  formule 

W  =  (j)(A)  .f''-{a^)  .  ({,'■'■'■  [a"" A)... <ù-'""\  a'"-' \), 
on  trouve 


w  =  Co.c;.c2'...c;;^;;i.'.s 

Mais  la  somme 

1  +a  +  a^  +  ...  +  a""-* 

se  réduit  à  o;  donc  "W  a  une  valeur  constante 


§  VII. 

/fx  d.v 
- — '-,  toutes  k 


fonctions 


W,_;^„        W,. 


ne  peuvent  être  que  constantes,  nous  en  déduisons  que  les  seuls  termes 
variables  sont 

A„logWo,     A.logW,,...,     A,_;jogW,_., 

et  comme,   d'après   (6),    les  coefficients   de   ces   termes   sont    de    la 
forme 


où  Hi  est  un  nombre  entier,  nous  concluons  que  leur  nombre  ne  ])eul 
surpasser  celui  des  termes  de  la  série 

R°,     R',     K",...,     Kf", 
différents  de  zéro. 

En  remarquant  que  /  est  le  nombre  des  racines  de  l'équation 

F  .r  =  o , 
et  que 

Ko=l„n(^) 
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fx 
se  réduit  à   u ,  si  le  degré  de  —  est  inférieur  à  —  i,  nous  parvenons 

a  établir  les  théorèmes  suivants  ; 

fx 
Théorème  I.  —  Soient  —  une  fraclion  rationnelle ,  b  x  un  polynôme 

dont  les  jactews  sont  dun  de^ré  moins  élevé  qne  m.  Si  la   v(dciir  de 

l'intégrale    I  —  ,7;:=  ne  contient  qne  les  termes  loga/ilJimif/nes  .  l'inlé- 

ffx    itx 
=r-  ,77^  est  égale  à  nne  somme  de  termes  de  la  tonne  suivante  : 

A  log  [9  i^jB x)  .y'-'-  {a}'\Ox)  .(ù''-'  [a-  \^ 0 x ) . . .  f-'""'  (a'"''  \5j^)J  , 

où  o  (vS.t)  est  une  Jonction  entière  de  x  et  'sjQx;  «  est  nne  racine  pii- 
mitive  de  l'équation 


et  le  nombre  de  ces  termes,  suffisants  pour  donner  la  valeur  de  l'in- 
tégrale   iif.^;^^-,  ne  surpassera  pas   le  degré  de  Fx,    la  Jonction 
J  Fx!(/Sx 

fx  ,  , 

— ;^-^=:  étant  d'un  degré  moindre  que  —  1;  dans  le  cas  contraiie,  le 

F  x  y  6  .r 

nombre  de   ces  termes   ne    surpassera   le    degié   de   F  x    que   tl  une 
unité. 

Dans  le  cas  où  Vx  =:  i ,  le  théorème  précédent  se  réduit  à  celui-ci  : 

Théorème  II.  —  Si  Jx  ,  6x  étant  desjonctions  eniièies,  S.x  ne  con- 
tient que  des  Jacteurs  de  degrés  injéiieurs  à  ut ,  i intégrale   \  j~^  dx 

s'exprimant  d'ailleurs  par  les  seuls  termes  logarithmiques ,  "sera  réduc- 
tible à  la  Jormule 

A  log  [9  (v9^)  .  o-{a'^'Bx)  .  f'  [a?  '^fx) . .  .^-^"-'  (a'"-'  v'6^)J- 

oà  y  i^sjQx)  est  une  Jonction  entière  de  x  et  "^iO x .  et  a  est  nne  racine 
primitive  de  l'équation 

x'"  —  I  =  o. 

lome  Wlll   -  Maks  i8î3.  i4 
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Dans  le  cas  de  m  —  2,  iioiis  obleiions  le  théorème  de  ÎM.  Abcl ,  cité 
dans  le  §  I. 

Théorème  III.  —  ISuitésLiale    \^-^dx    nest    pas    réductible  aux 

fonctions  ulgébrique  et  logarithmique.,  si  0  x  na  pas  de  facteur  mul- 
tiple d'un  degré  plus  élet'é  que  m  —  j,  et  si  lafofictionfx  est  d'an  degré 

moins  élevé  que  'izf. 

En  effet,  si  l'on  suppose  qne  \-—:=dx  est  réductible  aux  fonctions 

algébrique  et  logarithmique ,  d'après  le  §  I,  on  parvient  à  conclure  que 
sa  valeur  n'a  point  de  terme  algébrique.  La  même  chose  a  lieu  par 

fx 
rapport  aux  termes  logarithmiques;  car  la  différentielle  -^  dx   n'a 

pour  dénominateur  que  "sjQ  x ,  et  le  degré  de  —^^^  est  moins  élevé  que 

—  I  ;  mais  dans  ce  cas,  d'après  le  théorème  I,  le  nombre  de  termes 

P  fx 
losarithmiques  suffisant  pour  donner  la  valeur  de  /  -=  est  o.  Donc, 

C  fx 

si  l'on  suppose  que  l'intégrale  t—=^dx  est  réductible  aux   fonctions 

algébrique  et  logarithmique,  on  sera  forcé  de  conclure  qne  sa  valeui' 
est  une  constante. 

Dans  le  cas  de  /h  =;  a ,  cela  se  réduit  au  théorème  donné  par 
M.  Liouville. 

§  VIII. 

A  l'aide  des  théorèmes  que  nous  venons  di*  donner,  on  peut  résoudre 
entièrement  la  question  de  l'intégration  en  signes  algébriques  et  loga- 
rithmiques des  différentielles  binômes 

x^  [a  +  bx'  Y  dx , 

ou  s,  s',  s"  sont  des  nombres  rationnels. 

L'intégrale  de  ces  différentielles  se  réduit  facilement  a  la  forme 


J  xr- 


x''-'  (r  +  x^)"'  dx  , 
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où  p.  (j,  m,  m'  sont  (les  nombres  entiers  et  ry  >o,  et  l'on  trouve,  par 
les  méthodes  connues,  !a  valeur  de  cette  intégrale,  'ii  l'une  des  deux 

quantités -ï  -  H est  un  nombre  entier.  Dans  le  cas  contraire,  cette 

'  (j     f/         m 

intégrale  se  réduit  à  la  forme 


J    (' 


X?)" 


où  Uo  est  une  fonction  algébrique,  p'  est  le  plus  petit  nombre  positif 
congru  à  p  selon  le  module  </,  et  ni'  le  plus  petit  nombre  congru  à  —  m' 
selon  le  module  /«,  ce  qui  suppose 

p'  <  (y,     ml'  <  m. 

Pour  trouver  le  terme  algébrique  dans  la  valeur  de  l'intégrale 
— '- — —^,dx,  d'après  le  §  1,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
{'.+^)'" 

entre  les  fonctions  (i  —  x^)'""  et  — ^ — -~^ —  Ce  diviseur  étant  (  1  4-  .r'/ V""-' . 

on  conclut  que  le  terme  algébrique  doit  avoir  pour  dénominateur  la 
fonction  (1 -i- a'/""-'. 

Mais,  en  examinant  les  fonctions 


(H-x?)"-" 


où,  comme  nous  avons  vu,  p'  <  ry,  ;;/"  <  /«,  7  <  o,  on  trouve  que 
leur  degré  est  au-dessous  de  —  ;;  ce  qui,  d'après  le  §  I,  prouvL- 
qu'il  n'y  a  pas   de   terme   algébrique   dans  la   valeur   de   l'intégrale 


/; 


dx. 


Donc  il  ne  reste  plus  qu'a  chercher  l'expression  de  sa  valeur  à  l'aide 
des  seuls  termes  logarithmiques.  Mais  une  telle  expression,  d'après  le 

r4.. 
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§  m,  n'est  possible  que  dans  le  cas  où  le  degré  de  -^ -^  ne  se 

trouve  pas  au-iiessus  cie  —  i,  et,  par  suite,  du  dernier  théorème  que 
nons  venons  de  montrer,  ce  degré  ne  doit  pas  être  au  dessous  de  —  i . 

Tar  conséquent,  l'intégration  de  — ^^^^-'^ ■:  ^  l'aide  des  signes  algé- 

briques  et  logarithmiques,  n'est  pas  possible,  à  moins  que  la  fonction 
— ~ r,   ne  soit  précisément  du   degré    —  i  ;   ce  qui  entraîne  celte 

(i-+-jrî)'" 

équation  entre  les  exposants  /> ,  f/,  —  : 

p'         m" 

Mais  en  passant  au  nombre  p  et  in\  dont  le  premier  est  congru  à  // 
félon   le  module  7,   et  le  second  à  —  m'  selon  le  module  m,   nous 

,     ,  ,  p         m'  , 

trouvons  que  1  équation  précédente  suppose  que  -  H est  un  nombre 

entier.  Donc,  outre  ce  cas  et  celui  oii  p  est  divisible  par  7,  l'intégrale 


/ 


xP-*  (i  +  x'']   dx 


présente  une  transcendante  particulière;  c'est  ce  qu'il  s'agissait  de 
démontrer  pour  être  sur  que  les  méthodes  ordinaires  de  l'intégration 
des  différentielles  binômes  avec  les  exposants  rationnels,  comprennent 
tous  les  cas  ou  cette  intégration  est  possible  en  signes  algébriques  et 
logarithmiques. 

§  IX. 

D'après  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  les  ^^  IV,  V  et  V^I ,  on  con- 
clut qu'eu  général  le  nombre  de  teruies  logarithmiques  suffisant  poui- 

r/x  (ix 

donner  la  valeur  de  rint'grale    / est  /  —  X  -i-  i,  où  /  indioiie  le 

-  J    V  X  ^  '  ' 
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degré  de  ¥x.  et  >.  le  nombre  des  équations  (4).  De  plus,   nous  avons 

/fx  dx 
peut  être  réduite  de  nianière  que,  dans  l'é- 
quation 


/ 


■^'-^  =  A„  logW  „  +  A,  log  W,  +  A,  log  W,  +  ..., 


F 
tous  les  termes  soient  Av  la  forme 

'^logW,, 

où  n,  est  un  nombre  entier  non  complexe; 

W,-=  (i),-(A).9^(aA).9f  (a'A)...9''''      (a'"-' A) 

est  du  degré  M,"./;,,  et,  [iour  toutes  les  valeurs  finies  de  .r,  reste  en 
rapport  Uni  avec  la  fonction 

r  '  »  ™  '-'  1", 

\_[x  —  :c')   '  .{x  —  X  )   '  .[x  —  X  )  '  .  ..\x  —  X'      ^>)  .\x  ~  x'  ■  ')\    . 

Quant  aux  nombres  M," ,  M', ,  M;'  ,  M™, ... ,  M;'"  "  '    ''**  ^""^    connus 
d'après  les  équations  (4). 

Il  n'est  pas  difficile  de  s'assurer  que,  d'après  cela,  chaque  terme  de 

/fx  dx 
- — r  est  complètement  déterminé,    c'est-;i- 

dire  que,  si  l'o!!  trouve  les  nombres 
et  les  fonctions 

qui  puissent  remplir  les  conditions  mentionnées,  la  sonune 

—  log  W„  +  — —  log  W,  4-  1^—  log  W,  +  .  . .  +  JL_  log  W,_  . 

sera  la  valeur  de  l'intégrale  /^  —,  lorsqu'elle  peut   être  exprimée  à 
l'aide  des  termes  logarithmiques. 
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/'fx  dx 
p- —  • 

siijiposons  que 

Bo  log  W",     B,  log  W.     B,  log  W", . . . ,     B,  log  W  ' 

t  les  termes  qii  il  tant  y  ajouter  pour  Ja  rendre  égale  a    \  y~c~^ 


soieii 

On  aura 


Çfx  dx 
J  F^~ 


E-  log  Wo  -+-  ^ log  W,  +  ^-^  log  W,  -t- . . .  4--^  log  W,  _ , 

-)-  Bolog  W»  +  B,  log  W  +  Bj  log  W"  +  . .  .  +  Bjog  W^'. 


Four  cette  valeur  de  l'intégrale  /  ^ — -?    les  équations  (2)  et  [V 


do)inent 


1  =  z  —  ; 


=.1-  ;. 


-,<  K. 


K'  =  ;^   n:^  +  2:p'.  b,' 


A  ir^  '  Il 


où  V, ,  p,  ,  p"  ,  p", ... ,  p/'  sont  les  nombres  complexes  de  a  qvù  jouent 
le  même  rôle  par  rapport  à  la  fonction  W,  que  les  nombres  p.,,  N'  , 

N"  ,  TS'",.  .,  N,'   par  rapi)ort  à  la  fonction  W,. 
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Mais  pour  les  valeurs  trouvées  de  u.; ,  TS'  ,  IN"  ,  N'" , . . . ,  N,'"   (§  V) ,  on 
a,  coinme  il  n'est  pas  difficile  tie  s'en  assurer,  les  égalités  suivantes  : 

^"  =  2  ^'-  V' 


'"''      WK^^-'^ 


Par  conséquent,  les  équations  précédentes  donnent 

2p:b,  =  o,..,,    2p',"ï^'  =  °' 

qui  doivent  être  identiqiies  par  rapport  à  B,,,  B, ,  B^,...  ,  B„  lorsque  la 
somme 

B„  log  W"  +  B,  log  W  +  B,  log  W"  -H  .. .  +  BJog  VV 

est  réduite  an  plus  petit  nombre  de  termes  (§  II).  Donc  on  aura 

V,  =  o  ,      P;  =  o ,     P,  =  o  ,...  ,     P,";  =  o  . 

ce  qui,  d'après  le  §  VI,  nous  fait  conclure  que  chacun  des  termes 

Bo  log  \V„ ,     B,  log  W,  ,     Bo  log  W, , . . . ,     B,  log  V/. 
ne  peut  être  que  constant. 
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Sur  une  transfurniation  d'intégrales  définies; 
Par  m.  BESGE. 


Les  deux  intégrales  définies 

Jçs  (sin  •!  Il)  cos  II  du,       /     ?  (cos^  u)  cos  u  du , 

peuvent  se  transformer  l'une  daiis  l'autre,  ou  plutôt  elles  son!  égales 
entre  elles,  et  l'on  a 

-  1 

J'     (p  (  sin  2  /<)  cos  ?i  du  ^^  I     cp  (cos"  ii  )  cos  u  du , 
0  Jo 

la  toriction  'f  n'étant  assujettie  qu'aux  conditions  ordinaires  cjui  (ont 
qu'on  peut  regarder  les  intégrales  comme  des  sommes  d'éléments. 

On  vérifiera  aisément  la  formule  que  nous  venons  d'écrire,  dans  le 
cas  où  9  (,r)  est  développable  en  série  suivant  les  puissances  de  .r  :  il 
suffira  de  se  rappeler  l'équation  connue 

-  5 

Jsin"  «  cos""^'  ufiu  =  —   /     cos^'"'  udu. 

Je  pourrais  ajouter  une  démonstration  plus  rigoureuse  ;  mais  toutes 
ces  transformations  d'intégrales  définies  n'offrent  aujourd'hui  que 
peu  d'intérêt,  et  je  crois  devoir  me  borner  au  peu  de  mots  qui 
j)récedent. 
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MËMOIP.E 

SUR  LES  SURFACES  DONT  TOUTES  LES  I>IGNES  DE  COURBURE 
SONT    PLANES    OU    SPHÉRIQUES; 

Par  m   J.-A.  SERRET. 


M.  Bonnet  a  présenté  à  rAcaflémie  des  Sciences,  dans  la  séance 
du  lo  janvier  i853,  un  Mémoire  ayant  pour  objet  la  recherche  des 
surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  La  méthode 
suivie  par  M.  Bonnet  consiste  à  former  d'abord  l'équation  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  deuxième  ordre,  qui  l'eprésente  les  surfaces 
dont  il  s'agit;  il  obtient  ensuite  l'équation  sous  forme  finie  au  moyen 
des  méthodes  d'intégration  développées  par  l'illustre  Monge  dans  son 
^application  de  ('yJ/inlj-se  à  la  Géométrie. 

Dè's  que  j'eus  pris  connaissance  de  l'extrait  du  Mémoire  de 
M.  Bonnet,  imprimé  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  je  pensai  que  la  solution  de  la  question  qu'il  avait 
traitée,  devait  découler  sans  effort  d'un  théorème  remarquable  dé- 
couvert par  M.  Joachimslhal  et  publié  dans  le  tome  XXX  du  Journal 
de  M.  Crelle.  Effectivement,  le  théorème  de  M.  Joachimsthal ,  dans  la 
recherche  dont  il  s'agit  ici,  donne  immédiatement  les  intégrales  du  pro- 
blème et  jolie  ini  rôle  analogue  à  celui  des  ])rincipes  des  forces  vives 
et  des  aires  dans  les  questions  de  Mécanique.  Je  cherchai  donc  à 
étudier,  à  ce  nouveau  point  de  vue ,  les  détails  du  problème  posé 
par  M.  Bonnet,  et  je  communiquai  à  l'Académie  le  résultat  de  mes 
recherches,  dans  la  séance  du  i[\  janvier  i853. 

Quelque  temps  après,  mon  ami  M.  Liouville  m'engagea  à  essayer 
la  recherche  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques,  d'après  la 
méthode  que  j'avais  suivie  pour  les  surfaces   à   ligms   de  courbure 

Tom.XVm- Avril  i3"i3.  '5 
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planes,  en  y  ajoutant  les  considérations  que  peut  fournir  ici  naturelle- 
ment la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  La  solution 
de  ce  nouveau  problème  est  effectivement  identique  à  celle  du  pre- 
mier ;  je  la  communiquai  à  l'Académie  dans  la  séance  du  21  février; 
j'ajoutai  ensuite  quelques  détails  à  la  séance  suivante  [*]. 

Je  me  propose  de  réunir  dans  ce  Mémoire,  avec  quelques  déve- 
loppements, les  résultats  divers  que  j'ai  successivement  présentés  à 
l'Académie. 


PREMIERE  PARTIE. 

DES    SURFACES    DONT    TOUTES    LES    LIGNES    DE    COURBURE    SONT    PLANES. 

Le  théorème  de  M.  Joachimsthal,  cité  plus  haut,  consiste  en  ce  que  : 

Si  une  surface  a  une  ligne  de  courbure  plane,  le  plan  de  cette  ligne 
coupe  la  surface  partout  sous  le  même  angle;  réciproquement,  si  un 
plan  coupe  une  surface  partout  sous  le  même  angle,  l'intersection  est 
une  ligne  de  courbure  de  la  su/face. 

D'après  ce  théorème,  si  une  surface  est  telle,  que  les  lignes  de  cour- 
bure de  l'un  des  systèmes  soient  planes,  on  aura 

(  1  )  ax  -h  bj  +  cz  =  u , 

(2)  —  ap  —  bq  +   c  —  l  \  \  -\-  p^  +  q- . 

Dans  ces  équations,  x,  j,  z  désignent  les  coordonnées  rectangu- 
laires de  la  surface;  p  et  q  sont  mis  au  lieu  de  -j^  et  — ■  Enfin,  les 
quantités  a,  b,  c,  u  et  /  sont  constantes  pour  une  même  ligne  de  cour- 

[*]  Dans  le  niénic  temps,  M.  Bonnet  s'occupait  de  la  même  fiueslion  qu'il  traitait 
cgalement  par  la  méthode  que  j'avais  fait  connaître  après  la  publication  de  son  premier 
Mémoire.  On  trouvera  tians  le  tome  XXXVI  des  Comptrs  rcndiix  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  les  Notes  de  M.  Bonnet  et  les  observations  que  j"ai  cru  devoir  pic- 
senter  à  l'occasion  de  ces  Notes. 
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bure;  mais  comme  elles  varient  d'une  ligne  à  une  autre,  il  faut  les 
considérer  comme  des  fonctions  d'un  paramètre  t. 

Si  l'on  imagine  que  t  soit  éliminé  des  équations  (i)  et  (a) ,  on  aura 
une  équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre,  qui  sera  celle 
des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  systèmes  sont 
planes.  Cette  équation  ne  renfermera  que  trois  fonctions  arbitraires, 
car  on  peut  égaler  l'une  des  cinq  quantités  a,  h,  c,  u,  l  à  l'unité,  et 
l'une  des  quatre  autres  au  paramètre  t  :  il  s'ensuit  que  l'équation 
intégrale  renfermera  quatre  fonctions  arbitraires.  L'élimination  de  t 
n'est  possible  que  si  l'on  a  fixé  les  fonctions  arbitraires;  mais  si  l'on 
suppose  que  jc  et  t  soient  prises  pour  variables  indépendantes ,  on 
déduira  facilement  des  équations  (i)  et  (2)  une  équation  différentielle 
partielle  entre ^^  x  et  t.  L'équation  intégrale  de  celles-ci  et  l'équa- 
tion (i)  serviront  à  représenter  les  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure de  l'im  des  systèmes  sont  planes. 

Mais  si  l'on  ajoute  la  condition  que  les  lignes  de  courbure  du 
second  système  soient  planes,  on  aura,  outre  les  équations  (i)  et  (2), 

(3)  ajc  +  êj+yz=v, 

(4)  -  ap  -Sq  -+-  '/  =).\,i'h  p^-^q\ 

a,  ê,  7,  u  et  ).  étant  des  fonctions  d'un  second  paramètre  6.  qui 
restent  constantes,  avec  ce  paramètre,  sur  une  même  ligne  de  cour- 
bure, mais  qui  varient  d'une  ligne  à  une  autre. 

Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  que  les  équations  (i)  et  (3)  appar- 
tiennent à  deux  lignes  de  courbure  de  systèmes  différents.  Désignons 
par  dx,  lij-,  dz  les  variations  infiniment  petites  de  x,  j,  z  sur  la  pre- 
mière ligne  de  courbure;  par  ùx,  ùr,  ùz  les  variations  sur  la  seconde, 
on  aura 

dxâx  -+-  djâj  -^  dz  âz  —  o. 

On  peut  éliminer  les  six  variations  que  renferme  cette  équatioïi  au 
moyen  des  suivantes  : 

adx  -+-  bdj  -\-  cdz  =  o,     dz  =  pdx  ^  qdj, 

a&x -\- ëâj  -^  yâz  =  o.     ùz  —  p^x -+■  q^y^ 

i5.. 
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i!  vient  alors 

{bp  -  aq)  (S;;  -  aq)  +  (rt  +  cp)  [a  +  7/^  -H  {b  +  cq)  (g  -1-  77)  =  o; 

enfin,  si  l'on  ajoute  à  cette  équation  celle  que  l'on  obtient  en  multi- 
pliant membre  à  membre  les  équations  (2)  et  (4),  il  vient  simple- 
ment 

(5)  aa  -h  b§  -\-  cy  =  11, 

équation  qui  doit  être  satisfaite  en  prenant  pour  c/,  b,  c  et  l  des  fonc- 
tions du  paramètre  t,  et  pour  a,  ê,  7,  X  des  fonctions  du  paramètre  5. 
On  peut  satisfaire  à  l'équation  (5)  en  supposant  a,  b,  c  constantes 
ou  a,  S,  7  constantes.  Ce  cas  est  celui  des  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes  sont  dans  des  plans  parallèles  à  un 
plan  fixe.  S'il  s'agit,  par  exemple,  du  premier  système,  et  si  l'on  prend 
le  plan  fixe  pour  celui  des  xz,  on  pourra  faire 

rt  ^  o,     Z»  =  I,     c  =  o; 

alors  l'équation  (5)  se  réduit  à 

g  =  /X, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 

g  =  o,     X  =  o, 
ou  bien 

—  /  r=  une  constante  m,     g  =  —  wX. 

Si  c'est  la  première  hypothèse  qui  a  lieu,  comme  a,  g,  7  ne  peuvent 
être  nuls  tous  trois,  on  peut  prendre,  en  outre, 


Laissons  de  côté  le  cas  où  les  plans  des  lignes  de  l'une  des  cour- 
bures sont  parallèles.  Parmi  les  trois  quantités  a,  b,  c  ou  a,  0,7, 
deux  au  moins  sont  différentes  de  zéro;  on  peut  donc  supposer  a 
et  g  différents  de  zéro;  par  conséquent,  on  peut  poser 

«  =  I,      g  =  I  ; 
l'équation  (5)  devient  alors 
(6)  ci  +  b-^cy^  n. 
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Désignons  les  dérivées  par  des  accents  à  la  manière  de  Engrange: 
il  viendra,  en  différentiant  l'équation  (6)  par  rapport  au  paranietie  1. 
puis  celle  obtenue  ainsi  par  rapport  à  5, 

)  £•'•/=   Z').'. 


(7) 


Si  c'  et  7'  sont  différents  de  zéro,  la  deuxième  équation  (7)  donne 

et  la  première  devient  alors 

à  cause  de  l'hypothèse  t'^o,  cette  équation  ne  peut  subsister  que  si 

—, y  se  réduit  à  zéro  ou  au  moins  à  une  constante;  par  conséquent, 

le  rapport  des  quantités  /''  et  c'  est  constant,  et  il  existe  une  relation 

linéaire  entre  h  et  c.  L'équation  ((i)  exige  donc  en  premier  lieu  que 

l'on  ait 

c  =  constante     ou     7  ;=  constante, 

ou  que  b  et  c  soient  liées  par  une  équation  linéaire.  D'où  il  suit  que 
les  plans  des  lignes  de  l'une  des  courbures  sont  parallèles  à  une  droite 
fixe.  Supposons  qu'il  s'agisse  des  lignes  de  la  première  courbure,  et 
prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  y;  on  aura 

6^0; 
l'équation  (6;  devient  alors 

a  -^  C7=  />., 
et  sa  dérivée  relative  à  t, 

c'  ne  peut  être  nul,  car  alors  c  serait  constant,  et  Ton  rentrerait  dans 
le  cas  où  les  plans  des  lignes  de  l'une  des  courbures  sont  parallèles. 
Alors  on  tire  des  équations  précédentes 

).  ne  peut  être  nul ,  car  on  aurait  a  =  o,  7  =  o,  et  les  plans  des  lignes 
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<|p  la  deuxième  courbure  seraient  parallèles;   il  faut  donc  que  —  et 

/ y-  soient  constantes,  et,  par  suite,  que  le  rapport  des  quantités 

y.  et  y  soit  constant.  Cela  prouve  que  les  plans  des  lignes  delà  deuxième 
courbure  sont  parallèles  à  une  droite  fixe  qui  est  située  dans  le  plan 
des  xz.  On  peut  prendre  cette  droite  pour  axe  des  x,  et  l'on  aura 

a  =  o. 

ï/équation  de  condition  (6)  devient  alors 

C7  =  11. 

On  ne  peut  avoir  c  =  o  ni  y  ^  o,  puisqu'on  rentrerait  dans  le  cas  des 
plans  parallèles.  On  a  donc,  en  désignant  par  m  une  constante, 

/  :=  me,      X  :=  — • 
m 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  les  solutions  de  l'équation  (5)  se 
réduisent,  pour  notre  objet,  à  trois  seulement,  et  qui  sont  : 

i".        r/  =  o,     h  =  1,     c  =  o, 
y,".        a  ^  O,     b  ^  i,     f  =  o, 

3".        rt  =  I ,     b  =  o,     l  =  me 

m  désigne  partout  une  constante  ;  les  quantités  dont  la  valeur  n'est 
pas  fixée,  demeurent  des  fonctions  arbitraires  du  paramètre  t  ou  ô. 
Nous  allons  examiner  successivement  les  trois  cas  auxquels  on  est 
ici  conduit. 

§  II. 

Premier  cas. 
On  a 

rt  =  o,      b  =  i,     c  =  o,      a  =  I ,      g  =  o,      >.  =  o  ; 

si  l'on  fait,  en  outre, 

l=-t,     u=f{t), 
y=Ô,  u=<p(5), 


a  =  I, 

g  =  o,     ).  =  o  ; 

/  =  —  m, 

1  =  —  ml; 

a  =  o, 

g=i,      1=1: 
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f  et  0  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  les  équations  (1).  fa':,    '3  , 
(4)  du  §  l"  deviennent 

L'élimination  de  /  entre  les  équations  (i\  celle  de  5  entre  les  équa- 
tions '  2),  donnent 

(3)  Vv.+y^^-t-r/ 

[  a'  -i-  pz  =  ?{p)- 

Chacune  de  ces  équations  aux  différentielles  premières  renferme 
une  fonction  arbitraire  et  représente  la  surface  cherchée.  Elles  consti- 
tuent les  deux  intégrales  intermédiaires  d'une  même  équation  diffé- 
rentielle partielle  du  deuxième  ordre  débarrassée  d'arbitraires,  et, 
par  conséquent,  en  intégrant  l'une  quelconque  d'entre  elles,  on  ob- 
tiendra l'équation  de  la  surface  sous  forme  finie.  Mais  la  connaissance 
des  deux  intégrales  premières  peut  conduire,  comme  on  sait,  d'une 
manière  plus  rapide  au  résultat.  Effectivement,  la  question  se  trouve 
alors  ramenée  à  l'intégration  de  la  seule  équation 

dz  =  p  dx  -f-  q  df, 

qui  est  aux  différentielles  ordinaires.   Prenons  ^  et  5  pour  variables 
indépendantes;  les  équations  (i)  et  (2)  donnent 

dj=f'[t)dt,     dx=  -  Sdz  -  zdS  +  o'\Q)dO. 
En  portant  ces  valeurs  de  p,  q,  dx  et  d/  dans  l'équation 

dz  =  pdx  -^  qdji 
celle-ci  devient 

,      T^  ^rfO  tf'[t)dt        9/(5y^ 

(4,  dz  V  I  -K  5'  -^  ^  ^=  =  -7==^  +    r— 7T  ' 
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équations  dont  les  deux  membres  sont  séparément  intégrabies.  Pour 
éviter  les  signes  d'intégration,  nous  prendrons,  au  lieu  de  f  [t] 
et  0(6),  deux  autres  fonctions  arbitraires  F(/)  et  $(5)  dont  les  déri- 
vées F'(^)  et  <I>'(Ô)  soient  telles  que  l'on  ait 

f{t)  =  (,  -  r^Y  F' (0,    ?  (5)  =  ('  +  5'f  ^'{^)- 

Intégrant  alors  l'équation  (4),  il  vient 


d'ailleurs  la  première  équation  (1)  et  la  première  équation  (2)  peuverit 
s'écrire 

(6)  j  =  (i-«^fF'(0, 

(7)  .r +  6z  =  (i  +  ô=f  $'(5). 

et  il  est  clair  que  l'équation  de  la  surface  cherchée  sera  le  résultat  de 
l'élimination  de  f  et  5  entre  les  équations  (5),  (6)  et  (7).  On  peut 
donne;"  au  résultat  une  forme  plus  élégante;  en  effet,  si  l'on  élimine 
entre  les  équations  (5),  (6)  et  (7),  les  dérivées  F'  et  0'  des  fonctions 
arbitraires,  il  vient 

cette  équation  peut  remplacer  l'équation  (5},  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  reproduit  les  équations  (6)  et  (7)  en  la  différentiant  d'abord  par 
rapport  à  /,  puis  par  rapport  à  5.  Si  donc  on  fait 

l'équation  de  la  surface  cherchée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  t 
et  5  entre  les  trois 

(8)  V=o,     -  =  o,      -  =  o. 

On  peut  introduire  /;  et  q  comme  variables  auxiliaires  au  lieu  de  / 
et  5.  Si  l'on  désigne  par  U  le  produit  de  V  par  y  i  -f-  5*,  que  Ion  rem- 
place /  et  5  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  p  et  ry,  et,  enfin,  qu'on 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


mette  simplement  ^{6)  au  lien  de  s/f-+-  Q^<^(0),  on  aura 


U  =  z  -  /)jr  —  o  r  -4-  \'  î  +  /''  F     —  )  +  (P  f  p) , 


et  il  est  éviilent  qu'on  peut  prendre 

dV  _ 

djJ  "  '         dq 


,     .  ^^  dV  dV 

(9)  U  =  o,     —  =  0,      —  =  0, 


à  la  place  des  équations  (8). 

Les  surfaces  représentées  par  les  équations  (8)  ou  (9)  constituent  un 
premier  genre  parmi  celles  dont  toutes  les  lignes  de  courbiu'e  sont 
planes.  Elles  ont  été  étudiées  par  Monge,  avec  détail,  dans  son  appli- 
cation de  r^nnljse  à  la  Géométrie  (cinquième  édition,  page  16O. 
On  trouvera  dans  cet  ouvrage  plusieurs  générations  élégantes  de  ces 
surfaces. 

Dans  1  analyse  qui  précède,  nous  avons  pris  la  quantité  —  l  pour  le 
paramètre  /  ;  nous  avons  donc  exclu  le  cas  de  —  /=  une  constante  m. 
Dans  ce  cas,  les  équations  qui  doivent  remplacer  les  équations  (3) 
aux  différentielles  premières,  sont  évidemment 


q  =  m  Vu-  f^  4-  7^, 

x+  pz=  (i^{p); 

y  désignant  une  fonction  arbitraire.  La  première  ériuation  a  lieu  entre 
p  et  q  ^  d'où  il  suit  que  la  surface  dont  il  s'agit  est  développable.  La 
valeur  de  q  en  fonction  de  p  est 

V  I  —  1/1- 
si  donc  <ï)  désigne  une  fonction  arbitraire,  et  que  l'on  fasse 


y  I  —  m^ 

Téqualion  de  la  surface  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  les 
deux 


dV 
0,      -j-  =  o. 

dp 


16 
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Il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  deux  équations  entraîneront 

se  -h  pz=  o{p), 
si  l'on  détermine  la  fonction  arbitraire  $  de  manière  que  l'on  ait 

(i  +  p=)<D'(/j)-/.O(/0  =  ?(/?). 

Nous  avons  encore  exclu  le  cas  de  '/^constante,  puisque  nous 
avons  pris  y  pour  le  paramètre  9.  Mais  comme  l'équation  (4)  ^^^  §  1" 
donne  p  =  y,  on  voit  que  le  cas  de  y  constante  est  celui  des  surfaces 
cvlindriques,  qui  peuvent  être  considérées  comme  un  cas  particulier 
des  surfaces  développables  dont  il  vient  d'être  question. 

§111. 

Deuxième  cas. 
La  deuxième  solution  de  l'équation  (5)  du  §  I"  est 

rt  =  o ,     b  =  i,     c  =  o ,      1=  —  m,     ê  =  —  /w  >, , 

m  désignant  une  constante.  Les  équations  relatives  aux  lignes  de  la 
première  courbure  ne  renferment  que  la  seule  quantité  arbitraire  n 
qui  peut  être  prise  égale  au  paramètre  t  ;  la  seconde  de  ces  équations, 
qui  est 

7  =  /«v  !  +  ;»"+ 7% 

ne  renferme  aucune  trace  du  paramètre  t;  par  suite,  elle  appartient 
à  tous  les  points  de  la  surface,  qui  n'est  autre,  comme  on  voit,  que  la 
surface  développable  considérée  au  §  II. 

Les  deux  équations  relatives  aux  lignes  de  la  deuxième  courbure 
renferment  trois  arbitraires,  fonctions  du  paramètre  9.  Cela  provient 
de  ce  que  les  plans  des  lignes  de  la  deuxième  courbure  sont  essen- 
tiellement indéterminés;  effectivement,  ces  lignes  de  courbure  sont 
les  génératrices  rectilignes  de  la  surface,  et,  par  suite,  leurs  plans 
ne  sont  pas  complètement  déterminés.  On  peut  faire  cesser  cette  in- 
détermination en  convenant  que  les  plans  dont  il  s'agit  soient  paral- 
lèles à  une  droite  fixe  prise  à  volonté;  c'est  ainsi  que  la  surface  dé- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  laS 

veloppable,  dont  il  est  ici  question,  s'est  présentée  naturellement 
comme  un  cas  particulier  de  l'hypothèse  discutée  au  §  II. 

La  deuxième  des  trois  solutions  de  l'équation  (5)  du  §  1"  ne  peut 
donc  donner  aucune  surface  nouvelle. 

§   IV. 
Troisième  cas. 
On  a  ici 

<7  =  I ,     /j  =  o,      l=^inc,     a  =  o,     é=i,     X  =  — 5 

m  désignant  une  constante.  Les  quantités  c  et  '/  ne  peuvent  être  sup- 
posées constantes  ni  l'une  ni  l'autre,  car  alors  on  rentrerait  dans  le 
cas  du  §  II;  nous  ferons,  en  conséquence, 

c  =  -t,     u=f{t), 
y^-6,      i;  =  (p(0), 

J  et  o  désignant  deux  fonctions  arbitraires;  les  équations  (i),  (a), 
(3),  (4)  du  §  V  deviennent  alors 

^,)  l^--tz  +  f{t), 

{  p  -\-  t^=  nit  v/i  +  p^  4-  7", 

^'^^  fl     0  / -. — 5- 

On  aura  les  deux  équations  de  la  surface  aux  différentielles  premières 
en  éliminant  t  entre  les  équations  (i)  et  Q  entre  les  équations  (2);  on 
trouve  ainsi 


Ij 


^'  +/  ( ''^==^  ■ 

tt  \/ 1  +  p' -{- 1)^  \—  j  -{-m  s/t+p^'-i-q''  J 

mqz  I  ma 

—  ' =  +  ffi  (   ,    ' 

7'  \  — '"  +  Vi  +  /''  + 


+■  v/i4-/ï'-+- 


mais  il  vaut  mieux,  pour  obtenir  féquation  sous  forme  finie,  se  servir 
des  équations  (1)  et  (2),  en  opérant  comme  au  §  II.  Les  équations  (1) 

16.. 
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et  (2)  donnent,  en  prenant  ^  et  5  pour  varial)les  indépendantes 


\lm''+  ( /«'  —  I )  e=  —  w'  \/i  —  [m-—  : 


f,«î_l)Sy/,  _(to'—   i)f' 


v//«-+  («i= —  1)  9- — «'V*!  —  ('"^ — 0^' 
dx  —  tdz-^zdt+  f'{t)  dt , 
df  =  Qdz  +  zdS+  (p'{Q)d6. 

Portant  ces  valeurs  de  p,  g ,  dx  et  dj  dans  l'écpiation 
dz  =  prfa:  4-  (7<T^", 
celle-ci  devient 

— ^—  [v/n-  +  ('«-  —  0  Ô-  —  v'i  —  ("î^  —  0  ^M 
/«-  — I  •-  ^ 

y/i  — (/«=— i)<=         \//n'  H-  (  m-  —  I  )  9' 
tf'[t)dt  9ip'(9)rf9 


y/i  — (m' — i);^         \Jm-+(m''  —  i)  9- 

Intégrant,  il  vient 

^//«'-(-(m'  — 1)9'—  y/i  — {/; 

(4) 


(9)rfÔ 


(/«»—  1)9- 

La  surface  cherchée  sera  donc  représentée  par  le  système  formé  de 
la  première  équation  (1),  de  la  première  équation  (2)  et  de  l'équa- 
tion (4)-  On  peut  débarrasser  le  résultat  des  signes  d'intégration  qu'il 
renferme.  Désignons,  en  effet,  par  F(<)  et  ^{0)  deux  nouvelles  fonc- 
tions arbitraires,  par  F' (^)  et  <I>'(S)  les  dérivées  de  ces  fondions,  et 
posons 

/(O=[.-(m=-.)<=fF'(0, 

?(^)  =  i['«'-t-K-')ô=r*'(5); 
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l'équalion  (4)  <!e\ient 


(5)  '"'       ' 

I  +  i_  5[„j2  +  (,„ï  _  i)5-]a)'{5)  -  $(5)  =  o. 

D'ailleurs  la  première  équation  (i)  et  la  première  éqiialion  (2)  peuvent 
s'écrire  ainsi  : 

(6)  a:=  lz-]-[^-(m--^)r■fF'{t), 

(7)  J  =  52  +  ~[m'  +  [in-  -  ,)  5=f  <I>'(5). 

Si  l'on  élimine  F'  et  $'  entre  les  équations  (5),  (6)  et  (7),  il  vient 


\/i—  (m'  — 1)  f         v^to'  +  (/»'  — i)  6' 

Cette  équation  peut  remplacer  l'équation  (5),  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'en  la  différentiant  par  rapport  à  f  et  par  rapport  à  5,  on  reproduira 
les  équations  (6)  et  (7).  Si  donc  on  pose 

V = -1-  r  -  - '"^ — 1  z 

'>'"■  —  I    \^\j  \  —  [m' —  l)  t^  M  ni' -\- [m-  —  i)&=J 


l'équation  de  !a  surface  cherchée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  l 
et  5  entre  les  trois  équations 

(8)  V=„.     g=o,     S  =  o. 

Les  surfaces  représentées  par  ces  équations  (8)  constituejit  un  se- 
cond genre  de  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 
11  faut  cependant  remarquer  qu'on  pourrait  en  déduire  les  surfaces 
qui  composent  le  premier  genre  en  supposant  m  =  o  ou  m  =  co  ,  et 
en  opérant  préalablement  quelques  transformations  indispensables. 
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§  V. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  : 

Si  dans  une  surface  les  lignes  de  courbure  de  Vun  des  systèmes  sont 
planes,  la  même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  sur/aces  parallèles  à  la 
première,  c  est-à-dire  pour  toutes  les  surfaces  qui  ont  les  mêmes  nor- 
males. 

Considérons,  en  effet,  une  surface  qui  ait  une  ligne  de  courbure 
plane,  et  soit 

ax  -h  hj  -h  cz  =^  u 

l'équation  du  plan  de  cette  ligne.  On  aura,  pour  tous  les  points  de  la 
ligne  de  courbure  dont  il  s'agit,  les  deux  équations 


(0 


bj  -h  cz  =  u , 


ap  —  h(]  -i-  c  =:  l  \  i  -t-  p-  -i-  f]', 

où  a,  h,  c,  u  et  /  sont  des  constantes. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  une  longueur  constante  X-  sur  chacune  des 
]iorniales  de  la  surface  donnée  et  à  partir  de  cette  surface,  l'extrémité 
de  la  longueur  k  sera  sur  une  surface  parallèle  Les  valeurs  de  f  et  ^ 
sont  les  mêmes  pour  un  point  de  la  surface  donnée  et  pour  le  point 
correspondant  de  la  surface  parallèle;  en  outre,  on  passe  du  premier 
point  au  second  en  remplaçant  3C,  j,  z  par 

hp  kq  h 

X  —   , ^    y — ,  z  +    ,  =,  : 

V  !  +  />'  +  ?'  sx  +  p'-^'r  v/i-i-z^-f-^- 

en  faisant  cette  substitution  dans  les  équations  (i),  il  vient 
ax  -\-  hy  +  cz-=  u  —  kl., 


(2) 

—  ap  —  hq  +  c  =^  l  \ 

Ces  équations  (a)  appartiennent  à  une  ligne  tracée  sur  la  surface 
parallèle  a  la  surface  donnée.  Il  est  évident  que  cette  ligne  est  plane  et 
quelle  est  une  ligne  de  courbure. 

La  série  des  normales  à  une  surface,  menées  par  les  différents  |)oin(s 
d'une  ligne  de  courbure  plane,  détermine  donc  des  lignes  do  cour- 
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hiii'e  planes  sur  toutes  les  surfaces  parallèles.  Doue,  en  particulier, 
si  clans  une  surface  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  systèmes  sont 
planes,  la  même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  surfaces  parallèles. 


DEUXIEME  PARTIE. 

DES    SURFACES    DONT    LES    LIGNES    DE    COURBUliE    SONT    PLANES 
DANS    UN    SYSTÈME    ET    SPHKRIQUES    DANS    l'aIÎTRE. 

§     P>'. 

Il  est  nécessaire  de  rappeler  ici,  avant  d'entrer  en  matière,  en  quoi 
consiste  la  transformation  dite  par  rnjnns  vecteurs  r(k:ii>ioi/ites. 

Étant  donné  un  système  de  points  M,  M',  iNÎ",...,  si  l'on  joint  ces 
points  à  un  point  quelconc|ue  O,  et  que  sui'  les  directions  des  rayons 
vecteurs  OM,  OM',  OM",...  on  prenne  des  longueius  OM,  .  OVi',. 
OM", ,...  telles  que  l'on  ait 

0M.  =  4,   OM'.  =  4,   om;  =  ^,..., 

A'  désignant  une  constante,  les  points  M,,  M',,  M",,...  formeront  une 
figure  déduite  de  celle  qui  est  formée  par  les  points  M,  M',  M",...  au 
moyen  d'une  transformation  par  rajnns  vecteurs  réciproques.  Le 
point  O  est  dit  le  centre  de  la  transformation. 

En  appliquant  cette  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
à  un  plan  ou  à  une  sphère,  on  obtient  une  sphère,  à  moins  que  le 
centre  de  la  transformation  ne  soit  sur  le  plan  donné  ou  sur  la  sphère 
donnée,  auquel  cas  la  figure  transformée  est  un  plan.  Il  s'ensuit  que 
la  même  transformation  change  tuie  ligne  droite  ou  une  circonférence 
en  ime  circonférence,  à  moins  que  la  droite  donnée  ou  la  circonfé- 
rence donnée  ne  passe  par  le  centre  de  transformation,  aviquel  cas  la 
ligne  transformée  est  droite. 

La  propriété  la  plus  remarquable  de  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  consiste  dans  la  conservation  des  angles;  en  d'autres 
termes,  si  deux  lignes  se  coupent,  dans  une  figure,  sous  un  certain 


!28  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ansle,  les  lignes  correspondantes  d'une  autre  figure,  déduite  de  la 
première  au  moyen  de  notre  transformation,  se  couperont  sous  le 
même  angle.  Et  il  résulte  de  là  que  : 

Si  dciijc  surfaces  sont  déduites  l'une  de  l'autre,  au  inojen  de  la 
tratisjormation  par  rajons  vecteurs  réciproques,  les  lignes  de  courbure 
de  l'une  des  surfaces  sont  les  transformées  des  lignes  de  courbure  de 
l'autre  [*]. 

De  ce  qui  précède,  on  déduit  immédiatement  que  : 

Si  une  surface  a  une  ligne  de  courbure  sphérique,  la  sphère  sur 
laquelle  se  trouve  cette  ligne  de  courbure  coupe  la  surface  partout  sous 
le  même  angle  ;  réciproquement,  si  une  sphère  coupe  une  surface  pai- 
tout  sous  le  même  angle,  l'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface. 

En  effet,  si  Ton  effectue  une  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  plaçant  le  centre  de  transforuiation  en  un  point  de  la 
ligne  qu'il  faut  considérer  sur  la  surface,  cette  ligne  devient  plane, 
les  angles  sont  conservés  et  l'on  rentre  dans  les  conditions  du  théo- 

o 

rème  de  M.  Joachimsthal ,  théorème  qui  reçoit  ainsi,  connue  on  voit, 
une  extension  remarquable. 

Il  résulte  de  ce  dernier  théorème  que  : 

Si  dans  une  surface  les  lignes  de  courbure  fie  l'un  des  systèmes 
sont  sphériques ,  la  même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  surfaces  paral- 
lèles à  la  premièie. 

§11. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  procéder  à  la  recherche  des 
surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système  et 
sphériques  dans  l'autre. 

Soient  x,j^^  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  surface  cherciiée; 

[*]  f^oir  un  Mémoire  de  M.  Liouville,  inséré  au  tome  XII  de  ce  Journal,  page  265. 
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p  et  f]  les  dérivées  partielles  —7  ~i  on  aura  les  quatre  équations 

(  «  )  ax  +  hy  -+-  cz  ^  u , 


(2  )  —  np  —  hq  +  c  :=  l  \/ 1  -+-  p-  -\-  tj^, 

(3)  ,    (x-a)^-J-(7  -g)^+(G-7)==a^  +  g=+  f  +  au, 

;  4)  -  (a^  -  a)  /J  -  (jr  -  S)q  +  (-  -  '/)  =  >■  VJ^'  +  V'- 

Dans  les  équations  (1)  et  (2),  qui  appartiennent  aux  lignes  de  cour- 
bure planes,  a,  b,  c,  u  et  l  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  t  dont 
l'une  peut  être  prise  égale  à  i  et  une  autre  à  t.  Dans  les  équations  (3) 
et  (4),  qni  appartiennent  aux  lignes  de  courbure  sphériques,  a,  ê,  7, 
u  et  X  sont  des  fonctions  d'un  second  paramètre  0  dont  l'une  peut  être 
prise  égale  à  0. 

Pour  avoir  l'équation  qui  exprime  que  les  équations  (1)  et  (3)  ap- 
partiennent à  des  lignes  de  courbure  de  systèmes  différents,  soient  dx, 
dj,  dz  les  variations  de  x,  j,  z  sur  la  première  ligne  de  courbure, 
èx,  ùj,  èz  les  variations  sur  la  seconde;  on  aura 

dx  àx  +  dj  âj  +  dzèz  ^=  o. 

On  peut  chasser  les  six  variations  que  renferme  cette  équation  au 
moyen  des  suivantes  : 

a  dx  -h  hdj  +  c  dz  =^  o^     dz  =  p  dx  -\-  q  dy  ; 

[x  —  a)  ^x  +  (j-  —  S)  (?j-  -t-  (z  —  y)  t?z  =  o,     (?s  =  pâx  +  ({r}j; 

il  vient  ainsi 

[hp  -  aq)  [{y  -Q)p-[x-a)q]  +  [a  +  cp)[{x-a)  +  (r.  -  7)  /;] 
+  {b  +  cq)[{j-Q)  +  {z--^j)q]  =  o; 

en  ajoutant  à  cette  équation  celle  que  Ion  obtient  en  multipliant, 
membre  à  membre,  les  équations  (2)  et  (4),  il  vient 

a{x  —  a)  +  b  { j-  —  ë)  +  c  {z  —  y)  =  />,; 

enfin,   à  cause  de  l'équation  (1),  celle-ci  se  réduit  à 
(5)  M  =  ne/.  -1-  iê  -I-  cy  +  11. 
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Pour  mettre  plus  de  clarté  dans  la  discussion  de  l'équation  (5)  et 
pour  n'omettre  aucune  de  ses  solutions,  nous  distinguerons  quatre 
hypothèses  qui  sont  les  seules  possibles  et  que  nous  allons  examiner 
successivement. 

1°.  Les  quantités  a,  ê,  y  sont  liées  par  trois  équations  linéaires. 
Dans  cette  hypothèse,  a,  o,  y  sont  déterminées;  les  sphères  qui  con- 
tiennent les  lignes  de  la  seconde  courbure  sont  concentriques,  et  en 
prenant  leur  centre  commun  pour  origine  des  coordonnées,  on  aura 
a  =:  o,     S  =  o,     y  =  o; 

l'équation  (5)  se  réduit  alors  à 

u  =  //. , 
et  elle  exige  que  l'on  ait 

u  ^  o,      /  =  o  , 
ou  bien 

).  =  iHie  constante  w,     u  =  ml. 

On  a  donc  ces  deux  solutions  de  l'équation  (5), 

a  =  o,     S  =  o,     '/ ^=  o,     u^o,       l  =  o, 
et 

a  =:  o,     c  =  o,     Y  ^  o,     X  =  m,     u  =  ml. 

7.".  Les  quantités  a,  c,  y  so?it  liées  par  deux  équations  linéaires. 
Dans  cette  deuxième  hypothèse,  les  centres  des  sphères  qui  contien- 
nent les  lignes  de  la  seconde  courbure  sont  sur  une  droite  fixe;  en 
prenant  cette  droite  pour  axe  des  z,  on  aura 

a  =  o,     o  =  o; 
l'équation  (5)  se  réduit  alors  à 

u  :=  cy  +  /).  : 

différentiant  par  rapport  au  paramètre  9  dont  y  et  }.  dépendent  seules, 
il  vient 

o  =:  6*y'-i-  /),'. 

y'  ne  peut  être  nul,  car  autrement  y  serait  constant  et  l'on  rentrerait 
dans  la  première  hypothèse;  on  tire  alors,  des  équations  précédentes, 
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ces  valeurs  de  c  et  u, 

.=-a:/,  „=(»-f)/. 

D'où  il  suit  qu'on  doit  avoir 


y      1       ^      7V 
c  = / ,     u  ^=  m, 

c'est-à-dire 


c  := / ,      u  ^=  ni,      — ,  =  — ,      A  —  ^  =  rt , 

m  y  m  7 


C  = /,     u  ^  ni,      }.  =  —  y  -h  n, 

—  et  n  étant  des  constantes;  à  moins  que  l'on  n'ait 
C  =  O,      U  ^  o,      t  =  o. 

Si  c'est  le  premier  cas  qui  a  lieu,  le  résultat  est  susceptible  de  sim- 
plification. On  peut  effectivement  supposer  que  l'une  des  constantes  — 

et  n  est  nulle.  En  effet,  si  —  n'est  pas  nul,  à  cause  de 

m  ' 

C  = /,     M  =  ni, 

m 

les  plans  des  lignes  de  la  première  courbure  passent  par  un  point 
fixe  de  l'axe  des  2,  axe  qui  contient  les  centres  des  sphères  des  lignes 
de  l'autre  coiu'bure:  on  peut  prendre  ce  point  fixe  pour  origine  des 
coordonnées ,  et  alors  on  aura 

u  =  o,      c'est-à-dire     n  ^  o. 

La  deuxième  hypothèse  que  nous  examinons  fournit  donc  ces  trois 
solutions  de  l'équation  (5): 

a.  =^  o ,      g  =  o,      y  ^=  m'i,      f= /,      u=o: 

'  m 

a  =  o,     ê  =  o,     }.=zm,       c  =  o,  n  =:  ml: 

a=:o,     ê=o,     c  =  o ,        M  =  o,  /  =  o; 

m  désignant  une  constante  dans  les  deux  premières  solutions. 

3°.   Les  quaTitités  a,  ê,  y  sont  liées  par  une  seule  équation  linéaire. 
Dans  cette  troisième  hypothèse,  les  centres  des  sphères  qui  contiennent 


i32  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

les  lignes  de  la  deuxième  courbure  sont  dans  un  plan  fixe.  Si  l'on 
prend  ce  plan  fixe  pour  celui  des  .xz,  on  aura 

ê  =  G, 
et  l'équation  (5)  se  réduit  à 

M  =  a  a  +  c  7  +  /  ).  ; 

en  la  différentiant  deux  lois  par  rapport  k  0 ,  on  trouve 

o  =  aa'  +  cy'  -+-  11', 

o  =  aa" -h  c y"  -+-  1 1"  ; 
on  ne  peut  avoir 

Cf.'  y"  —  Y  a"  =  o , 

car  il  en  résulterait  une  relation  linéaire  entre  a  et  y,  et  l'on  rentre- 
rait dans  l'une  des  deux  premières  hypothèses;  il  s'ensuit  que  les 
trois  équations  précédentes  donneront  pour  a,  c  et  u  des  valeurs  de 
la  forme 

a  =  Al,       C=:C/,      U=:l]l, 

A,  C  et  U  étant  indépendants  du  paramètre  t.  Si  /  est  nul,  a,  c  el  u 
le  sont  aussi;  on  obtient  ainsi  une  solution  de  l'équation  (5),  savoir, 

g  =  o,     a  =  o,     c  =  o,     H  =o,     /  =  o; 

cette  solution  est  insignifiante  et  nous  n'en  tiendrons  pas  compte,  car 
elle  ne  donne  évidemment  d'autre  surface  que  le  plan  J"  =  o.  Ce  cas 
mis  de  côté,  on  voit  que  A,  C  et  U  sont  des  constantes;  l'équation 
des  plans  des  lignes  de  la  première  courbure  devient 

/(Ax  -\-  Cz  —  U)  -{-  hj  —  o; 

elle  ne  renferme  qu'un  seul  paramètre  variable,  savoir  le  rapport 
des  quantités  h  et  /;  il  s'ensuit  que  les  plans  des  lignes  de  la  première 
courbure  sont  parallèles  au  plan  des  xz  si  A  et  C  sont  nuls  tous  deux  : 
et  que,  dans  le  cas  contraire,  ces  plans  passent  par  une  droite  fixe 
située  dans  le  plai;  jcz. 

Si  les  plans  des  lignes  de  la  première  courbure  sont  parallèles  au 
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plan  xz ,  on  a 

n  =^  o  ,     c"  =  o  ; 

l'é<|nation  (5)  se  réduit  à 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

/.  =:  une  constante  w,     ii  =  ml. 

Si,  au  contraire,  les  plans  des  lignes  de  la  première  courbui-e  passent 
par  une  droite  fixe  située  dans  le  plan  xz,  on  peut  prendre  cette 
droite  pour  axe  des  z ,  et  l'on  a 

f  ^  o ,     n  =  o; 
l'équation  (5)  se  réduit  à 

(^7a  -t-  /).  =  o. 

On  r.e  peut  supjM)ser  m  a  =  o  ni  a  =:  o;  on  a  donc 

/  =  ma  ,     X  := a , 

m 

m  désignant  une  constante.  On  obtie^nt  ainsi  ces  deux  solutions  de 
l'équation  (5),  savoir, 

§  =  o,     À  ^  m,  cl  =  o,      t  =  o,     u  =  ml; 

o  =:  o,        A  ^ K.        C  =  o,        U  ■=  O,        /  =  tllU. 

4".  Les  quantités  a,  c,  y  ne  sont  liées  entre  elles  par  aucune  équa- 
tion linéaire.  En  différentiant  trois  fois,  par  rapport  au  païametre  5  , 
l'équation  de  condition 

M  =  «  a  H-  Z»  jS  -f-  c  y  +  /  /. , 
il  vient 

o  =  av.'  +  bfj'  -\-  c-f  -+-  IX', 
o  :=  acr."  -h  b^"  -+-  cy"  +  IX" , 
o  =  aa"'+  è/3"'+  cy"'+  IX' . 
Le  déterminant 

!«'»  ê',  y', 
a",  g",  y", 
a.'",      S'",     y'", 
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ne  peut  être  nul,  car  autrement  il  y  aurait  une  relation  linéaire  entre 
a,  S,  7.  On  pourra  donc  tirer,  des  quatre  équations  précédentes,  les 
valeurs  de  a,  h,  c  et  u,  qui  auront  la  forme 

a  =  Al,     /;  =  B/,     c=C/,     u  —  \}l, 

A,  B,  C  et  U  étant  indépendants  de  t.  L'hypothèse  /=  o  donnerait 
a  =  o,  /)  =  o,c  =  o,  ji  =  o,  solution  insignifiante.  En  la  rejetant, 
on  voit  que  A  ,  B,  C  et  U  sont  constantes;  l'équation  des  plans  qui  con- 
tiennent les  lignes  de  première  courbure  devient 

Ao-  +  Bjr  +  Cr  =  U; 

elle  ne  renferme  plus  de  traces  du  paramètre  t;  par  suite,  notre  qua- 
trième hypothèse  ne  peut  donner  aucune  surface  autre  que  le  pian. 
U  résulte  de  cette  discussion  que  Téquation  (5)  n'offre  que  sept 
solutions  distinctes  el  utiles  pour  notre  objet  ;  savoir  : 

■y  =  o,         /<  r=  o,  /  =  o; 

•y  =  o,         )  .  =  m,  u  =  ml; 

y  ^  ml,     c  = /,     K  =  o; 

'  m 

X  ^=  m,       c  =  0,  M  =  /«/; 

c  =  o,  M  =:  o,  /    =  o  ; 

a=^  o,        c  =  o,  u  =  ml; 

r  =  o,        /i  =  o,  /  =  ma. 

Nous  allons  étudier  les  surfaces  qui  correspondent  à  ces  divers  cas. 

§  ni. 

Premier  cas. 

On  a 

a  =  o,      ê^o,     y  =  o,     m  =  o,     /=o; 

si  l'on  fait,  en  outre, 

a  =  t,     h=f{t),     c=z-i,      ■iv  =  e,     >,  =  o(5), 

/et  9  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  les  équations  (i),  19). 


1". 

a  =  0, 

5  =  0, 

2". 

a  =  0, 

ê  =  0, 

3°. 

a  =  0, 

ê  =  o, 

4". 

a  =  0, 

g  =  o, 

5". 

a  ^  0, 

g  =  o, 

6". 

ê  =  o. 

).  =  m 

7"- 

ê  =  o. 

l  =  - 
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(3),  f^i)  du  §  II  deviennent  : 

iz  =  tx-hjfU), 


(0 


/^j:-  —  (jY  —  y  (5)  VI  +  /J^  -i-  7^- 
Si  l'on  résont  les  équations  (i)  par  rapport  k  t  et  /  {t ;,  on  trouve 

/»; 

éliminant  t ,  il  vient 

(3) 

Cette  équation  est  l'une  des  deux  équations  aux  différentielles  pre- 
mières de  la  surface.  On  aura  l'autre  équation  aux  différentielles  pre- 
mières en  éliminant  Q  entre  les  équations  (2);  il  vient  ainsi 


J  ■ 

-'..-'' 

X 

^pz     _ 

qx 

qx 

•  —  py 

X  -^  pz      ^ 

q^  —  py 

■/( 

y  +  «7^ 

\- 

qx-  p) 

■■) 

(4)  z  —  px  —  qj  =  V  I  +  />^  +  7^  ç  {x"^  +  J'  +  z^)- 

On  obtiendrait  l'équation  de  la  surface  sous  forme  finie  en  intégrant 
l'une  ou  l'autre  des  équations  (3)  et  (4);  mais  il  vaut  mieux  faire 
usage  des  quatre  équations  (i)  et  (2).  Nous  mettrons  a  et  h  au  lieu 
de  t  et  / {t)  dans  les  équations  (i),  et  nous  considérerons  a  et  /> 
comme  des  fonctions  quelconques  du  paramètre  /.  Nous  détermine- 
rons ultérieurement  ces  deux  quantités  qui  ne  doivent  contenir  qu'une 
fonction  arbitraire,  de  manière  à  présenter  le  résultat  sous  la  forme 
la  plus  simple  possible.  Les  équations  dont  nous  ferons  usage  sont 
donc 

z  =  ax  +  bj, 

,  ^ ,  ,  an  -h  bq  +  i  =  o , 

(a)  { 

--1    _^_      y2^     Z-     —      0, 


-  px  -qj^  y(5)vl  +  r 
La  deuxième  équation  (5)  et  l'équation 

dz  =  p  dx  -h  qdj 
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donnent  ies  valeurs  suivantes  de  p  et  q  , 

df-iç-bdz  (Le  -+-  a  dz 

*  n  tlv  Il  fl  r  ' 


a  dy  —  b  dx         '  n  dy  —  b  dx 

en  portant  ces  valeurs  dans  la  quatrième  équation  (5),  il  vient 
ai^zdj  —y dz)  ■+-  b[xdz  ~  z do- )  —  [jdx  —  x dj) 
=  o ( 9)  v\«'  +  b^'  +  i)[dx^^dy^'  +  dz-)  -  [dz  -  adx  -  hdjf . 

Cette  équation  est  Téquation  différentielle  ordinaire  de  la  surface 
cherchée;  r/jc,  dj,  dz  y  désignent  les  variations  infiniment  petites  des 
coordonnées  ce,  j,  z  d'un  point  qui  se  déplace  sur  la  surface  en  sui- 
vant une  direction  arbitraire.  Si  le  déplacement  dont  il  s'agit  se  fait 
sur  la  ligne  de  première  courbure,  on  a 

dz  —  n  dx  —  bdj  ^  o. 

et  l'équation  précédente  devient 


[zdj  -jdz)  -+-  ,      A^dz  -  zdx) 


{^) 


yi-t-a^-f-é'  yi-(-n--+-6- 


VI- 


f:, [y  dx  —  X dj)  =  o{6')\ dx^  -\-  dy-  -+-  dz? 


zdj  —  jdz,  xdz  —  zdx  et  y  dx  —  x  dy  sont  les  projections,  sur  les 
trois  plans  coordonnés,  du  double  de  l'aire  inhniment  petite  décrite 
par  le  rayon  vecteur  de  la  ligne  de  première  courbure;  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente  représente  donc  le  double  de  cette 
aire  elle-même,  et  il  aura  pour  \'a\eur y' dx' —  x'dy',  si  l'on  désigne 
par  j:',  j-' des  coordonnées  rectangulaires  situées  dans  le  plan  de  la 
ligne  de  courbure  et  avant  même  origine  que  les  coordonnées  x,y,  z. 
Mors  on  a  évidemment 
S  =z  x'^  -h  y-  -i-  z-  =::  x'^  -+-  y'',     dx^  4-  dy-  ■+■  dz?  =  dx'-  ■+■  dy-  ; 

par  conséquent,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

(7)  y'  dx'  —  x' dy'  =  ç5  (ô )  ^dx''^  +  dy'"^, 

et  on  a,  nous  le  répétons, 

Ô  —  .r"  -h  y'- . 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  187 

Nous  prendrons  pour  fonclion  arbitraire,  au  lieu  de  9  (5),  une  fonc- 
tion $  (ôj,  telle  que 

(8)  ^  =  ^  —  ''^'_, 

<P'  étant  la  dérivée  de  <I>  ;  on  trouve  alors  aisément  que  l'intégrale  de 
l'équation  (7)  est 

(9)  x' cosg -y  sin^- =  *(©). 

^  désigne  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration  ;  mais  il 
la  ut  remarquer  que  cette  constante  peut  varier  avec  le  paramètre  t. 
Quoi  qu'il  en  soit,  l'équation  (9)  exprime  que  les  lignes  de  courbure 
planes  sont  égales  entre  elles;  effectivement,  chacune  de  ces  lignes  est 
définie  par  cette  propriété,  que  In  projection  du  rnjo/i  vecteur  sur 
une  droite  Jixe  est  égale  à  une  même  Jonction  <!>  du  carré  de  ce  rajoii 
vecteur.  Nous  supposerons  que  la  droite  fixe  dont  il  s'agit  fasse  avec 
les  axes  des  x.  des  j  et  des  z  des  angles  dont  les  cosinus  soient  pro- 
portionnels à  t,  f  {t)  et  I  ;  la  fonction  arbitraire  du  paramètre  /,  qui 
doit  entrer  dans  l'équation  finale,  est  ainsi  fixée.  Revenant  aux  coor- 
données x-^j,  z,  l'équation  (9)  devient 


z  +  tx  +ff  =  \Ji+t'  +p  $(Ô). 

Nous  la  représenterons  simplement  par 

(10)  V  =  o, 
en  posant 

(1 1)  V  =  z  +  tx  +fj  -  \!i+  t--\-p<^{x-  4- J-*  +  2'). 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  a  et  h  en  fonction  de  t  et  J  ,  cela 
fait,  l'équation  (10)  et  la  première  équation  (5)  feront  connaître  la 
surface  cherchée. 

Remarquons  d'abord  que  la  droite  qui  fait  avec  les  axes  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  t,  f  [t)  et  (,  est  située  dans  le 
plan  représenté  par  la  première  équation  (5);  on  a  donc 

(12)  at  +  bf=\. 
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En  second  lieu,  différentions  l'équation  (lo)  et  la  première  équa- 
tion (5);  il  vient 


d\ 


riz  +  tdx  +  fdf  —  aioc dx  -Jrj dy  +  zclz)  \  \  +  t^  +  f^  $'+  ~r^^  ~  °' 

dz  —  a  dx  —  bdj  =^  [a' x  +  b'  r)dt; 
d'où,  en  éliminante//. 


!dz  -+-  t  dx  +  fdj  —  -i  (x  dx  -\- j dj  ■+■  zdz)\i'i-+-  t^  -h  /  *  <!>' 
dz  —  adx  —  bdr  dV 
H -, r, -r  =o. 
a  X  +  0  y         at 

Cette  équation ,  qui  ne  renferme  que  les  différentielles  des  coor- 
données X.  y,  z,  doit  être  identique  avec 

dz  ^  p  dx  +  qdy; 

on  doit  donc  trouver  une  équation  identique  en  vertu  de  celles  déjà 
formées,  en  portant  dans  la  deuxième  équation  (5)  les  valeurs  de  p 
et  q  tirées  de  l'équation  (i3)  :  or,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendra  le 
même  résultat  en  remplaçant,  dans  l'équation  (i3),  dx ,  dy  et  dz  par 
a,  b  et  —  I  respectivement.  On  trouve  ainsi .  en  avant  égard  à  l'équa- 
tion (la)  et  à  la  première  équation  (5), 

Ainsi  les  valeurs  de  a  et  Z*  en  fonction  de  ?  et  /  doivent  être  telles, 
que  la  première  équation  (  5),  l'équation  (lo)  et  l'équation  (i4)  appar- 
tiennent toutes  trois  à  la  surface.  Mais  les  deux  dernières  équations 
ne  renferment  ni  a  m  b;  il  est  dès  lors  inutile  de  déterminer  leurs 
valeurs,  et  l'équation  de  la  surface  cherchée  s'obtiendra  en  éliminant  / 
entre  les  équations 

(i5)  V  =  o,     ^  =  o. 

La  surface  dont  nous  venons  de  former  les  équations  est  celle  dont 
toutes  les  normales  sont  tangentes  à  la  surface  d'un  cône  à  base  arbi- 
traire. Elle  a  été  étudiée  par  Monge.  qui  en  a  fait  connaître  diverses 
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propriétés  dans  son  A pplicalion  de  L'Analyse  à  la  Géométrie  (cin- 
quième édition,  page  286);  elle  constitue  un  premier  genre  parmi  les 
surfaces  que  nous  examinons  dans  cette  deuxième  partie  de  notre 
Mémoire. 

§  IV. 
Deuxième  cas. 

On  a 

a  =  o,      g  =  o,      -y  =  o,     },'=  /!i,      Il  =^  ml; 

les  équations  relatives  aux  lignes  de  première  courbure  sont 

ax  -+-  hy  +  cz  =  ml , 
-  ap  —  bq  -^  c  =  /  v'  I  -I-  p*  -H  7^  • 

On  peut  faire  l'une  des  quantités  a,  h,  c,  l  égale  à  i,  et  l'iuie  des  trois 
autres  égale  à  /  ;  les  deux  autres  demeurent  des  fonctions  indétermi- 
nées du  paramètre  t.  Au  contraire,  les  équations  qui  se  rapportent 
aux  lignes  de  courbure  sphériques  ne  renferment  que  la  seule  arbi- 
traire 7.V,  qui  peut  être  prise  pour  le  paramètre  des  lignes  de  seconde 
co!irbiire.  Ces  équations  sont,  en  effet. 


La  dernière  de  ces  équations  ne  renferme  pas  le  paramètre  6  ;   la 
surface  dont  il  s'agit  a  donc  l'équation 


!  i)  z  —  px  ~  cjj  :=  m  \J  \  -\-  p^  -h  (/-  ; 

cette  surface  est  développable ,  les  lignes  de  la  première  courbure  sont 
les  génératrices  droites,  et,  par  suite,  les  plans  de  ces  lignes  sont 
essentiellement  indéterminés. 

Si  l'on  désigne  par  t  un  paramètre,  par  fit]  une  fonction  arbi- 
traire, et  qu'on  fasse 

\  =  z  -+  tx  +  Jj  —  m\/i  -h  t^-h  /S 

l'équation  de  la  surface  cherchée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  t 

18.. 
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entre  les  deux  équations 

V  =  o,     ^  =  o. 

Il  est  ainsi  aisé  de  voir  que  l'arête  de  rebroussement  de  cette  sur- 
face déveloopable  est  située  sur  la  sphère  de  rayon  m.  Dans  le  cas 
particulier  de  m  =  o,  on  obtient  les  surfaces  coniques  à  base  arbi- 
traire. 

La  surface  dont  nous  nous  occupons  est  comprise  dans  celles  qui 
forment  le  premier  genre  ef  que  nous  avons  étudiées  au  paragraphe 
précédent.  On  l'obtient  en  supposant  $  =  m  dans  les  équations  (  i5) 
de  ce  paragraphe. 

Il  faut  remarquer  que  l'analyse  ne  peut  ici  déterminer  les  plans  des 
lignes  de  la  première  courbure,  mais  on  est  le  maître  d'assujettir  ces 
plans  à  passer  par  un  point  fixe.  Tout  devient  alors  déterminé  et  l'on 
rentre  dans  l'analyse  du  §  III. 

§  V. 
Troisième  cas. 

a  ^  o,     0  =  0,     7  =  m}.,     c  = l.     M  =  o  ; 

si  l'on  fait,  en  outre, 

n=t,     h=j\t),     c  —  ~-\,      i\j  —  'i,     ).  =rç)(5), 

y  et  çp  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  les   équations  (1),  (a;, 
(3),  (4)  du  §  II  deviennent  : 


(0 

pt  +  qj{t)  +  I  =  —  )«  V 1  +  p*  -<-  '/'  : 

\X'^  +  j'  +  ;3-  —  2/«S(jj(5)  =  ô, 

\z  —  px  —  qy  =  [m  -+-  \i  -+-  p''  ■+-  q*)  f  (6). 

Si  l'on  élimine  t  entre  les  équations  (1),  9  entre  les  équations  {■*), 
on  aura  les  deux  équations  aux  différentielles  premières  de  la  surface 
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dont  nous  nous  occupons  ;  savoir, 

...^       ^z  + j(i-f-/»  y/i +  /''+?')        ,Sr/z-}-y{i-i-'>i\/i  +  p^-hr}'\_ 
''  qj^—py  -^  V  <F—pr  J  —  «J- 

-  —  pj:  —  'ly  /     ■.  o  <)  z  —  px  —  ii\ 

(4)       ^ =  ç>    j:-  +  y-  +  z-  -  2  wz. ,  ''  -     ■ 

Ces  équations  sont  trop  compliquées  pour  servir  utilement  à  la  re- 
cherche de  l'équation  sous  forme  finie.  Il  vaut  mieux  conserver  les 
équations  (i)  et  [i);  mais  ici,  comme  au  §  lli,  nous  remettrons  a  et  h 
au  lieu  de  t  tX.  f  (^t).  nous  réservant  de  détern)nier  ultérieurement  la 
fonction  arbitraire  du  paramètre  t  qui  doit  entrer  dans  le  résultat 
final.  Ees  équations  que  nous  emploierons  soiit  donc 

r  =  ax  --H-  /*j, 
^  np  +  hq-^  \  =  —  m  y  H-  p^  +  7^ 

^    '  ^  "^  -(-  j^  +  £=  —  2  inz  0  =  0, 


—  px  —  tjf  =  (m  -\-  \  t  +  /j-  -t-  r/-*  )  ç. 
Différentiant  la  dernière  équarion(5),  il  vient 

—  X dp  —  Y  dq  =  {m  4-  v' I  4-  p-  +  7*  )  œ'  r/9  +  P  P  '^''  'L  o 

^i  +  P'^T   ' 

si  donc  on  prend  p  et  q  pour  variables  indépendantes  ,  on  aura 


(6)  x  =  - (m  + vi  +  A''  +  7')?';5;: -?7== 

"p         \i-i-p- 


Il  J  =  —  [m  -+-  \!  j  -^  p"^  -+-  q^ 


''7        '  \/i-\-p''-^fp 
portant  ces  valeurs  de  x  et  j  dans  la  dernière  équation  (5; .  il  vient 


(8)   :,  ^  -  {,n+  SJI  +  p^  +  q-)  ^'.(l>^^  +  q-)  +  <f^^ 


r 


Substituons  à  a;,  /  et  z  les  valeurs  précédentes  dans  la  première  équa- 
tion (5)  et  dans  la  troisième,  il  viendra,  en  avant  égard  à  la  deuxième 


9)  ('^-/^)4;  +  (^'-'?);^ 
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équation  i  5) , 

.  dO  ,,  .  dô 

O, 

i{m^  —  i)ç)-+  6 
=  (,«  +  v.  +  />^  +  ?0   o'-[(^)   +y   +(f;^  +  7;^)    |- 

Des  équations  (9)  et  (10)   on  tire,   en  avant  égard  à  la  deuxième 
équation  (5), 

'!l^if)_  g) v/(^-i)?'  +  9 ^ 

'h'  o  \in  -\-  \l  i  ~{- p-  +  q-)  \l  i -i-  p' ->r  q''  \Ja-  ■+-  i'+  1  —  m- 

'''/  o'  .{m  ^  <J  i-\-  p-  -ir  q^)  \j  1  +  p-  -Jr  7-  y/rt' 4-  A' +  l  —  m- 

^     1-  11     "'9        d^     ,  ,,, 

Si  1  ou  porte  ces  valeurs  de  —  et  —  dans  1  équation 

,,        dh    ,         dfi  , 
il  vient 


(II) 


/t/6  [b — <l)dp  —  (a  —  p)'l'l 

^{m'—  i)  o^  +  9  [m  -h  \/\-h  p'-h  7')  V^i-f-/^'  +  q'  v'«'  -+ 


Au  moyen  de  la  deuxième  équation  (5),  on  peut  ramener  le  second 
membre  de  l'équation  (i  i)  à  ne  plus  contenir  que  deux  variables,  et , 
par  suite,  à  être  une  différentielle  exacte,  puisque  le  premier  membre 
en  est  une.  Voici,  je  crois,  le  njoyen  le  plus  simple  de  faire  le  calcul. 
Soit  ^  une  nouvelle  variable,  telle  que 


,       ,  .     .,         \^a-  +6^-1-1  —  m-     ï  +  m  \/i+p'  -h  q^ 

(12)  sinC  =  .-         •  .  -■ 

\Ja-  -+-  h''  m  -h  \Ji  -h  p-  -+-  q- 

De  l'équation  (12)  jointe  à  la  deuxième  équation  (5),  on  peut  tirer 
les  valeurs  de  p  et  (j  en  fonction  des  deux  variables  Ç  et  ^;  on  aura 
ensuite  aisément  leurs  différentielles,  et  en  substituant  dans  l'équa- 
tion (i  i),  il  viendra 

(i3)  ,-  ^   =  +  -" )-  '  =.  -h  dC  —  0. 

\l[m^  —  i)ç-4-9         (fl=-|- i'Jv/fl'-t-i'-f-i— »»' 
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équation  où  les  variables  sont  séparées,  et  qui  est,  |)ar  const-quent, 
imniéiliatement  intégrable. 

Pour  avoir  un  résultat  débarrassé  de  signes  d'iîitégration ,  nous 
prendrons,  au  lieu  de  ç(5),  une  autre  fonction  arbitraire  <I*(5),  telle 
que  l'on  ait 

,      ,,  *  — 20*' 


et ,  par  suite  , 

\l\>vr  —  I  )  C5-  -h  y  =  =^=  , 

V'(/n'— l)ç'+ 9  V'('""  —  O^'-^-® 

Nous  ferons  aussi,  pour  abréger, 

çV^i— /«'  .     „  /(»)'— i)  ç' -h  9 

i— — = =  sin  6o»      "^ r  =  cos  6„, 

Oi/l — «,=  ,  y/(OT' — 1)*'+9  ^ 

^ —  =  sin0,        -^^ 7= =  cos0, 

v^  y/e 

équations  d'où  l'on  déduit  immédiatement,  par  la  différentiation, 


:>5) 


(.6)  d%,^-d<è=4^^^JJL.- 

Il  reste  encore  à  indiquer  quelle  sera  la  fonction  arbitraire  j  du 
paramètre  f  qui  doit  entrer  dans  le  résultat;  nous  la  définirons  en 
posant 


équations  d'où  l'on  tire  aisément 
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puis 


ba'-ab'  it/'-/)\/T+f"^^{lf'—fy 


(•9) 


f"  (n- m  \/i-ht'-hf')  v^  +  f'  +  / 


Oi-  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

^'''^=^'  ^'-'-'^■  +  ^^  ('-^'--^i  =  cos  T, 


(t  +  ff']\/a'-^  b 
l'équation  !  19)  se  réduit  à 


(21) '=^  —  — • 

(«=-1- A=)  Vfl'+ *■-!- •  —  '"' 

En  vertu  des  équations  (16)  et  (21),  l'équation  (i3),  qu'il  s'agit  d'in- 
tégrer, devient 

(22)  <IQ„- rie -h  rlT -h  dÇ  =  o, 

et  l'on  en  tire 

©0— 0  +  T  +  Ç  =  constante. 

On  peut  supposer  la  constante  nulle,  car  elle  se  fond  dans  0.  Effec- 
tivement, l'équation  (i4)  peut  s'écrire 

dQ  =  —  y/ 1  —  m^ 


2  9  v'(  /«'  —  I  )  9'  +  61 


la  fonction  <!>  est  donc  telle,  que  la  fonction  0  qui  en  dépend  se  trouve 
naturellement  munie  d'une  constante  arbitraire  qui  y  entre  par  addition. 
Ainsi ,  on  peut  écrire 

Ç  =  e-0o-T; 
d'où 

sin  u  =  (sin  0  cos0o  —  cos  0  sin  Q„)  cos  T 
—  (cos  0  cos  00  4-  sin  0  sin  ©o )  sin  T. 


(a'S' 
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En  vertu  des  équations  (i-i),  (i5),  (i8)  et  (20),  cette  équation  devient 


[m  -4-  V  I  +  t'  +  Ds  ■  H-/"--  [{/'-  ff-- 


v/. 


|^;,-„.),TTg:p7-.(,y-y)[lJ!SIff^7'/''°---'»-^-'] 

Si  l'on  suppose  que  a,  è  et  ^  soient  partout  remplacées  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (14)  et  17  s  l'équation  de  la  surface  cher- 
chée sera  le  résultat  de  l'élimination  de  /',  q,  t  et  6  entre  les  quatre 
équations  (5)  et  l'équation  ;  23).  On  peut  donner  au  résultat  une 
forme  un  peu  plus  simple,  mais  les  calculs  sont  compliqués,  et  nous 
nous  bornerons  à  ce  qui  précède. 

Les  surfaces  dont  nous  venons  de  former  les  équations  constituent 
un  second  genre  parmi  celles  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes 
dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre.  Les  plans  des  lignes  de 
l'une  des  courbures  sont  tange.its  à  une  surface  coniqvie  à  base  arbi- 
traire, et  coupent  la  surface  sous  un  angle  dont  le  cosinus  est  propor- 
tionnel au  cosinus  de  l'angle  que  ces  mêmes  plans  font  avec  un  plan 
fixe.  Ces  surfaces  comprennent,  comme  cas  particulier  correspondant 
à  m  =  o,  les  surfaces  dont  nous  avons  formé  le  premier  genre;  mais 
celles-ci  ont  une  propriété  qui  leur  appartient  exclusivement,  propriété 
qui  consiste  en  ce  que  les  lignes  de  l'une  des  courbures  sont  sur  des 
sphères  concentriques  ;  c'est  pour  cette  raison  que  nous  avons  cru 
devoir  les  considérer  à  part. 

§  VI. 
Quatrième  cas. 

On  a 

a  =  o,      0=0.      À  =  m,     c  ^  o,      u^  ml  : 

si  l'on  fait .  en  outre, 

a=t,      A=-.,      J=f[t),     7  =  6,      -iv^-piÔ). 

r«fi-.f  XVm   _  Aïr.iL  1.853.  '9 
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f  et  ç  désignant  deux  fonctions  arbitraires,  les  équations  (s  i,  (2),  (3), 
(4)  du  §  II  deviennent  : 


(0 


(c/  -  pt  =  f{t)^'i+  p--h(j-; 

\JC-  -hj-  +  2'-  202=  (p(e), 


—  px  —  c/f^Q-\-m\Jt-hp^ 


Si  Ton  élimine  t  entre  les  équations  (i),  5  entre  les  équations  (2),  on 
obtient  les  suivantes  : 

qx  —  pf  ,•  /  f  y/i  +  p^+  f''  -f-  niq  \ 


(3)  ?-^  — /^r  _   z-  /■?•  yijj- 

a:  v/i  +  /?'  4-  7'  +  OT/'  \  X  v^i  4 

(4) 


j?-  +  J-*  +  2'  —  2 z  (z  —  /jj:  —  qy  —  m\li  +  p"^  -\-  q^)]^ 
(f{z  —  px  —  qy  —  m  \h  -h  p^  +  q'^  )  ) 


qui  sont  les  deux  équations  aux  différentielles  premières  de  la  surface 
dont  nous  nous  occupons.  Pour  avoir  l'équation  sous  forme  finie,  nous 
nous  servirons  des  équations  (i)  et  (2).  Si  l'on  différentie  la  deuxième 
équation  (2),  il  vient 

-  xdp  -rdq  =dQ  +  m  J;±+S^, 

en  prenant  donc  p  et  q  pour  les  variables  indépendantes,  on  a 

(5) 

(6)  I  = 

la  deuxième  équation  (2)  donne  ensuite 

(7)  z  —  e=  —  (p— -^-q  —  ]-i-in-j. 

Portant  les  valeurs  de  x^y,  z,  tirées  des  équations  (5),  (6)  et  (7), 
dans  la  première  équation  (i)  et  dans  la  première  équation  (2),  il  vient, 


./5 

m 
m 

P 

dp 
dO 

V'i4-  f'- 
7 

-\-T 

dq 

\Ji+p' 

+  -7' 

PURES  ET  APPLIQUÉES.  i/j? 

en  avant  égard  à  la  deuxième  équation  (i), 

Des  équations  (8)  et  (9)  on  tire 


r/e  _      y/ç(9) +6^— /«= 

^^P         y/i  4-  ^'  -H  (/?  -H  qtY 

^7           v/n-''-+-l7'  +  '7')'' 

i'équation 

devient  alors 

(.0) 

d^                                  dp->r  tdq 

;    ,  ->         —            .            /           -.        ,  — ■  ■  ■     :>,: 

Au  moyen  de  la  deuxième  équation  (ly,  on  peut  ramener  le  second 
membre  de  l'équation  (10)  à  ne  plus  contenir  que  deux  variables  ;  des 
lors  ce  deuxième  membre  deviendra  une  différentielle  exacte,  et  l'équa- 
tion (10)  sera  immédiatement  intégrable.  Soit  Ç  une  nouvelle  variable 
telle  que  l'on  ait 

(n)  p^(jt  =  i;s'i  +  ^% 


et 


(i9.)  dp  -h  td(j  =  dÇ,  \/i  -^  t--\-  i       ■        —  fAdt; 

l'équation  (lo)  devient 

Or,  si  l'on  élimine  p  entre  l'équation  (10)  et  la  première  équation  (i) 
l'équation  finale  est 

19  • 
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en  vertu  de  laquelle  l'équation  (i3)  se  réduit  à 

dt  dd  fdt 


04) 


v'ï'-M         v^y  (S)  +  9'— /?!=        (n- f)  v^i-t-f— /= 


Nous  prendrqns ,  au  lieu  de  /et  '^  ,  deux  autres  fonctions  arbitraires 
F  (/)  et  $  (ô),  telles  que  Ton  ait 

/  _  I  F'(0  •   I _        1  f'fS)  _ 

d'où 

l'équation  Cr4)  devient  alors 

,   r-s  de,  *'(9)</e         F'(/)A 

Intégrant  et  observant  que  la  constante  se  fond  dans  les  fonctions 
arbitraires,  il  vient 

2  log  (Ç  ^  v/Ç^^^)  +  log  $  (ô)  =  log  F  (<), 
ou 


(17)  (Ç  +  v'Ç' +  ')«'(«)  =  F  (/). 

Or  l'équation  (11)  et  la  seconde  équation  (i)  donnent 


" —    / ;'      ''  —  / — 'r~r-,  ' 

ce  qui  réduit  l'équation  (17)  a 


(.8)       ^^-^^^-*-^-^;^-^{'^-^^'^'^')'o(6)^F(0. 

Si  l'on  imagine  que^  (<)  soit  partout  remplacée  par  sa  valeur  tirée  de 
la  première  équation  (i5),  l'équation  de  la  surface  cherchée  sera  le 
résultat  de  l'élimination  de  p,  q,  t  et  9  entre  les  cinq  équations  fi),  (2) 
et(i8). 

Les  surfaces  représentées  par  les  équations  (i),  (2)  et  (18)  consti- 
tuent le  troisième  et  dernier  genre  des  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre.  Les  plans 
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lie»  lignes  de  In  première  courbure  sont  tangents  à  un  cvluidre  dans  le 
cas  général,  et  passent  par  une  droite  fixe  dans  le  cas  particulier  de 
1)1  — o.  Ce  cas  de  02  =  0  n'est  pas  aussi  particulier  qu'on  pourrait 
croire;  effectivement,  les  fonctionsy  et  9  étant  partout  remplacées  par 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i5),  si  l'on  considère  les  fonctions  F 
et  <])  comme  déterminées,  et  m  comme  un  paramètre  variable,  les 
diverses  surfaces  représentées  par  les  équations  (il,  (2)  et  (18)  seront 
parallèles;  elles  peuvent,  en  conséquence,  se  déduire  facilement  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  de  celle  qui  correspond 
à  w  =  o.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit  au  ^  V  de 
la  première  partie. 

Dans  celte  liypothèse  de  ni  =  o,  si  Ton  élimine  p,  <[  et  t  entie  les 
équations  (i),  (2)  et  (18),  il  vient 


(.9)  .-e-v/.^  +  ,r'+Jiz:i)L.i>(9)  +  f  ('-]  =  o, 

^   ^'  ::_9  +  v/x=  +  _^-+  (3-9)^      ^     '  V' 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'on  reproduit  la  première  équation  (a)  en  dif- 
férentiant  l'équation  (19)  par  rapport  à  9.  Si  donc  on  fait 


\l x'- -Jr- y'' -\~  [z —  8)' 


z  —  ')-^\lx-'-+x''-^[z—  f) 


|0(5)  +  f(^). 


l'équation  de  la  surface  dont  nous  nous  occupons  sera  le  résultat  de 
l'élimination  de  5  entre  les  deux  équations 

(20)  y  =  o,    -  =  o. 

La  surface  représentée  par  les  équations  (20)  a  été  considérée,  pour 
la  première  fois,  par  M.  Joachimsthal,  dans  le  Mémoire  cité  plus 
haut. 

§  VIL 

Cinquième  cas. 
On  a 

«  r=  o,        O  ==  o,       C  =  O,        Z^  =  o,        /  =  O. 

Les  équations  relatives  aux  lignes  de  courbure  planes  sont 

ax  +  hy  =  o , 
ap  +  è^  =  o  ; 


i5o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

on  en  déduit 

q^-Pf==  o; 

on  ne  trouve  donc,  dans  ce  cinquième  cas,  que  les  seules  surfaces  de 
révolution,  qui  sont  comprises  dans  le  premier  des  deux  genres  de 
surfaces  étudiées  dans  la  première  partie. 

Les  équations  relatives  aux  lignes  de  courbure  sphériques  renfer- 
ment trois  indéterminées,  et,  par  suite,  deux  fonctions  arbitraires 
d'un  paramètre.  Les  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  la  seconde 
courbure  sont  essentiellement  indéterminées,  puisque  ces  lignes  sphé- 
riques sont  ici  les  parallèles  de  la  surface. 

§  VIIL 

Sixième  cas. 

On  a 

ê  =;  o,     >,  =  m,     a  =  0,     c  ^  o,     u  =  m/, 

m  étant  une  constante  :  si  l'on  fait,  en  outre, 
/>  =  —  I,      l=z  —  t, 

les  équations  relatives  aux  lignes  de  courbure  planes  sont 

j=  mt, 
cj  =  t  v/i+p*  +  7'  ; 

et  en  éliminant  t,  on  obtient  l'équation  différentielle  partielle  de  la 
surface,  savoir 

mq  =z  j  \\ -h  p""  -+-  q^  ; 

c'est  l'équation  générale  des  surfaces  des  canaux  dont  l'axe  est  une 
courbe  plane  arbitraire.  Les  lignes  de  l'une  des  courbures  sont  dans 
des  plans  parallèles;  les  lignes  de  la  seconde  courbure  sont  des  cir- 
conférences qui  ont  leurs  centres  dans  un  même  plan.  Ces  surfaces 
sont  donc  comprises  parmi  celles  qui  forment  le  premier  genre  des 
surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 

Les  lignes  de  courbure  sphériques  étant  des  cercles,  les  sphères  qui 
les  contiennent  ne  sont  pas  déterminées,  et  c'est  ce  «pie  l'analyse  ni- 
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clique  en  laissant  trois  quantités  indéterminées,   clans  les  équations 
qui  se  rapportent  aux  lignes  de  la  deuxième  courbure. 

§  IX. 
Septième  cas. 
On  a 

S  ^  G,     X  = a,     c  =  G,     M  =  G,     /  =  ma  : 

m 

si  l'on  fait,  en  outre, 

rt  =  <,      ^  =  —  I , 

les  équations  relatives  aux  lignes  de  la  première  courbure  sont 

j  =  tx, 


q  —  pt  r=  mt  \  i-\-  p-  -h  q^. 

En  éliminant  t,  on  aura  l'équation  aux  différentielles  premières  de  la 
surface,  savoir 

qx  —  pj  =  mj  \l  i  ~h  p"^ -h  q'^ . 

La  surface  dont  il  s'agit  ici  est  évidemment  un  cas  particulier  des 
surfaces  considérées  par  AL  Joachimsthal,  et  dont  nous  avons  formé 
l'équation  au  §  VL  On  voit  aussi  qu'elle  est  encore  un  cas  particulier 
des  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  (§  lY  de  la 
première  partie).  Les  lignes  de  la  seconde  courbure,  étant  planes  et 
situées  sur  des  sphères  de  rayons  finis,  sont  nécessairement  des  cir- 
conférences. Il  est  très-aisé,  d'ailleurs,  de  vérifier  ce  résultat  à  poste- 
riori. 

Comme  dans  les  deux  cas  qui  précèdent,  l'analyse  ne  peut  détermi- 
ner les  sphères  qui  renferment  les  lignes  de  la  seconde  courbure. 
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TROISIÈME  PARTIE. 

DES    SURFACES    DONT    TOUTES    LES    LIGiVES    DE    COURBURE    SO:>fT 
SPHÉRIQUES. 

§    I"- 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  §  1"  de  la  deuxième  partie,  si  toutes  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  spliériques.  on  a,  en  faisant 
usage  des  notations  déjà  employées, 

(i)  [x  —  a)-  -+-  {j  —  bf  +  (s  —  c)-  =:  n--h  b^+  c'  -h  ou, 

{2)     -{jc  —  a)p  —  ij-  -  b)'i  -+-  {z  —  c):=  l\i  +  p'-hf-, 

(3)  (.r  -  a)-  ^{j  -  §y-  +  (z  -  7)=  =  a'  +  ê^  -h  7=  +  2  -j, 

(4)  —  {x  —  ixjp—  (j-  ê)<7  +  (z-  7)  =  Xyi-t-/^'-^?"; 

n,  b,  c,  u,  l  étant  fonctions  d'un  paramètre  /.  tandis  que  a,  ê,  7,  i>  et  ). 
sont  fonctions  d'un  second  paramètre  S.  Les  équations  (i)  et  (2)  sont 
ainsi  relatives  aux  lignes  de  la  première  courbure;  les  équations  {'5\ 
et  (4)  se  rapportent  aux  lignes  de  la  deuxième  courbure.  La  condition 
de  perpendicularité  des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  même 
point  s'obtiendra  en  éliminant  les  six  variations  tlx ,  dj.  dz,  &x, 
«?V,  (?-  entre  les  cinq  équations 

djcâx  -+-  dj dy  +  dzâz  =  o. 
{x  —  a)dx  -^  \j  ~  b)dj  +  [z  —  c)dz  =  o,     dz  =  pdx  -h  t/dj-, 

(x  —  a.)ùx  +  {)■  —  g)  èj  +  {z  —  7)  &z  =  o.     âz  =  pâx  -^  q^y. 

On  trouve  ainsi,  en  ayant  égard  aux  équations  (i),  (2),  (3),  (4)» 
(;■))  u  -\-  -j  +  acf.  -4-  Z»o  -h  ^7  =  //. 

Dans  la  discussion  de  cette  équation  de  condition,  nous  distinguerons 
quatre  hypothèses  qui  sont  les  seules  possibles,  et  que  nous  allons 
examiner. 

1°.  f^es  quantités  a,  b,  c  sont  liées  par  trois  équations  linéaires. 
Dans  cette   hypothèse,   a,   b,    c  sont    déterminées;    les  sphères   qui 
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contiennent  les  lignes  ùe  la  pi-emière  courbure  sont  concentriques,  et, 
en  prenant  leur  cenire  commun  pour  origine  des  coordonnées,  on 
aura 

n  =:  o,     h  ^  o,     c  =  o; 

l'équation  (  5)  se  réduit  alors  à 

n  ~h  V  =  11. 

En  la  diflérentiant  par  rapjjort  à  t,  il  vient 

u'=  l'I. 

Cette  dernière  exige  que  ii'  et  /'  soient  ruds  ou  que  ).  soit  constante. 
Le  cas  de  n'  =  o  donnerait 

Il  =  constante; 

par  suite,  !a  surface  serait  une  sphère.  Rejetant  cette  solution  et  dési- 
gnant par  m  et  m'  deux  constantes,  on  a 

A  =  — ,     2 II  =  ml  ,     «I  ou      lit  ^=  ml  -\-  m  , 

2 

puis 

2U  =  —  m'. 

On  a  ainsi  cette  solution  unique  de  l'équation  (5), 

a=^o,     b=^o,     c  =  o,      iu^=ml-\-m',      2i;=  —  m',     >,  =  — ■ 

2°.  Les  quantités  a.,  b,  c  sont  liées  par  deux  équations  linéaires. 
Dans  cette  deuxième  hypothèse,  les  centres  des  sphères  qui  contien- 
nent les  lignes  de  la  première  courbure  sont  situés  sur  une  droite  fixe. 
En  prenant  cette  droite  fixe  pour  axe  des  z,  on  aura 

fl  =  o,     />  =  o; 

l'équation  [S]  se  réduit  alors  à 

u  -h  u  +  cy  =  /),. 

Différentiant  cette  équation   par  rapport  à  6,  puis  celle  obtenue  par 

Tom€  XVIII,  -  Avril  i853.  20 
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rapport  à  t.  il  vient 

c'-/  =  l'y! . 

c'  ne  peut  être  nul,  car  autiement  c   serait  constant,  et  l'on  rentre- 
rait dansJa  première  hypothèse.  On  tire  alors  des  équations  précédentes 


Il  faut  donc  de  deux  choses  l'une  :  ou  que  7',  u'  et  ),'  soient  nuls,  ou 

/'         ,        cl' 
que  -7  et  / r  soient  constantes. 

'        c  c 

Supposons  d'abord  le  premier  cas ,  savoir  : 

•y'  =  o  ,      y'  =  o  ,      /.'  ^  o  ; 

les  centres  des  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  la  seconde  cour- 
bure sont  dans  un  plan  fixe  perpendiculaire  à  l'axe  des  z:  on  peut 
prendre  ce  plan  pour  celui  des  xj,  et  alors  on  a 

m'         ,         m 

m  et  m!  désignant  des  constantes.  L'équation  de  condition  [^)  donne 
ensuite 

m   ,  m' 

U  —   ~   l  -\ 

2  2 

Considérons  maintenant  le  deuxième  cas.  On  aura,  en  désignant  par 
m  et  m'  deux  constantes, 

1.  =1  me  -\ 1 

2 

7'  =:  niA  ,      u'  ==  —  A  ; 
'  2 

intégrant  et  désignant   par  m"  et  m"  deux    nouvelles  constantes  .    il 

vient 

.         m"                 m' ,         /«' 
y  —  m).  -^ )      y  =  —  A  -i 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i55 

L"(({iial!oii  de  condition  (  j)  donne  enfin 


On  a  ainsi  ces  deux  solutions  de  l'équation  (5)  : 
a  =  o  ,     b  ^=  o,      2;<  =  ml  +  m' , 

,  .  m 

7  =  0,      iu  =  —  m  ,      /  =  — , 
'  '2. 

et 

rt  =  o,      h  =  o.     III  =z  —  m"  c  —  ni". 

1  >n'  ^  m"  ,  • 

i  z=  me  -\ î      'I  ^=  nik  -+-  —  ■>     2  u  =  m  /.  4-  m    . 

2        '  -?. 

m,  m',  m"  et  ni"  désignant  quatre  constantes. 

3°.  Les  quantités  a,b^  c  sont  liées  par  une  seule  équation  linéaire. 
Les  centres  des  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  la  première  cour- 
bure sont  dans  un  plan  fixe.  En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  yz,  on 
aura 

a  =  0. 

et  l'équation   '  ,t)  se  réduit  à 

M  +  u  +  /;  ê  +  (?  7  =  /).. 

Diflérentiant  une  Fois  par  rapport  à  6  ,  puis  ensuite  deux  fois  par  rapport 
à  /,  il  vient 

i>'+  è  o'-i-  r  7'=  /  À', 

h'î'+  c'Y=z  l'y, 

On  ne  peut  avoir 

h'  c"  —  c'  è"  =  o , 

car  autrement  il  y  aurait  une  relation  linéaire  entre  Ij  et  c,  et  l'ou 
rentrerait  dans  les  hypothèses  précédentes;  on  peut  donc  tirer  des  deux 
dernières  équations  des  valeurs  finies  de  é'  et  y',  et  ces  valeurs  auront 
la  forme 

g'=BX',     /=C//, 

R  et  C.  étant  fonctions  du  seul  paramètre  t. 
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Si  S'  et  7'  sont  nuls,  ê  et  7  sont  constantes;  les  sphères  qui  contien- 
nent les  lignes  de  la  seconde  courbure  ont  leurs  centres  sur  luie  ligne 
droite,  et  Ton  rentre  dans  la  deuxième  hypothèse.  Si  6'  et  7'  ne  sont 
pas  nuls.  >,'  ne  peut  être  nul,  et  B,  C  sont  constantes.  On  a  <i'ailleurs 

Ce'—  87'=  o,      d'où     Ce  —  B7  =  constante. 

Cela  prouve  que  les  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  la  seconde 
courbure  ont  leurs  centres  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  j:;; 
on  peut  prendre  ce  plan  pour  celui  des  acz,  et  alors  on  aura 

g  =  o. 
L'équation  f  5  )  se  réduit  alors  à 

M  +  y  4-  c  7  =  /  ),  ; 

sa  dérivée  relative  à  5,  et  la  dérivée  de  celle-ci  relative  à  t,  sont 
v'  4-  c  7'  ^  /  /', 

c'y  =/'/.'. 

On  ne  peut  avoir  c' =  o,  ni  7'  =  o;  car  autrement  on  rentrerait  dans 
les  hypothèses  précédentes.  La  dernière  équation  donne  donc 

l  =  me  ,     /.==  —  7'; 

m  ' 

d'où,  en  intégrant, 

/  =:  me  +  ni ,     /.  =z  —'j  -h  m  , 

m  ' 

III,  m'  el  m"  ('-lant  trois  constantes.  Les  équations  précédentes  tloniieiU 

ensuite 

,       '"'    ,        i>    -  '»'  „■ 

■j  =;  —  7  ,     cl  ou      y  :=  —  7  +  m  , 
m    '  m   ' 

m"  désignant  une  nouvelle  constante;  puis 

u  =z  mm'  c  ■+-  (m' m"  —  m'"). 

On  a  ainsi  cette  solution  unique  de  l'équation  (5)  : 

a  =  o,     u  =  mm" e  -f-  [m' m" —  '«'),      /  =  me  -f-  m\ 

c,  m'  „         .  I  „ 

6^0,      j  =  —  'j  -\-  m  ,     /.=      ■/  -h  m  . 
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4".  Les  quunliLés  o,  h,  c  ne  snnt  liées  par  aucune  ct/uation  linéaire. 
.le  dis  que  a,  6,  y  satisfont  au  moins  à  une  équation  iint'-airc,  el  que, 
par  suite,  on  rentre  dans  l'une  des  trois  précédentes  liypotlicses.  Km 
effet,  différenîions  d'ahortl  l'équation  (5)  par  rapport  à  0.  il  vient 

v'  +  a  ry.'  -;-/;§'+  cy'  =  //.'  ; 

différentions  celle-ci  trois  fois  par  rapport  à  /,  il  vient 

a'  u!  +  //  S'  -f-  c'  '/  =  /'/', 
lé'  a!  +  h"  6'+  c"/  =  /"),', 
a" a!  +  //'S' -h  c"'7'  =  /'")/; 

piiisqu'il  n  existe  aucune  l'elation  linéaire  entrer?,  h.,  c,  le  déterininaut 

1  '^'■,  b',  c', 
■  a",  h",  c", 
[  a'",     b'",     c'", 

ne  peut  être  nul  ;  par  conséquent,  les  équations  précédentes  doiuieront 
pour  a',  §',  y'  des  valeurs  finies  qui  auront  la  forme 

a'  =  A/.',     S'=BÀ',     •/  =  C),', 

\,  B,  C  étant  indépendants  de  6.  Ces  équations  exigent  cpie  a'  soit  nui 
ou  que  A  soit  constante,  cjue  è'  soit  nul  ou  que  B  soit  constante;  enfin, 
que  y  soit  nul  ou  que  C  soit  constante.  Si  l'une  des  quantités  a',  S',  y' 
est  nulle,  on  rentre  dans  l'une  des  hypothèses  précédentes.  La  même 
chose  a  lieu  si  aucune  des  quantités  c/.',  ê',  y'  n'est  nidie,  car,  dans  ce 
cas,  les  équations  précédentes  donnent 


C    ,       ^,       C    , 

7  '     S  =  -  7 


d'où 


A 


C  C 

a  =  -^  7  +  constante.     ©^  -y  -t-  constante. 

A  b  ' 


Il  existe  donc  deux  relations  linéaires  entre  a,  S,  y. 

Il  résulte  fie  cette  discussion,  que  l'équation  ('))  n'admet  que  quatre 
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soiutioni  distinctes  et  utiles  pour  l'objet  de  nos  recherches,  savoir  : 

,  /         ,  ,      ^       '" 

i".      a=zo,      h—-o,     c  =  u,      in-=inl  +  ni ,      -iv  ■=  —  m  ,     /=_^: 

a".      a  =  o,      /;  =  o,      ifc^^iiu  +  m  ,     y=o,     'iu=  —  in,      '■— ^'• 

,                                              „       I                 '"' 
3".     rt  =  o.     /p  =  o,      -211  =  —  nï'c  —  iii  ,      L^=mc-{ i 

2 
^  '""  /  ^  m 

"I  =  //i  A  H ,      2  u  =  /7i  /.  +  m   ; 

4".      a  ^  o,      Il  =z  mm"  c -^  [ni' m" — ni".,      l=mc-\-ni'. 

p  "''  ,..       >         I 

5  ^  o,      il  =  —  y  -h  m  ,     A  ^  —  7  +  /?/  ; 
m    '  m  ' 

m  .  m',  m",  m"  désignant  des  constantes.  Nous  liions  examiner  les  quatre 
cas  auxquels  on  est  ainsi  conduit. 

§11. 

Premier  cas. 
On  a 

a  =--  o ,     b  ^  o ,     c  =  o,     211^=  ml  -+-  m', 

'" 
2  u  =  —  m  ,      /.  =  — 

2 

Les  équations  (i    et  (2)  du  §  I",  qui  sont  relatives  aux  lignes  de  la 
première  courbure ,  sont  ici  : 

jc-  -+-  j-  H-  z*  =  ml  +  m' , 

z  -  px  -  qy  =  /  v'i  +  p-  +  q-. 

L'élimination  de  /  donne  l'équation  aux  différentielles  premières  de 
la  surface:  savoir, 


z  -  px  ~  qj  = V  i-^p'-hq'. 

Si  Ton  compare  cette  équation  à  l'équation  (^4)  ^li'  §  m  <■'*:  ';• 
deuxième  partie,  on  verra  qu'elle  se  déduit  de  celle-ci,  en  supposant  la 
fonction  ©  (9)  linéaire  et  égale  k  rn$  +  m'.  La  surface  dont  il  s'agit  ici 
est  donc  un  cas  particulier  des  surfaces  qui  composent  le  premier  genic 
do  celles  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système  et 
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spliériques  dans  l'autre.  Les  lignes  de  la  seconde  conrhiire  sont  des 
circonférences,  circonslance  qui  est  indiquée  par  le  caractér(;  analy- 
tique déjà  remarqué  dans  la  deuxième  partie  de  ce  travail.  Léqnation 
sous  forme  finie  de  notre  surface  s'obtiendra  innnédiatement,  en  pre- 
nant pour  $(5  )  une  fonction  linéaire  de  5  dans  les  équations  (i5'i  du 
§  III  de  la  deu.\ièine  partie. 


On  a 


7 


§ 

III. 

Deuxième  cas 

b  = 

=  o 

1  a  - 

= 

ml 

2  X) 

= 

—  m'. 

). 

~ 

L'équation  des  sphères  qui  renferment  les  lignes  de  la  seconde  coiu- 
bure  est 

X-  +  J--  +  s^  —  nv.x  —  1  èj  =  —  m'. 

Ces  sphères  se  coupent  en  un  même  point 

X  =  o,    j-  =  o,     z  =  \  —  m'. 

Si  donc  on  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques  la  surface  dont 
il  s'agit  ici ,  en  prenant  pour  centre  de  transformation  le  point  repré- 
senté par  les  équations  précédentes,  on  obtiendra  Tune  des  surfaces 
dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  les  deux  premières  parties.  Donc 
réciproquement,  la  surface  actuelle  est  une  transformée  tle  lune  de 
celles-ci. 

§  IV. 

Troisième  cas. 
On  a 

rt  =  O,     /)  ^  O,      111  ^=  —  m  c  —  m  .     t  :=  me  H 

y  =  m/.  -\ -,     o.D  ^  m  k  +  ni  , 

m,  m\  m!',  m'"  étant  des  constantes. 

On  peut  supposer  m  ou  m'  nul,  car  si  m  n'est  pas  nid,  on  pourra 

changer  c  en  c en  déplaçant  l'origine  des  coordonnées  sur  l'axe 

des  z;  on  aura  alors  /  =  me;  ce  qui  équivaut  à  faire  m'  =:  o. 
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Suppo.sons   d'abord  772  =  0;  les  équations  relatives  aux  lignes  de 
première  courbure  sont 

_^2  +  y-  +  z^  —  2  cz  =  —  in"c  —  772" , 


z  —  pjc  —  (jr  —  t'  =  —  \  1  +  /^"  +  7'  ; 

on  voit  que  la  surface  dont  il  s'agit  ici  est  un  cas  particulier  des  sur- 
faces qui  forment  le  troisième  genre  de  celles  dont  t'es  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre.  On  la 
retrouve  effectivement  en  supposant  que  o'6)  soit  une  fonction  linéaire 
dans  l'analyse  du  §  VI  de  !a  deuxième  partie. 

Supposons,   en   second    lieu,  772'^  o;  les  équations   relatives  aux 
lignes  de  ia  deuxième  courbure  sont 

a:'  -I-  J-  -+-  ;■■  —  2  cz  =   —  772"  C  —  /72"', 


z  —  px  —  (jf=c  {i-+'m\,i-hp'-+-f). 

]>a  surface  à  laquelle  ces  équations  appartiennent  fait  partie  dw  second 
genre  de  celles  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système 
et  sphériques  dans  l'autre.  Ou  l'obtient  en  effet,  en  supposant  que  o  [S] 
soit  une  fonction  linéaire  dans  l'analyse  du  ^  V  de  la  deuxième 
partie. 

Pour  chacune  des  deux  surfaces  dont  il  vient  d'être  question,  les 
lignes  de  la  seconde  courbure  sont  des  cercles. 

§  V. 

Quatrième  cas. 
On  a 

a  =:  o.     u  =  mm" c  +  (ni' m"  —  7/2"^,      /  ^  77!r  -f-  /7i', 

5  =  0,      y  =  —  y  -h  m  ,     /  =  —  7  -r  m  . 
m    '  m  ' 

m,  m',  m",  m'  étant  des  constantes.  Les  équations  des  sphères  relatives 
aux  lignes  de  l'une  et  l'autre  courbure  sont 

(t)       x'  -h  j^-  -h  z-  —  7.hy  —  2  rz  ^  2  mm" c  4-  2  (m'in'"  —  m"), 

,     ■  2    .        o  „  m'  ,,. 

( 2  ;      jc'  -\- y'  +  z-  —  17.x  —  lyz  =  2  —  7  +  27/2  . 
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Les  sphères  représentées  par  l'équation  (i)  se  coupent  en  un  même 
point,  pour  lequel  on  a 

^  =  \/i  {m'  m'"  —  m")  —  iir  m"^ ,    j-  =  o,     z  =  —  mm"  ; 
de  même,  les  sphères  (2)  se  coupent  au  point  fixe 

,r  =  o,     r  =  \/2/n ■>     z  ^ • 

Si  donc  on  transforme,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  la  surfoce 
dont  il  est  ici  question,  en  prenant  poiu'  centre  de  transformation  l'un 
des  points  dont  on  vient  de  parler,  on  obtiendra  l'une  des  surfaces  étu- 
diées dans  la  première  ou  dans  la  deuxième  partie.  Donc  réciproque- 
ment, la  surface  actuelle  est  une  transformée  de  l'une  de  celles-ci. 

§  VL 

Il  résulte  de  cette  discussi<jn,  que  si  l'on  exclut  les  surfaces  dont  les 
lignes  de  courbure  d'un  système  sont  circulaires,  et  qui  appartiennent 
aux  genres  considérés  dans  les  deux  premières  parties ,  les  surfaces  dont 
toutes  les  lignes  de  courbure  sont  sphériques  ne  peuvent  former  que 
deux  genres  distincts. 

Diuis  le  premier  genre,  les  centres  des  s[)hères  des  lignes  de  l'une  des 
courbures  sont  sur  une  droite  fixe;  les  centres  des  sphères  des  lignes  de 
l'autre  courbure  sont  dans  un  plan  fixe  perpendiculaire  à  la  droite  fixe. 

Dans  le  second  genre,  les  cesitres  des  sphères  des  lignes  de  chacune 
des  courbures  sont  dans  un  plan  fixe;  les  deux  plans  fixes  sont  per- 
pendiculaires entre  eux. 

Enfin  toutes  ces  surfaces  peuvent  se  déduire,  au  moyen  de  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques,  soit  des  surfaces  dont 
toutes  les  lignes  de  courbiu'c  sont  planes,  soit  des  siu-faces  dont  les 
lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans 
l'autre.  Toutefois,  il  faut  admettre  que  le  centre  de  transformation 
puisse  être  imaginaire,  ce  qui  ne  peut  présenter  aucune  difficulté.  Au 
surplus,  il  est  tres-aisé  de  voir  qu'on  peut  se  borner  aux  centres  de 
transformation  réels,  pourvu  que  l'on  joigne  aux  surfiaces  obtenues 
toutes  les  surfaces  qui  leur  sont  parallèles. 

CONCLUSION. 
L'analyse    développée  dans  ce  Mémoire  conduit  natiuellement   à 
distinguer  en  plusieurs  genres  les  surfaces   dont  toutes  les  lignes  de 

Tome  XVUI.  -  Mil  185:!.  2  1 
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courbure  sont  planes  on  sphériqnes.  Ainsi,  les  snrfaces  dont  toutes 
les  lignes  de  courbure  sont  planes  forment  deux  genres  dont  le  pre- 
-.nier  a  été  étudié  par  Monge  ;  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre  forment  trois 
genres;  enfin  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  sphé- 
riques ne  forment  proprement  que  deux  nouveaux  genres. 

Pour  les  surfaces  d'ini  même  genre,  les  lignes  de  courbure  de  chaque 
svsteme  sont  déterminées  directement  par  le  moyen  de  deux  équations 
entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,y\  z,  et  les  différentielles  par- 
tielles—^  -r  ou  /).  q.  Chacun  des  systèmes  d'équations  dont  il  s'agit 

dx     dr  II  •■  »  •^ 

renferme  un  paramètre  variable,  et,  en  générai,  une  fonction  arbi- 
traire de  ce  paramètre;  ils  constituent  les  deux  intégrales  intermé- 
diaires d'une  équation  différentielle  partielle  débarrassée  d'arbitraires, 
en  sorte  que,  pour  achever  la  solution,  il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer 
la  seule  équation  différentielle  ordinaire  liz  =  pdx  -+-  ([(^J- 

Mais,  dans  quelques  cas  particuliers,  les  équations  relatives  à  l'un 
des  systèmes  de  lignes  de  courbure  ne  renferment  aucune  arbitraire, 
tandis  que  les  équations  qui  se  rapportent  à  l'autre  système  contien- 
nent deux  fonctions  arbitraires.  Dans  ces  cas,  les  plans  ou  les  sphères 
qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  de  ce  dernier  système  sont  in- 
déterminés, et  les  surfaces  correspondantes  sont  développables  ou 
sont  à  lignes  de  courbure  circulaires.  Ce  caractère  analytique  nest 
pas  le  seul  par  lequel  se  manifeste  l'existence  des  surfaces  à  lignes  de 
courbure  droites  ou  circulaires.  En  effet,  pour  chacun  des  ciiiq 
genres  étudiés  dans  la  deuxième  et  dans  la  troisième  partie,  les  équa- 
tions qui  se  rapportent  aux  lignes  de  l'une  des  courbures  peuvent  être 
satisfaites  quels  que  soient  le  paramètre  et  la  fonction  arbitraire  de  ce 
paramètre  contenus  dans  ces  équations.  Les  solutions  qui  en  résul- 
tent sont  de  véritables  solutions  singulières  ;  les  surfaces  correspon- 
dantes sont,  outre  la  sphère,  le  cône  droit,  le  cylindre  droit,  le  tore, 
et  les  surfaces  que  l'on  obtient  en  transformant  celles-ci  par  rayons  vec- 
teurs réciproques.  Ces  surfaces  sont  déjà  renfermées  dans  les  genres 
que  nous  avons  étudiés;  aussi  nous  bornons-nous  à  les  mentionner. 
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LA  SURFACE  DONT  LA  COURBURE  MOYENNE  EST  CONSTANTE; 
Par   m.  J.-H.  JELLETT, 

l'rol'esseiir  à  rUniversitc  de  nublin. 


En  cherchant,  par  la  niétliode  des  variations,  la  surlace  diiue 
étendue  donnée  qui  renferme  le  volume  le  phis  grand,  on  trouve, 
comme  on  sait,  que  la  courbure  moyenne  de  la  surface  cherchée  doit 
être  constante.  Si  l'on  expi'hne  cette  condition  en  différentielles  par- 
tielles, on  a  l'équation 

(A)  ;'i  +  (/-  )  r  —  1  fx/s  -+-  {[  +  p^)  l  -h  -  [i  -h  p^  -h  (J')~  =  o. 

Outre  cette  équation  générale,  le  calcul  des  variations  iburnit  des 
conditions  aux  limites  qui  servent  à  déterminer  les  Ibnctions  arbi- 
traires qui  se  trouvent  dans  sa  solution.  Malheureusement  on  n'a  pas 
encore  pu  intégrer  Féquation  (A),  ce  qui  nous  empêche  d'obtenir  la 
solution  générale  de  la  question  proposée. 

11  V  a  cependant  un  cas  dans  lequel  on  sait  d'avance  le  résultat 
qu'on  doit  obtenir.  Quand  on  cherche,  parmi  toutes  les  surfacesye/- 
me'es,  celle  qiù  renferme  un  volume  maximum,  des  considérations 
simples  montrent  que  la  surface  cherchée  est  une  sphère.  [Mais  on  n'a 
pas  encore  pu  démontrer  ce  résultat  par  le  calcul  des  variations,  ce 
qui  semble  être  une  assez  grande  lacune  dans  cette  méthode. 

«  On  sait,  dit  M.  Delaunay  f  Journal  de  l'Ecole  Polytechiiiipie, 
«  tome  XVIII,  page  i  lo),  que,  parmi  les  surfaces  fermées  d'une 
»  étendue  donnée,  la  sphère  est  celle  qui  renferme  le  volume  le  plus 
»  grand  ;  mais  cette  solution  n'a  pas  encore  pu  être  tirée  des  équations 
»   que  fournit  !e  calcul  des  vai'ialions Il   est  facile  de  voir  que  la 
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»  variation  de  l'intégrale  ne  contiendra  pas  de  termes  aux  limites.  Les 
»  conditions  de  maximum  absolu  se  réduiront  donc  à  la  seule  équa- 
»  tion  (A).  Ainsi,  pour  démontrer  que  la  surface  cherchée  est  une 
»  sphère,  il  faudrait  faire  voir  que  la  sphère  est  la  seule  surface  fer- 
»  inée  qui  soit  comprise  dans  cette  équation,  et  c'est  ce  qu'on  n"a 
»   pas  encore  pu  faire.  » 

J'ai  considéré  cette  question  précisément  comme  M.  Delaunay  l'a 
posée,  et,  ayant  réussi  à  la  résoudre  pour  une  assez  grande  classe 
des  surfaces,  je  me  propose  ici  de  faire  voir  que,  parmi  tontes  les 
surfaces  dont  le  volume  peut  être  exprimé  par  l'intégrale 


'       /       /        r""  (il- sin  9  a'Qdcf, 

0       Jo       Jo 


la  sphère  est  la  seule  dont  la  courbure  moyenne  est  constante.  Pour 
cela,  je  donnerai  d'abord  quelques  théorèmes,  qui  sont  d'ailleurs 
assez  remarquables.  J'adopterai  dans  tout  ce  qui  suit  les  notations 
que  voici  : 

Soit  P  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine,  que  l'on  suppose  être 
prise  à  l'intérieur  d'une  surface  fermée,  sur  le  plan  tangent.  Soil  rh.) 
l'élément  de  la  surface  sphérique  que  décrit  un  rayon  parallèle  à  cette 
perpendiculaire  et  dont  la  longueur  est  l'uniîé,  en  sorte  que 

dw  =  sin  0  dd  do , 

9,  (jj  étant  les  angles  polaires  qui  déterminent  la  positiou  de  la  per- 
pendiculaire. Soient  S  l'aire  totale  de  la  surface  et  r/S  l'élémeiit  de 
cette  aire.  Représentons  par  I  l'intégrale 


// 


Prfo 


en  supposant  que  cette  intégrale  s'étende  à  toute  la  surface.  Enfin 
soient  R,  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  au  point  qu'on  lonsi 
dere.  Nous  aurons  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  L   Dans  une  surface  (quelconque  jermée , 
si  Von  suppose  que  l'intégrale  s'étende  à  toute  la  surjace. 
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Il  me  suffit  ici  d'énoncer  ce  théorème.  On  en  trouvera  la  démoiis- 
fralion  dans  mon  Cnlcidus  oj  variations,  pages  35 1  à  353. 

i'HKORKME  II.    Dans  nue  surface  quelconque  Je  nnée, 
(C)  aS=//p(i  +  ^,)^S, 

en  supposant,  comme  dans  le    théorème  précédent .   que  l'intéi^rale 
s'étende  à  toute  la  surface. 

En  effet,  soient  x ,   y.  z  les  coordonnées  rectangulaires  d "un  point 
de  la  surface ,  et  posons 


\Jl+p'  +  q' 

g  >x+  qr~^ 

\J  l -^  p' -\- q" 


—  X  \  \-^  p^  + 


■J\  ^-^ p-  +  q' 


en  conservant  la  notation  ordinaire  de  difïérentielles  partielles.  Nous 
aurons  donc,  en  différentiant , 

ci"^        ,  \r('"'-7')''  —  /"zO  py  —  9^  s ■> 

,77  =  (/'•^  +  7J  -  ^)    ^ ^    +  ^  I        ,—,  -  V  I  +  ^-  ^  7  ' 


:r.^^r^=^    -    V  I  +  F  "^    7"  " 
-p^-^q'- 


Ajoutant  ces  équations,  nous  trouverons 


d%  dr,  ,  >(H-o-); ipqs  -^  il -h  p')  t 

dx         ay         ^'  '-^  ' 

Mais,  en  vertu  des  relations 


7?  +  rf^  =  ^^ /'-^  ^  '^^  ~  '^ ^ ^ ^ —       -  2  V  I  +  /?- 

(•  +  /'=  H- 7')' 


j^  J_  _  (l4-9')r— 2/?(y;?  -4-i^i  +  /;^)< 

R       R'  ~  ,  „f 

('  +  /'■-+- 7')" 

cette  équation  peut  s'écrire 


d\         dr, 
dx         dr 


=  [p(i  +  ^')-^]V'-^r  +  r- 
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Oi)  a  donc 

a  V  1  +  p-  +  7-  c/^  ^r  =  P  (  ^  +  ^'  )  V  -I-  I>^  +  H^  f^-^'  ilj 
OU,  plus  simplement, 

Kn  intégrant  et  désignant  par  2  l'aire  d'une  portion  de  la  surface  ter- 
minée à  une  courbe  quelconque,  nous  aurons 

où  l'intégrale  double  s'étend  à  toute  la  portion  que  l'on  considère,  et 
l'intégrale  simple  à  toute  la  courbe  limite.  On  peut  déduire  plusieurs 
conséquences  curieuses  de  cette  équation;  mais,  pour  notre  but  im- 
médiat, il  me  suffit  de  remarquer  qu'en  étendant  l'intégration  à 
toute  la  surface,  l'intégrale  simple  disparaîtra  évidemment.  On  a  donc 
simplement 

^S=//p(4+^/)^/S.  C.    Q.    ...    .>. 

Théorème  III.   Maintenant  considérons  l'équation 

qui  représente  une  surface  dont  la  courbure  moyenne  est  constante. 
Mettant  cette  équation  sous  la  forme 

\R       R'j  «■■       RR'' 

multipliant  par  jV  d^  et  intégrant,  on  trouve  facilenieul 

("■)  "  =  "■■  +  ? //(à -kT  •"'S- 

en  représentant  par  M  le  triple  du  volume.  Cela  j)Osé.  si  Ion  nudtiplie 
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l'équation    (E)    pai'  flS   et   qu'on   intègre.    0:1    trouve,    ei;    vertu    de 
l'éqiiation  (B), 

on  a  donc 

S  =  /zI. 

^lultipiianî  de  nouveau  l'équation  Œ)  par  P(/S  et  intégrant,  on  a. 
en  vertu  de  l'équation    C\ 

S  =  ^. 

a 

Eliminant  S  entre  ces  équations,  nous  aurons 

M  =  aH. 
Cette  condition  réduit  l'équation  (F)  à 

Mais  comme 

on  voit  facilement  que,  pour  la  classe  des  surlaces  qu  on  considère, 
tous  les  éléments  dont  cette  dernière  intégrale  est  composée  sont  es- 
sentiellement positifs.  L'intégrale  totale  ne  peut  donc  pas  s'évanouir 
à  moins  que  chacun  des  éléments  ne  devienne  nul. 
On  a  donc ,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 

Z  I  112 

R  ~  R'  "^  °  '        R  "^  R'  ^  «■ 
Donc 

R  =  R'  =  a  , 

ce  qui  montre  que  la  surface  cherchée  est  une  sphère  dont  le  ravon 
est  a. 
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/IfhHtion  à    la   Note  sur  une    ircuisjovination   d' intégrales  (Ujinies, 
insérée  dans  le  cahier  de  mars; 

Par  m.  BESGE. 


Ou  m'a  demandé  la  démonstration  rigoureuse  que  je  dis  avoir  de 
l'équation 


f<p  <sm  ■?. a)  cos  u du  =^  j     fo  [cas- n)  cos  ii 


du 


La  voici  en  peu  de  mots.  Dans  l'intégrale  placée  au  premier  membre, 
je  groupe  les  éléments  relatifs  aux  valeurs  de  la  variable  à  égale  dis- 
tance des  deux  limites,  moyennant  quoi  cette  intégrale  devient 

J"*  o  (sin  2«)  (cos  u  ■+-  sin  u]  du. 
0       ' 

Puis  je  lais  sin  2  ?i  =  cos- x ,  d'où  cos  2  u  du  =  —  sin  a*  cos  j:r/.r  :  et 
j'observe  que  u  variant  de  o  à  75  j:  varie  de  à  o.  Je  trouve  ainsi 
notre  intégrale  égale  à 

Ji^a                      .  sia  jc  cos  X  djc  ,  . 

m   cos^  x) [cosu  -+-  sm  u\ 
~  ^               '        cos  lu        ^ 
0 

Mais 

(cos  u  ■+-  sin  ur  =^  I  H-  sin  2n  :=  i  -h  cos-  x  ; 
donc 


cos  H  -+-  sm  z^  =  \  I  +  cos  X. 
D'un  autre  côté 


cos  2  «  =  \  )  —  cos*  X  =  sin  x  \/ 1+  cos-  x. 
L'intégrale  dont  nous  nous  occupons  est  donc  finalement  égale  i» 

/     (p  [cos^  x)  cos  X  dx  ; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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THEORIE   ANALYTIQUE    DES  MOINDRES  CARRES; 
Par  m.   P.-E    IîIVER, 

l.iemcrrsrit  au  corps  d'Klat-iM.ijor  lii-lge. 


La  méthode  des  moindres  carrés  donne  lieu  aujourd'hui  èi  d'assez  nomlireuses  appli- 
cations; Il  est  évidemment  à  désirer  que  toutes  les  personnes  qui  se  trouvent  dans  le  cas 
de  s'en  servir  en  connaissent  la  théorie.  Malheureusement,  la  démonstration  de  Laplace 
présente  des  développeuients  et  des  difficultés  qui  la  mettent  hors  de  la  portée  du  grand 
nombre.  Bien  des  tentatives  ont  été  faites  pour  y  suppléer  d'une  manière  satisfaisante 
par  des  sjîécidations  moins  élevées;  le  présent  Mémoire  est  un  essai  dans  ce  sens. 

J'ai  cru  possible  d'attacher  une  signification  à  la  formule  très-simple  sur  laquelle 
repose  la  méthode,  sans  invoquer  le  secours  de  notions  plus  ou  moins  étrangères  à  la 
(|uestion.  A  cet  effet,  j'ai  imaginé  une  fonction  que  je  nomme  risque  d'erreur;  en  par- 
tant de  la  définition  de  cette  fonction  et  de  l'examen  du  problème  complet  de  la  com- 
pensation des  erreurs,  je  crois  être  parvenu,  dans  les  paragraphes  ci-après,  à  démontrer 
successivement  et  directement  les  théorèmes  fondamentaux  nécessaires  à  la  solution  du 
problème,  dans  le  cas  le  plus  gi'nérat  qui  puisse  se  présenter.  Quant  aux  résultats 
remarquables  et  aux  procédés  simplifiés  auxquels  conduit  la  théorie  des  moindres  carrés, 
je  ne  m'en  occupe  point  ici  :  une  fois  les  théorèmes  fondamentaux  établis,  il  est  facile 
d'y  rattacher  les  conséquences  qu'on  en  a  déduites. 

§  I. 

But  de  la  théorie. 

Dans  la  pratique  de  plusieurs  sciences,  on  a  besoin  de  se  procurer  des  valeurs  aussi 
exactes  que  possible  pour  certaines  quantités  :  l'astronomie,  la  géodésie,  la  ])hysique 
présentent  surtout  cette  exigence.  Mais,  (pielque  parfaits  que  soient  les  moyens  em- 
ployés à  la  mesure  de  ces  valeurs,  quelque  habile  que  soit  l'observateur,  il  est  bien  des 
sources  d'erreur  qu'il  est  impossible  d'éviter.  Ces  sources  sont  de  deux  espèces  bien 
distinctes  :  les  unes ,  inhérentes  à  la  nature  particulière  des  moyens  d'observation , 
produisent  des  erreurs  régulières  dépendant  de  circonstances  appréciables;  les  autres 
consistent  dans  les  imperfections  des  sens  et  des  instruments,  et  dans  mille  influences 
diverses  qu'on  ne  saurait  distinguer  :  elles  donnent  lieu  à  des  erreurs  fortuites  et  irré- 
gulières. Parmi  les  sources  d'erreur  de  la  première  espèce,  nous  citerons  les  dilatations 
des  règles,  les  excentricités,  les  défauts  de  collimation,  les  phases  des  signaux  géodé- 
Tomc  XVIII.  -  RSai  i80î.  2"^ 
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siques,  les  refraclions ,  la  déclinaison  magnétique  et  ses  variations,  etc.  L'obsei'vateiu 
<|ni  prétend  à  une  certaine  exactitude  doit  étudier  les  lois  des  erreurs  de  cette  catégorie 
et  annoter  constainment  des  éléments  de  correction,  ou  combiner  ses  observations  de 
manière  à  pouvoir,  par  le  calcul ,  dépouiller  ses  résultats  des  erreurs  régulières.  Restent 
donc  les  erreurs  fortuites  ;  et  celles-ci ,  on  ne  peut  espérer  de  les  apprécier  d'une  manière 
certaine  :  leur  nature  s'y  oppose.  Une  seule  ressource  se  présente  à  l'observateur  :  il 
doit  varier  habilement  les  circonstances  de  ses  mesures  et  les  répéter  un  assez  grand 
nombre  de  fois;  alors  tout  le  porte  à  croire  que  les  mêmes  quantités  auront  été  affecléca 
d'erreurs  fortuites,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  l'autre;  et,  par  suite,  qu'il  peut 
établir  une  espèce  de  compensation  par  une  combinaison  bien  entendue  de  ses  mesures. 
Mais  V  a-t-il  une  combinaison  qu'il  faille  adopter  de  préférence  à  toute  autre,  et  quelle 
est-elle  ?  Voilà  donc  la  question  qui  arrête  l'observateur  :  la  théorie  des  moindres  canes 
a  pour  objet  d'y  répondre,  dans  le  cas  où  rien  ne  permet  de  supposer  que  les  erreurs 
fortuites  se  produisent  plus  facilement  positives  que  négatives,  ou  vice  vcrsd. 

Nous  ferons  remarquer  que ,  dans  ces  tentatives  de  compensation ,  l'on  peut  être  dans 
Je  cas  d'avoir  à  comparer  des  mesures  obtenues  par  des  moyens  d'une  perfection  iné- 
gale, tellement  que  Ion  doive  accorder  plus  de  confiance  à  l'une  qu'à  l'autre.  D'après 
ceci,  nous  dirons  que  des  valeurs  différentes,  mais  puisées  à  la  même  source,  ont  une 
précision  égale,  et  que  celte  précision  varie  avec  la  source,  de  façon  qu'il  est  essentiel, 
dans  nos  recherches,  de  reconnaître  les  moyens  d'évaluer  la  précision  des  valeiu-s  en 
même  temps  que  ceux  de  compenser  les  erreurs. 

.Afin  d'éviter  la  confusion  ,  nous  désignerons  uniformément,  dans  tout  ce  qui  suit,  par 
.c,  /,  z,  u,  e,...,  les  valeurs  inconnues  à  déterminer,  et  par  rj  leur  nombre.  Remar- 
fiuant  ensuite  que  les  observations  ne  portent  pas  toujours  directement  sur  les  incon- 
nues, mais  souvent  sur  des  fonctions  données  d'une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  dési- 
gnerons par  1',,  i';,  i"^,...,  les  quantités  observées  ou  mesurées;  par  X,,  /■,,  /îj,...,  les 
valeurs  obtenues  pour  ces  quantités  et  dégagées  des  erreurs  régulières  ;  pary;  le  nombre 
des  observations;  par  A,,  hi,  fh,...,  les  précisions  des  valeurs  /tt,  /j,  /!,,...;  et  par  //, 
h",  h'",...,  les  précisions  des  valeurs  finales  .r',  y' ,  z',...,  que  nous  trouverons  pour  x, 
Y,  z, Lorsqu'il  aura  été  possible  d'observer  directement  les  inconnues,  une  ou  plu- 
sieurs des  quantités  v  seront  égales  à  x,  d'autres  à  r,  etc.  ;  mais  ce  cas  rentre  dans  celui , 
plus  général ,  où  l'on  observe  des  fonctions  connues 

''i=/i(-^, /,-,•••))     i>2=fi{x,y,z,...),     etc. 

Il  peut  arriver,  de  plus,  que  les  inconnues  soient  liées  par  des  équations  de  condition 
nécessaires ,  rigoureuses, 

o  =  F,  (x,  y,  z,...),     o  =  F:{x,  r,z,...]; 

telle  est,  par  exemple,  l'équation 

o  r=  1  80"  —  .r  —  >•  —  ;  , 
si  X,  /,  3  sont  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne.  Nous  di-signcrons  par  /  le  nombre 
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de  ces  équations,  (  pouvant  être  nul  ;  et  nous  voyons  ainsi  que  le  nonilire  d'inconnues 
réellement  à  déterminer  se  réduit  à  </  —  /;  donc,  dès  que  p^  <j  —  /,  nous  avons  un 
excès  d'observations  qui  peut  nous  conduire  à  une  c(>m|)ensation  d'erreurs.  En  effet,  eu 
combinant  avec  les  /  équations  nécessaires  q  —  /  des  éijKntinns  approchccs 

r,  =  /,, ,      <>,=  /!:,      etc., 

nous  pourrons  en  déduire  des  valeurs  pour  les  inconnues;  et  ces  valeurs  n'etaul  pas 
exactes,  à  cause  de  l'inexaclilude  des  mesures  li^,h.,  I>\,...,  ne  pourront  satisfaire  (|ue 
par  le  plus  yrand  hasard  aux  p  —  </  -H  '  équations  approchées  restantes  :  l'existence 
des  erreurs  nous  est  donc  révélée  par  l'incompatibilité  des  p  -i-  (  équations.  Cette  incom- 
patibilité peut  disparaître,  si  nous  faisons  aux  valeurs  /,,  /..,  /.,,...,  îles  corrections 
A,,  A;,  Aj,...;  alors,  dans  un  système  de  (7  équations,  nous  pourrons  déterminer  en- 
core les  inconnues  en  fonction  des  corrections;  et,  en  substituant  ces  nouvelles  valeurs 
dans  les /> — «y -(- /  é<|uations  restantes,  nous  aurons  entre  A,,  A,,  A,,...,  autant  de 
relations  nécessaires  à  la  compatibilité.  Tous  les  systèmes  de  corrections  satisfaisant  à  ces 
relations  sont  possibles,  et  dans  l'ignorance  complète  où  nous  sommes  de  la  veritabli' 
grandeur  des  erreurs  de  /■,,  /j,  k^,...,  à  compenser,  nous  devons  nous  contenter  de 
rechercher  parmi  tous  ces  systèmes  possibles  celui  qui  est  le  plus  plausible,  eu  e^ard  à 
l'ensemble  de  toutes  les  observations  faites. 

D'a[)rès  ce  qui  précède ,  la  théorie  des  moindres  carres  doit  résoudre  la  double  ques- 
tion :  Un  système  d'observations  étant  faites,  1°  trouver  le  système  des  corrections  les 
plus  plausibles  à  faire  aux  \  aleurs  observées  ;  2°  déterminer  les  précisions  des  observa  - 
lions  et  des  résultats  quelles  fournissent. 

§  II. 
Définition  du  risque  d'erreur. 

-Nous  nous  ]>roposons,  en  premier  lieu ,  de  trouver  le  système  de  corrections  le  plus 
plausible,  qui  correspond  naturellement  au  système  le  plus  plausible  de  valeurs  des 
inconnues.  Or,  nous  comprenons  que  l'ensemble  des  observations ,  sans  nous  donner 
de  lumières  positives  sur  les  erreurs  réelles ,  puisse  nous  indiquer  le  risque  que  nous 
courons  de  nous  écarter  de  la  vérité  en  adoptant  certaines  corrections  :  c'est  ce  que 
nous  appellerons  \t^  risque  d'erreur  àe  ces  corrections,  ou  des  valeurs  correspondantes 
des  inconnues.  Nous  allons  développer  cette  notion  du  risque  d'erreur. 

1°.  Imaginons  d'abord  qu'une  seule  observation  ait  été  faite;  nous  aurons  e,  =:=  /,. 
L  absence  de  tout  autre  renseignement  fait  que ,  eu  égard  à  cette  observation  ,  le  risque 
d'erreur  particulier  d'une  correction  A,  sera  d'autant  plus  grand  que  A,  sera  plus  grand  , 
sera  un  minimum  pour  A,  =  o,  et  sera  le  même  que  celui  delà  correction  —  A,,  c"  est- 
a-dire sera  une  fonction  paire  de  A,.  La  même  correction,  faite  à  une  autre  observa- 
lion  de  même  précision,  donnerait  en  outre  le  mémo  risque  d'erreur. 

2°.  Passons  au  cas  où  nous  aurions  fait  p  observations,  sans  aucune  liaison  entre 
elles;  par  exemple,  où  nous  aurions  mesuré  p  fois  l'angle  forme  en  unesintiot  cntie 

11.. 
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un  point  fixe  et  un  signal  qui  peut  être  mobile  d'une  observation  à  l'autre;  les p  me- 
sures différeront  généralement  et  ne  pourront  fournir  aucun  contrôle  les  unes  pour  les 
autres.  Dans  cette  hypothèse,  pour  un  système  de  corrections  que  nous  pourrons  ad- 
mettre, les  risques  d'erreurs  particuliers  se  composeront  en  un  risque  d'erreur  général , 
qui  ne  pourra  dépendre  que  des  grandeurs  des  corrections  qui  composent  le  svstènic  , 
et  des  précisions  des  observations;  ce  risque  d'erreur  devra  encore  être  une  fonction 
paire  des  corrections,  devenir  un  minimum  absolu  jiour  toutes  les  corrections  :=  o  ,  et, 
de  ce  point,  croître  avec  chacune  et  avec  toutes,  indéfiniment;  de  plus,  toutes  les  cor- 
rections devront  y  entrer  svmélriqaement  lorsque  les  observations  sont  également  ])ré- 
cises,  car  alors  on  ne  peut  concevoir  qu'une  même  correction  ,  faite  à  diverses  obser- 
vations, influe  différemment  sur  le  risque  d'erreur  ;  enfin,  le  même  système  de  correc- 
tions, appliqué  à  un  système  diftérent  d'observations ,  égales  en  précision  aux  premières , 
donnerait  lieu  au  même  risque  d'erreur. 

3".  Arrivons  au  cas  des  observations  liées  entre  elles,  telles  qu'on  les  fait  réellement  ; 
supposons,  par  exemple,  que  nous  joignions  aux  observations  du  cas  précèdent  la  cer- 
titude de  la  fixité  du  signal.  Chaque  observation  n'en  aura  été  ni  plus  ni  moins  exacte; 
un  même  système  de  corrections  ne  s'écartera  ni  plus  ni  moins  de  la  vérité,  que  nous 
ayons  ou  que  nous  n'ayons  pas  cette  certitude.  Le  risque  d'erreur  de  ce  système  sera 
donc  le  même  dans  les  deux  cas;  seulement,  dans  le  premier,  tous  les  systèmes  de  cor- 
rections étant  possibles,  celui  qui  présentait  le  moindre  risque  d'erreur  était 

A,  =  n,      Aj  ^  o,  .  .  . , 
et ,  main'enant  que  nous  devons  avoir 

.r  =  /-,  H-  A,  =  A-,  -(-  A,  ^  /:,  -f-  A,  =:  .  .  . , 

les  corrections  possibles  dépendent  les  unes  des  autres  ,  et  le  ris(jue  d'erreur  mininuini , 
eu  égard  à  cette  dépendance,  ne  correspondra  plus  à  des  corrections  nulles,  puisque 
celles-ci  seraient  incompatibles;  par  suite,  le  moindre  des  risques  d'erreur  possibles  ne 
sera  pas  le  moindre  de  tons  les  risques  d'erreur.  On  conçoit  aisément  que  le  même 
raisonnement  peut  être  appliqué  à  toute  autre  hypothèse,  et,  par  conséquent,  leris(fue 
d'erreur,  dans  le  troisième  cas,  est  toujours  le  niôine  que  dans  le  deuxième  ;  seulement , 
le  système  de  corrections  le  plus  plarisible  varie  avec  les  équations  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  systèmes  possibles  ,  équations  qui  dérivent ,  comme  nous  l'avons  vu  au  §  I, 
des  relations  entre  les  quantités  observées  et  les  inconnues  d'une  part,  et  entre  les  in- 
connues elles-mêmes  d'autre  part. 

Cette  identité  que  nous  établissons  entre  le  risque  d'erreur  d'un  même  système  de 
corrections  dans  le  deuxième  et  dans  le  troisième  cas,  impli([ue  la  condition  expresse 
que  les  erreurs  des  valeurs  données  par  l'observation  soient  parfaitement  indépendantes 
les  unes  des  autres,  comme  si  ces  valeurs  ne  se  rapportaient  pas  aux  niêu)es  inconnues 
ou  à  des  fonctions  dos  mêmes  inconnues.  Et  chaque  fois  que  plusieurs  valeurs  appro  ■ 
chées  auront  été  déduites  des  mêmes  observations,  leurs  erreurs  ne  seront  plus  inde- 
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pendantes,  les  collections  ne  devront  plus  l'être  ,  et  la  compensation  ne  pourra  pas 
être  établie  entre  ces  valeurs  approchées;  il  faudra  alors  remonter  aux  (piantitcs  donnccs 
plus  directement  par  l'observation.  Cette  précaution  négligée  peut  conduire,  dans  les  ap- 
plications, aux  plus  grandes  absurdités. 

Le  risque  d'erreur  d'un  système  de  corrections  est  donc  toujours  une  fonction  paire 
de  ces  corrections,  croissant  indéfiniment  avec  chacune  d'elles,  et,  de  plus,  symétriqiie , 
quand  les  observations  sont  d'égale  précision;  et  le  minimum  de  ce- risque  d'erreur  cor- 
respond aux  valeurs  les  plus  plausibles  des  corrections  et  des  inconnues. 

11  est  clair,  maintenant,  ipie  la  solution  générale  de  la  première  partie  de  notre  pro- 
blème des  compensations  revient  à  trouver  l'expression  analyti(|ue  du  risque  d'erreur, 
le  calcul  nous  donnant  facilement  ensuite  les  valeurs  des  corrections  eoirespondant  .l'i 
minimum. 

§  III. 

Ej-prissiii/i  nnnlYtiqiif  du  risr/uc  d'circiir. 

Pour  arriver  graduellement  à  la  solution  générale  du  problème  de  la  compensation 
des  erreurs,  nous  démontrerons  d'abord  comme  lemme,  et  d'après  Encke  [Annuaire 
astronomique  de  Berlin  pour  i834)j  '^  principe  des  moyennes,  savoir  : 

Dans  le  cas  où  les  observations  ,  d'une  précision  uniforme ,  se  rap])ortent  directement 
à  une  setde  inconnue,  c'est-à-dire  où  c,  =  i'j  =  Cj=.  .  .:=j;,  la  valeur  la  plus  plau- 
sible de  .r  est  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  observées  /,,  L,,  /j, 

Si,  d'abord,  deux  observations  seulement  ont  été  faites,  savoir  (•.  =  /!,,  i'.,=^/;, 
nulle  d'entre  elles  ne  méritant  la  préférence,  il  faut  admettre  pour  x  une  valeur  éga- 
lement différente  de  /,  et  de  /,,  ce  qui  ne  peut  se  faire  qu'en  posant 

/         /  ^.  +  ^■-- 

X  A  I  ^   A  .  —  X ,        OU        X  = 

2 

Ceci  suppose  qu'une  déviation  positive  ou  négative,  d'égale  grandeur  absolue,  doive 
être  regardée  comme  également  à  craindre;  mais  cette  hypothèse  est  fondée  :  i"  parce 
qu'elle  est  la  plus  simple  possible;  2°  parce  que ,  les  observations  ayant  été  faites  avec 
le  plus  i;rand  soin,  on  peut  bien  supposer  à  priori  que  la  déviation  ait  lieu  dans  un 
certain  sens  de  préférence,  mais  on  n'a  aucun  moyen  de  s'assurer  si  c'est  en  plus  ou 

en  moins.    Ainsi,  sauf  autre   lumière,  -f/,-!-/      est  la  seule  valeur  irénéralement 

2  '^ 

bonne. 

Passons  à  la  considération  de  trois  observations.  Comme  il  faut  les  faire  entrer  en 
ligne  de  compte  sur  la  même  ligne,  il  faudra  que  .r  soit  une  fonction  symétrique  de  k,, 
/i,  et  /j.  Mais  on  peut  aussi  imaginer  que  l'une  dos  observations  vienne  se  ranger  troi- 
sième après  les  deux  autres  déjà  considérées,  ce  qui  donnerait  à  déduire  x  Ae-  [k^-'s-  /<.) 
et  /  ,,  ou  de -' /, -H  /  )  et  /..,,  ou  de -(X-, -4- /  )  et /,.  Or  cette  déduction  doit  se  faire 
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de  la  monie  manière  dans  les  trois  cas  ;  donc,  si 

on  a  en  même  temps 


^=-^^l{/.:+k,),^~^. 


Posant 

on  ;> 

ou  ,  en  <'liangeanl  le  siiçne  fonctionnel , 

cette  égalité  ne  peut  exister  que  si  /  est  une  fonction  de  .s  seul ,  puisque  nulle  lelaliou 
ne  lie  /■   et  /  ,  ;  on  a  donc  généralement 

.<-=  -/Js,), 

y  représentant  une  fonction  déterminée  ,  mais  encore  inconnue.  Or,  dans  le  cas  [wirti- 
riilier  de  /•,  =  /j^  /  ,   .Ç;==;3/. ,,   tandis  qu'il  faut  évidemment  .v  z=  /.,;   donc 


tt,  en  général. 


'^  =  xM, 


.r=:-(/!-, +  /-,-hX,) 


De  même  nous  avons  ,  dans  le  cas  de p  observations, 

car,  si  nous  supposons  la  proposition  démontrée  poury^  —  1  observations,  il  nous  vieul . 
comme  ci- dessus, 

uu 
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ou  encore 
c'est-à-dire 

simplemen!:;  tandis  que  le  «as  p.irliciilier  /,  =  /•.=..  .=  Z-^,  nous  donne 

et  détermine  ainsi  là  forme  de  cette  fonction.  Maintenant,  la  proposition  étant  démon- 
trée plus  haut  pour  trois  observations,  il  en  résulte  qu'elle  est  vraie  pour  quatre,  puis 
pour  cinq,  pour  six,  et  ainsi  de  suite,  indéfiniment. 

Nous  voyons  que  le  principe  des  moyennes  arithmétiques  donne 

en  même  temps  que 

X  =  /< ,  -f  A,  =  /-;  -+-  i,  —  /-.-(-  A,  =  ...  =  /,,  -f-  A^, 

donne 

px  =/,-+-/•,  -i-  ...  -^  /,,  -f-  A.  -f-  A,  -(-...-!-  A^  ; 

ainsi,  lorsque  l'on  a 

le  système  de  corrections  le  plus  plausible  est  celui  qui  donne 

A,  +  A,  +  A,  -t-.  .  .=  o. 

Ce  système  doit  rendre  aussi  le  risque  d'erreur  un  minimum.  Grâce  à  cette  propriété, 
nous  allons  parvenir  à  établir  l'expression  analytique  la  plus  générale  du  risque 
d'erreur. 

A  cet  effet,  bornons-nous  d'abord  au  cas  où  les  observations  sont  encore  toutes 
d'égale  précision  ,  mais  se  rapportent  à  plusieurs  inconnues  ou  fonctions  d'inconnues. 
Le  risque  d'erreur  d'un  système  de  corrections  A,,  A;  ,  A,,...,  est  alors  (§  II)  une  fonc- 
tion symétrique  paire  de  ces  corrections,  croissant  indéfiniment  avec  chacune  d'elles  et 
susceptible  d'un  minimum;  il  doit  donc  pouvoir  être  représenté  par  une  série,  suivant 
les  puissances  paires,  positives  et  ascendantes  des  corrections,  savoir,  de  la  manière  la 
plus  [générale  : 

A -4- B  vA; -f- A^ -+- A] -f-...)4-C[A; -I- a; -H  a;  4-...-1- C  (  a;  A- -t- A^  A^ -(- A^  A- -J-...J] 
H-D[iî-f- A^-!-A=-|-...)-4-D'(A;a',4-A;aJ-I- A;A^4-...)-t-D"(A^A^A5H-...)]-f-... 
'  4-  A»"  -t-  Ar  +•  •  ■  •  +  N'  (  A^'—'A',  +  A?"-' A^  +  •  •    ) 
-(-N"(A  =  "-'A5-t-A=''-'A5-4-..  .) 
N  {        -(-N"(A;"-'A5A'3-|- Aî"~'A^  Aj-t-.  .  .) 

-hIS"'(A;"--A«  +  A5"-«A^-l-..  .)  +  N";(A;"-^a;  Aj-H.  . 
-{-«'"(AJ'—'^A^A^  Aj  ...)  +  ... 

Examinons  s'il  ne  doit  pas  y  avoir  pourtant  quelque  relation  particulière  entre  les 
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rocf6cientsde  cedéveloi)penient,  pour  qu'il  satisfasse  à  la  condition  exiiriau'-p  ci-dessus, 
savoir,  pour  qu'il  devienne  un  minimum  par 

A,  4-  A;  -4-  ^,  4-  .     .  =  o , 

quand 


/;,  +  A,  1^  /î-,  -i-  A;  =  k,  +  Aj  =r  . 


La  condition  du  minimum  est  que  la  dérivée  Au  polynôme  par  rapport  à  la  variable 
«levienne  nulle;  mais  ici,  en  prenant  pour  variable  A,,  on  a 

A;^  A,  + /■,  —  Xi,      a,  =  a, -h /-;  —  X,,      etc.; 

déserte  que  les  dérivées  des  autres  corrections  sont  encore  l'unité,  comme  celle  de 
la  variable.  D'après  cela,  la  dérivée  du  développement  du  risque  d'erreur  devient  : 

2li    A,  +  A,+  A,+...)  -t-C[4(AÎ+A5  +  A^H-...)4-2C'(A^A,-+-A.A--l-A;_\,-t-...  J 
+  D[6(A=-4- A=  + Aj+.     .)-+-...]  +  ... 
I        27?(A^''-'  + A-"-'-!- Af-'  -f-,  .  .) 
4-2N'(a;!'--a,-(- A;"-=A3-t-. .  .} 

(2«  —  2)N'(A;"-^i5  + A^'-'A^-I-.  .  .) 
.4lN"(Ar'-'AÎ  +  Ar~'^3+---) 

H-  (2«  — 4)N"(a;"-^a^  + aî"-'a;-j-.  .'.) 

+  2l\""  (A^"-*AîA5  + A]"-<AJ  A, +..  .) 
+  N(  -i-(2«— 4)ÎN",  (A^"-'AÎA5  -f-  A;"-*A^  A;  +..  .'       ^-4-. 
+  61\""(a;"-«a^-i-  A^"-«A*4-.  .  .) 
+  (2/î  — 6)N"'(A2"-' A^  -H  a;"-'a«  -t-. . .; 
+  4iN7(A;»-"A]A^4-...) 
-I-  [in  — 6)N'"(^r'~''^î'^!+-  •  •) 

+  2N"'('iî"~'''iî^3+...)-i-2N"'('^r'~'-^-'-^î^^-f----)| 
\  +  (2«  — 6)?«';'(a;"""a',  a;a;  +  .  ..)-+-...         | 

Ce  polynôme  doit  s'annuler  quand  on  y  fait 

A,  4-  A ,  +  Aj  + .  .  .  =  o     ou      A,  =  —  Aï  —  A„  —  .  .  .  , 

(juels  que  soient  d'ailleurs  /■,  ,  k.,  k^,.  .  ,  et,  par  conséquent ,  A,,  Aj, .  .  ;  or,  chaque 
accolade  contient  un  ensemble  de  termes  homogènes  d'un  degré  particulier;  la  substi- 
tution ne  |)eut  donc  pas  amener  de  réduction  entre  les  diverses  accolades ,  et  chacune 
doit  disparaître  séparément.  Ainsi  les  coefficients  B,  C,  D, .  . . ,  N  restent  indétermi- 
nés; mais  nous  examinerons  s'il  ne  faut  pas  spécialiser  les  autres  coefficients.  A  cet 
effet,  considérons  le  terme  du  [ïn  —  i)'  degré,  affecté  de  N  ;  pour  ((uo  riivpothése 

A.  4-  A,  -+-  Aj -+- .  .  .  =  O 

l'annule,  il  faut  ([u'il  soit  divisible  par  la  somme  des  corrections.  Or,  si  nous  essayions 
■cette  division,   nous   trouverions   un    caractère    de   divisibilité    purement    algébrique 
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[voir  l;i  note),  savoir,  qu'il  faut 

2  '  '  '  2  3 

N"'  =  «  ^ '  n  —  2  ) ,      N'"  =r  «  { n  —  i  )  ( «  —  2 ) ,      etc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  terme  du  in''""  degré  du   développement   du   risqu»; 
d'erreur,  ce  terme  devient 

\  («  —  Or  ,      . 

1       -^-  n^- ^[a;"-'(a^  +  a; -h...+  2A^a54-.,.)  +  A5"-(a;4-...)+...] 

rA;"-'fAj+3AÎA^  +  3A^A*  +  6A^A^  A2  +  ...+  A^  +  ...)1 

I  +  Af-"(A?  4- 3a;  A=3 +...)+...  J"*"" 


«  —  I    "■ 


2  3 

c'est-à-dire,  en  le  comparant  au  développement  du  binôme  de  Newton  , 

n(a;  -f-  Aj  +  A3  +  .  . .)". 
Ce  réstiltat  transforme  le  développement  du  risque  d'erreur  en 

A -f- B  (  A J  4-  A^  -t-  A^ -t- .  .  .  )  -+-  C  (  a; -f-  A'  -I-  A3  +  .  .  .  )•' +  . 


<l>fA;  -(-  i;  +  A'-h- 


D'abord  nous  reconnaissons  à  posteriori  que  cette  expression  satisfait  toujours  au 
cas  particulier  ci-dessus,  pourvu  que*  soit  une  fonction  continue,  ]niisque  la  dérivée 

■I>'(A'  -f-  A^  -f-  A^  +.  .  .)  X  (2A,  -f-  2A,  +  2A3 +.  .  .) 

s'annule  quand  la  somme  des  corrections  égale  0. 

Ensuite  nous  remarquerons  que,  la  fonction  <i>  devant  être  continue  et  croissante  avec 
les  variables,  d'après  la  définition  du  risque  d'erreur,  elle  croîtra  et  décroîtra  en  même 
temps  que  (  aJ  +  Aj -(- A3 -+- .  .  .),  et  atteindra  toujours  son  minimum  pour  les  mêmes 
valeurs  que  cette  somme  de  carrés;  donc  toutes  les  formes  continues  de 

*  (a;  -t-  ^\  4- A^  +  . . .) 

sont  aptes  à  représenter  le  risque  d'erreur,  et  toutes  donnent  le  même  système  de  valeurs 
plausibles.  Ainsi  se  trouve  exprimé  analytiquement  le  vague  inhérent  à  la  nature  du 
problème  proposé  et  à  la  définition  du  risque  d'erreur,  et  nous  voyons  pourtant  que  ce 
vague  ne  nous  empêche  pas  de  résoudre  le  problème  d'une  manière  certaine,  en  ren- 
dant un  minimum  l'expression  très-simple  A;  -f- A^ -1-  A3 -(-.  . .  :  de  là  le  nom  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  que  l'on  appellerait  plus  exactement  métliode  de  lu 
moindre  somme  des  carrés. 

Tome  XVIII.  -  Mai  i853.  23 
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§  IV. 

Influence  de  la  précision  des  obsenatiom. 

Nous  avons  remarque  déjà  que  les  observations  peuvent  être  de  précisions  diverses, 
et  que  cette  circonstance  change  le  mode  de  compensation;  il  est  temps  de  voir  com- 
ment la  précision  intervient  dans  les  calculs,  et  de  lui  assigner  une  signification  niathé- 
STia  tique. 

Il  est  clair  que,  dans  le  cas  d'observations  directes,  également  bonnes,  d'une  même 
inconnue,  la  valeur  obtenue  pour  celle-ci  par  la  moyenne  arithmétique  mérite  plus  de 
confiance  qu'aucune  des  valeurs  d'observation  ,  et  qu'elle  en  mérite  d'autant  plus  que  le 
nombre  des  observations  est  plus  grand.  Prenant  donc  pour  type  un  système  d'obser- 
vations de  très-peu  de  précision,  les  valeurs  compensées  résultant  de  2,  3,  4>-  ■  •) 
observations  auront  des  précisions  croissantes  et  chacune  peu  différente  de  la  précé- 
dente ;  nous  pourrons  ainsi  comparer,  sous  le  rapport  de  la  précision ,  la  valeur  donnée 
par  une  bonne  observation  à  celle  résultant  de  la  moyenne  d'un  certain  nombre  g 
d'observations  du  premier  système  :  ce  nombre  g  est  appelé  poids  ou  importance  de 
l'observation  unique. 

D'après  cela,  si  nous  avons  à  compenser  des  observations  de  précisions,  et,  par 
conséquent,  d'importances  différentes,  nous  voyons  déjà  un  moyen  de  les  réduire  à 
une  série  d'observations  toutes  de  la  précision  du  svstèrae  pris  pour  type.  En  effet,  g, 
étant  le  poids  de  l'observation  c,  =  ^1  ,  cette  observation  est  équivalente,  par  défini- 
tion, à  g,  observations  tvpes 

c,  ^  •/,  ,        i'i  :z^  '/^  ,  .  .  .  ,  P,  :^  x^  , 

qui  donneraient  pour  moyenne 

—  ('  z,  -l-  ■/.-(-•/,  H- ...-!-  y.,  )=/-,. 

gr 

De  cette  façon,  écrivant  le  risque  d'erreur  d'après  le  §  III,  on  aurait,  pour  chuqiu' 
observation  réelle  telle  que  <',  =  ^, ,  une  somme  de  carrés  de  corrections  de  la 
forme 

A;  -)-  A:  -I-  Aj-h.  .  .-i- A^    =r  (i»,  —  z,)-'-f-  (0,  —  y, )'-!-.  .  .-f-  (",  ~»g,)', 

qui  devient 

g,v]  —  Tiv,  (-/,  -)-Z:-H  -/i-t-.  .  .-!--/.,  1-1-  •/;  -i-  x?  -Hx'-h.  .    -f-  yj 

—  §,(*•'  — ^' 'Y -^(^]  +  -'-l  -+■■  ••  +  '<f^  — ^.  *!)• 

Puisqu'il  faut  rendre  la  somme  des  carrés  des  corrections  un  minimum,  en  dispo- 


PURES  ET  APPLIQUEES.  179 

sant  des  quantités  c, ,  v,,  i'  , .  .  .,  nous  voyons  que  les  quantités 

(z:  +  >.;-h...+  ;^|  -g-,/;) 

peuvent  t-tre  négligées  dans  la  solution;  mais  il  y  a  plus,  il  faut  les  considérer  comme 
nulles,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir  de  suite. 

Nous  voyons,  en  effet,  que  le  risque  d'erreur  subit,  par  les  variations  de  la  correc- 
tion c,  —  /, ,  les  mêmes  variations  que  si  l'on  avait  remplace  l'observatioi;  unique 
c,  —  ^1,  de  poids  g,,  par  une  seule  observation  type  telle  que 

ii  résulte  de  là  que  : 

I".  L'augmentation  du  riscjuc  d'erreur  provenant  du  terme 

(>;■;  -h  Y.] -Jr  ■>■■] -^  .  .  ■ -r  y-'s  —  g,^') 

est  due  simplement  à  ce  que  nous  avons  substitué  à  une  observation,  qui  n'impliipie 
aucune  impossibilité  en  elle-même,  g,  observations  qui  sont  en  contradiction  entre 
elles;  afin  que  cette  substitution  soit  légitime,  il  faut  que  la  contradiction  disparaisse, 
ou  que  les  valeurs  hypothétiques  z,,  y.,,  z, .  .  . ,  z^, ,  soient  toutes  égales  entre  elles  et 
à  /i, ,  ce  qui  dorme 

(z^  +  z-  -H . .  . -t-  y-g^  ~-g<f'])  =  o. 

2".   Une  observation  c,  ^  /    de  poids  g-,  équivaut  à  une  observation  type 

la  correction  c,  —  /(,  d'une  observation  de  poids  g^,  est  donc  \Jg,  fois  moindre  que  celle 
,,,  y/o-,  —  /,  y/^  de  l'observation  type,  et  Ton  ])eut  dire  que  la  précision  est  sjg,  (ois 
plus  grande. 

Ainsi  la  précision  d'une  observation  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  son 
poids,  et  si  nous  prenons  pour  unité  des  précisions  celle  des  observations  types,  nous 
aurons 

h]  =  g.- 

Nous  pouvons  donc  considérer  la  précision  comme  uniforme  et  égale  à  l'unité  dans 
le  problème  général  énoncé  à  la  fin  du  §  I ,  pourvu  que  nous  substituions  au.x  obser- 
vations réelles  des  observations  fictives  de  fonctions 

qui  auraient  donné  des  valeurs  h,  /,,   //,/.,,   Ii^k^,  .  .  .;   désignant  alors  par 

5,  =  /i,  A, ,       u,  ^z  h.X,,      Oj  ^  /ij Aj ,  .  .  .  , 

les  corrections  à  faire  à  ces  nouvelles  observations,  tovis  les  raisonnements  des  para- 
graphes précédents  deviendront  applicables,  et  le  système  des  valeurs  compensées  sera 
celui  qui  donnera  un  minimum  pour  !>]  -^  S]  -^  o\  -^  .  .  ■  +<*/," 

•23.. 
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C'est  ici  le  lieu  d'introduire  une  notion  encore,  qui  nous  sera  utile  plus  tard.  Repré- 
sentons un  instant  par  E  l'erreur  fortuite,  variable,  d'une  observation;  cette  erreur 
étant  due  à  la  rencontre  de  certaines  circonstances,  se  reproduira  chaque  fois  que  les 
mêmes  causes  se  présenteront  ensemble;  d'après  cela,  si  le  nombre  des  combinaisons 
qui  amènent  l'erreur  E  est  à  celui  de  toutes  les  combinaisons  également  possibles  comme 

I  :  ET,  nous  devons  présumer  que,  sur  p  observations,  il  y  en  aura  -  égales  à  E,  et 

cette  présomption  sera  d'autant  |)lus  fondée  que  le  nombre  p  sera  plus  considérable; 
de  la  sorte,  les  sommes  des  erreurs  des />  observations,  de  leurs  carrés,  de  le\irs 
cubes,  etc. ,  seront 


r.    .      >  ^E'    .      y.^F..,     elc. 


2(i 

le  signe  \  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  E  et  de  m.  Les  moyennes 
des  erreurs,  de  leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc.,  seront  donc 

p  Z^^  -a     /  '      p  Z^\-a      ,/'      p^  ',  n      /  '  '  ' 

ou 

2i!>  Si")-  «- 

ces  résultats  n'approchant  toutefois  de  la  vérité  qu'à  mesure  que /^  augmente,  ainsi 
qu'il  est  dit  plus  haut.  Ainsi,  dans  «ne  série  nombreuse  d'observations,  ces  moyennes 
ne  dépendent  pas  du  nombre  de  celles-ci,  mais  seulement  des  erreurs  E  et  des  rap- 
ports cT ,  c'est-à-dire  des  moyens  d'observation  employés  ;  ou  bien  encore,  ces  moyennes 
sont  sensiblement  constantes  pour  des  observations  d'égale  origine,  prises  en  nombre 
assez  grand.  Comme  la  forme  de  la  fonction  représentant  le  risque  d'erreur  nous  con- 
duit naturellement  à  la  considération  des  carrés  des  erreurs,  nous  prendrons  note  par- 
ticulièrement de  la  moyenne  des  carrés  des  erreurs  d'une  série  nombreuse  d'observa- 
tions :  on  est  convenu  d'appeler  erreur  moyenne,  l'erreur  dont  le  carré  est  égal  à  la 
moyenne  susdite. 

Cela  posé,  nous  prendrons,  pour  plus  de  simplicité,  jiour  observations  types,  ou  de 
poids  et  de  précision  :=  i,  celles  dont  l'erreur  moyenne  est  une  unité  (o",oi  ou 
o"',ooo  I ,  ou  toute  autre  unité  que  l'on  voudra)  ;  mais  une  série  d'observations  de  pré- 
cision /(,  est  éfiuivalente  à  une  série  d'observations  tvpes  donnant  lieu  à  des  erreurs  //, 
fois  plus  grandes;  la  somme  des  carrés  des  erreurs  du  deuxième  système  sera  donc  //' 
fois  la  somme  des  carrés  des  erreurs  du  premier,  et  les  moyennes  de  ces  carrés  seront 
dans  le  même  rapport  :  il  en  résulte  que  l'erreur  moyenne  des  observations  de  pré- 
cision I  est  //,  fois  supérieure  à  celle  des  observations  de  précision  //,;  cette  dernière 
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(lante  à  une  précision  A, , 

m,  ==  -—)       m,  /;,  =  !. 
"1 

§  V. 

Calcul  des  valeurs  les  plus  plnusiblcs  tics  i/ico/iriucs. 

Les  valeurs  les  plus  [ilausibies  des  inconnues  doivent  satisfaire  ,  d'aprèb  ce  rpii  pré- 
cède, à  l'cqualion 

3]  +  S]  +  S]  +  .  .  .  ■=  min.  ; 

dans  cette  équation,  à  vrai  dire,  entrent  les  précisions  /;,,  /;.,  /;,,...,  que  nous 
n'avons  encore  aucun  moyen  d'évaluer;  mais  nous  les  considérerons  comme  connues 
dans  ce  paragraphe,  et,  par  suite,  nos  calculs  seront  au  moins  directement  applicables 
au  cas  où  /;,  =  h,  ^=  h.,  =  etc.,  permet  de  faire  abstraction  de  la  précision  :  ils  seront 
applicables  au  cas  général,  du  moment  que  nous  saurons  mesurer  les  précisions. 
Nous  avons/)  équations  de  la  forme 

S  =  h^  —  lw—  hh  =  hf[x,  j,  3, .  .  .)  —  hk  , 
et  (■  de  la  forme 

o=F(x,/,  z,...). 

Lorsque  ces  équations  ne  sont  pas  linéaires,  les  calculs  auxquels  elles  donnent  lieu 
deviennent  impraticables;  on  doit  les  transformer  comme  il  suit  :  dans  les  i  équations 
nécessaires 

o  =  F  (.r ,  y,  z, .  .  .) , 

que  nous  désignerons  abréviativcment  par 

9,,  6..,.     .,9,, 
et  dans  </  —  ('  des  équations  approchées 

j{x,  x,z,..:]^/., 

on  détermine  pour  .r ,  r,  :,.  .,  des  valeurs  approchées  x, ,  r,,  z,,...;  de  sorte  ipie 
l'on  a 

X  =  .r,  +  jr,,      y  =  Xi  -+-  fit      z  =:  Zi  -h  z,,      etc.  , 

jr,,  r,,  z.  étant  des  différences  inconnues,  mais  petites.  Le  théorème  de  Taylor  donne 
maintenant,  ,en  négligeant  les  carrés  de  ces  différences,  et  en  représentant  par  f'^,/'  , 

/^.  , .  .  . ,  les  dérivées  de  la  fonction /par  rapport  à  x,  y ,  z,.  .  . , 

0  =  li/(j:„  y„  z,,   ..)  —  /d-  +  /if'Jx,,  y„  z„.  .  .).v. 
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(ttte  exjjiession  peut  être  écrite  sons  la  forme 

3  =  Il  -+-  ax,  -+-  by-  -\-  cz.-\- .  .  .  . 

Les  c(|aations  nécessaires  peuvent  de  même  être  ramenées  à  la  forme  linéaire.  Il  en 
resuite  qu'en  abandonnant  les  inconnues  primitives  pour  d'autres  dont  elles  dépendent 
immédiatement  et  d'une  manière  connue,  on  peut  toujours  n'avoir  à  faire  qu'à  des 
Lqiiations  linéaires.  De  plus,  si  la  suite  des  calculs  donnait,  pour  les  différences  Xi,Y-i,  z,, 
lies  valeurs  assez  grandes  pour  que  l'on  put  regarder  l'omission  de  leurs  carrés  connue 
Tii  lisible  à  l'exactitude  requise,  on  reprendrait  les  calculs  en  mettant  pour  .r,  ) ,  c, .     . , 

j:,  4-x,  +  x,,       /,4-r;+J:^)       3,  +  ;, -!-  2.,,.  .  ., 

I'»  cette  fois  on  serait  certain  d'avance  que  les  valeurs  de  r, ,  r^,  z-  sont  très-petites. 
INous  n'avons  donc  jamais  qu'à  traiter  un  système  de  la  forme 

0,  ;=  «,  -»-  «,  x  -t-  bif  +  c,  3  -f- .  .  .  , 
S.  =  «2  4-  c,x  +  bif  +  r..3  -t-  .  .  .  , 


rj^  =  «^  -(-  apX  +  bpj-  +  c,,z  -h  .  .  .  , 

o  =  9,  =  N,  -I-  A,  J-  -H  B,7  4-  C,  z  4- .  .  .  , 

o  =r  S,  =  N:  -+-  A,  J  -+-  Bjjr  4-  CîZ  H-  .  .  .  , 

o  =  9,  =  N,  -H  A,  J-  +  Ti,y  +  C,  3  + .  .  .  , 
^1+  â^-|-  d^  -!-  .  .  .-}-  Si=z  minimum. 


Commençons  par  développer  ^^  4-  'î,-)-  3]  -+-...,  en  substituant  pour  3,,  3,,  3^,..., 
leurs  valeurs.  Nous  avons  pour  coefficient  de  .r',  dans  la  somme  des  carrés  des  cor- 
rections , 

«;■  4-nJ  -h  n]-h  .  .  .a^; 

piiur  coefficient  de  xj-, 

2  («,  il,  -+-  a.bi  4-  fl^  Z» .  4- .  .  .ai,bp\ 

Afin  de  réduire  ces  développements,  nous  admettons  la  notation  généralement  en  usage 
chez  les  auteurs  allemands  pour  désigner  une  somme  de  termes  analogues.  D'après 
cette  notation,  [aa]  représente  la  somme  des  produits  aa  depuis  le  premier  (i,«i  jus- 
qu'au dernier  Ofiai,;  [ab)  est  la  somme  des  produits  nb  depuis  le  premier  a,  i,  jusqu'au 
dernier  Ophp-,  et  ainsi  de  suite.  De  même,  [33)  est  la  somme  des  carrés  des  corrections; 
I  «  S)  est  la  somme  des  produits  de  chaque  correction  par  le  coefficient  de  x  dans  cette 
correction ,  etc.  Le  développement  susdit  devient  maintenant 

(3S)  =r  (nn)  4-  ■i{an)x  +  [aa)x^  4-  i[bn)y  4-  2  {ab)xy  ■+■  [bh)y''-i-  i.  (en)  z 
4-  2  (flc)  xz  4-  l{bc)yz  -t-{cc):'4-.  .  •  . 
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H  faut  rechercher  les  valeurs  des  7  inconnups  qui  rendent  (  ^o]  un  minimum,  mut  eu 
satisfaisant  aux  /  équations  6  =  0;  nous  pouvons  donr  poser  encore  7  —  /  équations 
entre  les  inconnues  pour  arriver  au  minimum  ;  mais  la  forme  de  {Sd j  permet  de  déter- 
miner celui-ci  aisément,  en  séparant  ce  développement  en  une  somme  de  <■/  carrés  'à 
cause  des  7  carrés  x-,  r%  i', .  ..),  plus  un  terme  constant;  dès  lors  le  minimum  est 
atteint  évidemment ,  si  les  </  termes  variables  et  additifs  de  {(?'?  ;  peuvent  s'annuler  sépa- 
rcment.  Or,  nous  ne  pouvons  disposer  que  de  q  —  /  inconnues;  il  faut  donc  faire  entrer 
dans  les  7  carrés  (  constantes  arbitraires  K,,  K,,  Kj , .  .  .,  K,,  que  nous  déterminerons 
de  façon  à  rendre  les  1}  conditions  de  nullité  compatibles  :  ces  constantes,  entrant  dans 
les  carrés,  seront  multipliées  dans  le  développement  de  dJo)  par  les  premières  puis- 
sances des  inconnues.  Afin  que  ces  termes  nouveaux,  contenant  les  inconnues,  n'al- 
tèrent pas  la  valeur  de  ('îc?  ,  nous  multiplierons  respectivement  9,  par  K,,  6.  par  K... 
5   par  K,  etc.  ;  et  alors,  comme 

0,  K,  =  o ,      (3.,K_,  =  o ,      63  K ,  =  o  , .  .  .  , 

la  somme  des  (  produits  est 

{(jK)  —  o, 
et  nous  pourrons  écrire 

(rîd\1  =  {33)  +(9K). 

Ainsi,  nous  ajouterons  au  développement  précédent  de  (^W  ' ,  et  sans  chani^er  ses  l'aleurs- 
possibles,  les  termes 

(NK)  -t-(AK)x  +  (BR)r  H-(CK;z  -f- 

Cela  posé,  effectuons  la  séparation  de  [SS)  -\-  (OK)  en  carres.  Réunissant  d'aboid 
tous  les  termes  en  ce,  savoir  : 

(  AK)a,-  -'r  ilan)  X  -\-  [aa)x'  +  i[ab)xj  +  i[ac)xz  -'r  "i-'yod)  xu  -^-  .  .  . , 
nous  voyons  qu'ils  appartiennent  au  développement  du  carré  de 

-j^=     -(AK)  -f-  (««)-+-  {na)x  -ir  (ab)  y  -\-  (ac)z-h  (ad)u-h.  .  .   \- 


et  qu'il  manque,  pour  compléter  le  carré,  les  termes 

f7(AK)=  -f-  (AK)(««)  -f-(a/2)'-(-  (AKj(«i)j  H-  2{an]{ab)f  +  {ah)'' y"  , 

: r<  -i- {AK){ac)z -h  2.{an)[(ic)z -i- 2.{ab)(ac)yz -i- {acyz^ 

+  {AK){ad)u+ 2.{an)lad)u-h2((ib)(a(I)ju+-?.(uc){nd)zu\ 
+  {ady  «'  +  ...  1 
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Nous  pouvons  donc  écrire 

..,+ (eio4ii^^(^nv  (NK)  -  (^; -i^pifi +(.«)-- g^ 

.[,BK,^|îy,AK)],.4,.„;-<:^!(.«,],.-.[,«,-gf].' 

Ce  développement  s'abrège  considérablement  si  nous  étudions  la  valeur  des  coeffi- 
cients tels  que 


{aa)  {"") 

_( 
{ 
le  premier  se  transforme  comme  suit 


(fb)-        ,      ,       (ac) ,      .         ...        (ali)(ac) 


(an  y 
{n\-^  n\  +  n\-ir...]{a\-\-  al->r  a\-ir...)  —  'a, «,  -H  o,n.j  -f-  rtj«,  -+-...)- 

"  ^   (^^r~   "~  __ 

V  —  "i  "!  —  2a,  «,«!«.  —  o\t\  —  aa,  a3«i«3  —  2a,a,njn,  — "l^l  — •••       / 

=  {^) 

(a,/!j  —  a,n,)--\-  {a,n~  —  fla^i)'  +  (g;"3  —  ^3";)'  -*-•■• 
~  {^)  ' 

et  le  second  devient 

la'  -i-a',  +a\-\-...){b,n,  +  b^/ij-h  bj/ij  ■+-...) —  (a,  6,  +  ajb,  +  fi;bi+...){a,n,  -l-a,/»,  +  a,n,-i-...) 


[  a]b,n,+  a]b,n,-ha]b^n-^...+a]h,n,-i-a\b,nj-i-a\birii+...+alb,n,-halb,n:,+  ûib^n,  -{-...— a]b,n  \ 
\ —  a,a,b,n, —  a,fljè,/i3 — ... —  a^Oib^n, —  a\  b,n, —  a, a, 61/13 — ...  —  o,a)b,in, — a,a,binj —  o'^j/i,.  — ...  / 

(a,  b,  —  fli^i)(a,a,  —  a,n,)  -h  {a,b,  —  a^b,)  {a,n,  —  a,n,}  +  {a,b,  —  a,b,)(a,n,  — a,n,)  -h .  . . 
{aa) 
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de  même,  on  a 

{aby  _  (ct,b,  —  a,b,y  +  {a,b,  —  «j 6,  )'+(«■; 6,  —  a,b;y-^... 
(aa)  (ûfl) 

Il  survient  donc  une  grande  simplification  si  nous  posons 


v/(a«)  '             v'(aaj  '             (/(«a) 

a,  éj  —  flï/^i  .,  O163  —  «jii  ,,  ^îj^a  —  ^362 ., 

\j[aa)  '              \l[aa)  '               '''     ' 

(7,  c.  —  «2^1  ,  a, Ci  —  «3C1 


\J[aa)  \[{â^)  \l{aa) 

car  nous  avons  alors 

("")'         '  ,         '  ,         '  -,  I   I    i\ 

[nn)  — '-  =  «,-+«, -4- «3-  +  .  .  .=  [n'  n  ), 

c«    —  ^ — (««=((■'«',      etc. 
^       '         {aay       '        ^         ' 

Représentons  encore  par  des  abréviations  les  expressions  suivantes,  savoir  : 

s/(^)  (««)  ■  4(««) 

^«^^)-(ïi(^^)  =  «''    ^°^)-(£-!w  =  ^''    W-[^5(AK)  =  D',...; 

et  il  vient  enfin 

[SS)  -+-  (SK)  =  a'+  r  4-  («'/!' )  H-  B' j  -t-  2  (6'«')  /  +  [b'b')y' 
+  C'z  +  2(c'/î')z  +  2(è'c')/zH-  (c'c')3'  +  D'a  +  ■2{d'/>')it 
-^  2[h' cl')yu  -\-  ■2.[c' d')  zu  -\-  {d' cV]  u^  -^.  .  .  . 

Or  ce  développement,  à  part  a.\  est  exactement  analogue  au  développement  primitif 
Toine.WlU.- Mai  1853.  =*4 
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de  !■?(?)+  (6 Kl;  posons  donc,  semblableinent  à  ce  qui  a  été  fait  plus  haut, 
0^  =  n\  -H  b\  y  -{-  c^z  +  à\  "  4-  .  .  . , 
^j  =  n\  -{-  b'.y  +  c,  z  -h  d\  Il  -r- .  .    , 
^3  =  «3  +  ^'3/  +  c, z  -I-  rf'3  ;<  -H .  .  , , 
i'i  n'.  —  b',  n,  „ 

A',  cj  —  i 'j  (•',  „ 


sl[b'b-) 

b'.d',—  b\d'. 


=  d". , 


c'_i|;i:)b'=c",  d'-;-^b'=d", 


cl  nous  avons 


:So)  -i-  (SK  )  =  a-  +  (^'  5')  +  >"'  +  B'  j  +  C'3  -h  D'(t  +  .  .  . 
z=  a-  +  P"4-{o"'î")  H-N"M-C"3  +  D"«  +  .  .  .  . 

En  continuant  ces  transformations  ,  nous  verrions  nécessairement  encore  disparaître 
une  nouvelle  inconnue  à  la  séparation  de  chaque  nouveau  carré  7"%  â"'-,  . . ,  analogue 
à  a-  et  à  S'-;  de  façon  qu'après  le  <]''""  carré,  toutes  les  inconnues  seraient  épui- 
sées; il  ne  resterait  que  [5(î'(Î(î']  +  f\(i\  et  la  parenthèse  [S^i^Sii']  se  réduirait  elle- 
même  à  f«  '«"'].  Si  donc  nous  nous  bornons  ici  au  cas  de  cinq  inconnues  ,  pour  ne 
pas  trop  compliquer  les  notations ,  nous  pouvons  écrire 

(W)  +  (eK)  =  a-  +  |i'=  -I-  -/"•  -t-  y-  -+-  £'^'-'  -(-  (rrn")  -+■  }S\ 

Observons  maintenant  que  le  développement  de  (33)  -+-  (ÔK)  est  égal  à  (33)  pour 
tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs  de  x,  ^,  z,.  .  .,  quelques  valeurs  constantes 
arbitraires  que  nous  adoptions  pour  K,,  Kj,  K,,.  .  ,  et  que  tous  les  termes  a-,  p'', 
•/"•, .  .  . ,  ayant  pour  numérateurs  des  carrés  et  pour  dénominateurs  des  sommes  de 
carrés  [aa) ,  [b' b'),  (c"c"),.  .  .,  sont  essentiellement  additifs;  il  en  résulte  que,  pour 
tous  les  systèmes  de  valeurs  de  K,  le  minimum  de  (0^)  ou  {33)  -)-  (6K)  sera  le  même 
et  correspondra  à  la  moindre  valeur  de 

a»+p''-<-7"-|-&"'-  +  s'^  =  , 

et  que,  s'il  est  un  système  de  valeurs  de  K  qui  permette  d'avoir 

'j.-  -t-  p''  -+-  7"-  +  5-'"=  -t-  s"  ■■  =  G  , 

ce  seront  les  valeurs  de  x,  y,  :,  «,  ',  satisfaisant  à  cette  rquation  ,  qui  donneront  le 
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minimum  pour  (Jiî).  Mais  cette  équation  se  décompose  nécessairement  en  q  autres; 
de  sorte  que  les  valeurs  les  plus  plausibles  de  x,  y,  z,  u,  t  devront  satisfaireà  ij  équa- 
tions de  condition 


Reste  à  voir  si  ces  valeurs  sont  possibles,  c'est-à-dire  si  elles  vérifient  les  équations  6  =  0; 
mais  puisque  nous  pouvons  disposer  de  q  inconnues  x,  j',  z,.  .  .,  el  de  /  arbitraires 
Ki,  K,,  Kj  pour  satisfaire  les  q  équations  de  condition  et  les  i  équations  nécessaires,  le 
problème  est  généralement  soluble  et  déterminé.  Ajoutons  (\i\c  [rû  n'' )  est  positif  et 
invariable;  ainsi  l'hypothèse  possible  de 

K,  =  K,=  K  =..  .=  0, 
donnant 

(NK)  =  o,      (AK.)=:o,      (BK.)  =  o,      (CK)  =  o,,.., 
N'=o,      B'=o,      C'  =  0,...,      N"r=o,      C"=:o,...,      N'  r=  o , 

montre  que  le  minimum  de  [SS]  est  plus  grand  que  [n" n");  par  conséquent,  pour  les 
valeurs  de  .r,  i',  z,  u,  t,  K,,  K,,  K.:, .  .  . ,  qui  font 

N*  est  nécessairement  positif;  si  cela  n'était  pas,  la  disparition  des  carrés  pourrait  ne 
pas  correspondre  au  minimum  absolu  de  (5^)  4-  (91v). 

Pour  arriver  à  la  solution  des  q  +  i  équations,  remarquons  que  les  expressions  a,  fl', 
y",  .9-'",  e"  contiennent ,  outre  les  arbitraires  K,,  K, ,  K, , .  .  . ,  la  première ,  les  incon- 
nues x,y,z,  u,t;  la  deuxième,  y,  z,  u,  t  seulement;  la  troisième,  z,  u,  t;  ïa.  qua- 
trième, u,  t-.  la  cinquième,  t;  de  plus,  elles  sont  linéaires.  On  trouve  donc  immé- 
diatement, par  c"'=o,  /  en  fonction  des  arbitraires;  puis  u  par  5'"=:  o  et  par  la 
substitution  de  /;  a  par  7"=  o  et  par  la  substitution  de  /  et  de  u;  y  et  x  de  même. 
Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  linéaires  6  =  0,  il  vient  /  équations  linéaires 
entre  les  /arbitraires.  Les  Allemands  appellent  les  arbitraires  correVafj-  (korrelaten),  et 
les  /  dernières  équations,  équations  aux  corrrlats ;  les  arbitraires  sont  aisément  calcu- 
lées en  nombres  dans  ces  équations,  et  leur  substitution  dans  les  expressions  de  ,/-,  j, 
z,  H,  t  donne  enlin  les  valeurs  les  plus  plausibles  des  inconnues. 

Examinons  encore,  pour  terminer  ce  paragraphe,  si  cette  série  de  calculs  indiqués 
peut  échouer  devant  une  impossibilité,  soit  absurdité,  soit  indétermination. 

Dans  la  première  partie  des  calculs,  savoir  la  séparation  de  (ùtî)  en  carrés,  on  ne 
peut  être  arrête  que  parce  que  l'une  des  expressions  «', ,  li.^,  n'^, .  .  .,  b\,  b'  ,  ù'  ,.  .  , , 
'•',,  c'j,  c\,.  .  .,  a,  N" ,  B', ,  C", , .  .  .,  //', ,  «'j, . . .,  c",  c" , . . . ,  N",  C",  D", . . . ,  devient  in- 
finie ou  indéterminée;  ce  qui  exige,  en  tous  cas, 

(n(i)=o,      ou      (b'l'')=zo,      ou      (c"c")^o,      etc.; 

24.. 
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c'est-à-dire,  à  la  fois, 

tz,:=o,      n,  =  o,      a,z=o,...,      ou     b\  =  o ,      b\=zo,      b\^o,..., 
ou 

i".  fl|  =   «2  =    «3  ^   o 

suppose  que  les  observations  sont  indépendantes  dex;  alors  x  est  une  inconnue  en 
dehors  des  observations,  qui  doit  être  éliminée  entre  les  équations  9  =;  o  :  ce  premier 
cas  ne  peut  donc  se  présenter. 

2°.  b\  =  b\  =  b\=  o 

ou 

i7,  é,  —  a^bt^ntb^  —  û,i,  =...=  o 
donne 

a,  :  b,  =  a-,  '.  b,  ^  o,  :  i,  =  etc.  , 


et  fait  disparaître  simultanément  dans  {S3),  lors  de  la  séparation  du  carré  -x-,  tous  les 
termes  en  y,  sauf  B'j-;  passant  immédiatement  à  la  séparation  du  carré  en  ;,  t,  ii , 
l'impossibilité  est  évitée ,  et  il  vient 

(SS)z=  a-  +  n'y  -+■  y"'  +  S-'"-  -I-  e'"  +  ( «" n" )  +  N\ 

Disposant  alors  d'une  des  arbitraires  pour  faire  B'  =  o,  il  ne  reste  que  ijr  —  i  équa- 
tions de  condition  et  (  équations  nécessaires  pour  déterminer  rj  inconnues  et  /  —  i 
arbitraires;  ainsi  le  problème  est  encore  soluble,  et,  du  reste, 

2=rO,       y"=rO,       S^"'=0,       £"^0 

donneront  bien  le  minimum  de 

{SS)  =  a'  +  'p  ■+-  y-  -t-  £"•■=  -4-  (/î''  «"  )  -+-  N'. 

Si  pourtant  il  n'y  avait  pas  d'équation  nécessaire,  il  n'y  aurait  pas  d'arbitraires,  et  il 
viendrait  simplement 

{33}  =  a' -h-/"- -h  y"~-+  e"-+-  (n'ri-')  , 

ce  qui  exigerait,  pour  le  minimum  , 

3.  =  o,      '/"  rr  o ,      .9-'"  =  o ,      i'  *■  =  o  ; 

ainsi  on  trouverait  t,  puis//,  puis;;  mais  l'équation  pour  déterminer  >•  man(|uerail, 
et  l'on  aurait,  par  a=:o,  x  en  fonction  de  y  indéterminé.   Cela  prouverait  (pic  les 
observations  faites  ne  peuvent  pas  déterminer  x  et  y;  en  effet,  comme 
a,  :  b,  =:  a.  :  b-i  ^  a^  :  b^  :=  etc. , 

on  ne  pourrait  même  obtenir  des  valeurs  approchées  pour  ces  mconnues  au  lunyï  n 
des  équations  approchées,  car,  dans  l'élimination,  .r  et  r  disparaîtraient  toujours 
ensemble. 
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change  les  équations  de  condition  en 

«  =  o,      13'=  o,      C"  =  o,     9-"'=o,     £"=0 
sans  amener  d'impossibilité.  Ce  cas  est  entièrement  analo|^iie  au  |)récéili'nt  ;  il  donne 

ou  ,  en  désignant  par  ).  ce  rapport  constant , 

b\z=:  c\ï,       6  j  =r  >  c  j ,       etc. 

La  substitution  des  valeurs  de  b\ ,  c\ ,  b\,  c\,.  .  . ,  dans  ces  équations  donne 

n,i.  —  a,b,^a,\c.  —  ti,\Ci,      «,  ij  —  a^b,  :=  a^lc,  —  «j/(,,      etc., 

,),       etc., 


",  1 

[b,— 

'l.C,)   =  «,( 

[b,  —  le, 

), 

o,{b. 

-XcJ 

=  a,{b,  - 

ou  encore 

Il  : 

:(*,  — Àc, 

)  =  «..  :  1 

[b.,- 

-le,) 

=  «  ;  : 

[b.-lr. 

soit 

t 

«1  '. 

[b, 

—  >.i-| 

)  =  p, 

II,  =:  fib,  —  "/fi  f  1 ,       fj,  =  6,  (/  -(-  ft  .r  ]  +  c,  (z  — -  Aji  j:)  -{-  e/,  u  +  .  .  .  , 
S.  =:  b,  (f  i-  fix)  +  C,(z  —  ),pj:)  -H  <■/;«  H-  .  .  .  . 

Cette  forme  d'équations  montre  à  l'évidence  qu'elles  ne  ])euvent  servir  qu'à  la  déter- 
mination des  inconnues  composées /+ (xj-,  z  —  Ifix,  II,  t,...,  et,  par  conséquent,  que 
x,y,z  resteront  indéterminées  numériquement. 

Il  résulte  de  tout  cela  que  si  ce  cas  présente,  comme  le  précédent,  une  indétermi- 
nation lorsqu'il  n'y  a  pas  d'équations  nécessaires,  c'est  à  cause  de  certaines  relations 
entre  les  coefficients  de  3,,  S,,  S3,.  .  .,  relations  qui  mettent  un  obstacle  analogue  à  la 
détermination  approchée  des  inconnues. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  celte  discussion,  pour  prouver  que  la  nuthodc 
ne  peut  être  en  défaut  que  lorsque  les  observations  sont  essentiellement  insuffisantes. 

La  deuxième  partie  des  calculs,  c'est-à-dire  la  résolution  des  équations  aux  correlats, 
est  évidemment  possible  quand  les  équations  nécessaires  sont  compatibles  :  ces  deux 
systèmes  d'équations  sont  au  fond  identiques,  à  cause  de  l'intime  liaison  des  valeurs 
des  inconnues  et  de  celles  dés  correlats,  qui  peuvent  s'exprimei-  les  unes  par  les  autres 
en  fonctions  linéaires. 

§   VI. 

Calcul  des  précisions. 

Kn  commençant  ce  paragraphe,  rappelons  que  le  §  II  suppose  explicitement  que  les 
valeurs  données  par  l'observation  ,  ou  plutôt  les  erreurs  de  ces  valeurs,  sont  indcpen- 
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(lantes;  c'est-à-dire  que  si,  à  la  vérité,  les  valeurs  exactes  sont  liées  entre  elles  par 
leurs  expressions  en  fonction  d'un  nombre  restreint  d'inconnues,  les  valeurs  approchées 
n'ont  cependant  pas  été  déduites  les  unes  des  autres,  mais  bien  déterminées  isolément 
et  successivement.  D'après  cela,  si  nous  possédons  un  système  de  valeurs  approchées 
pour  certaines  quantités,  il  ne  peut  être  assimilé  à  un  système  d'observations  que  pour 
autant  que  ces  valeurs  n'aient  pas  été  déduites  les  imes  des  autres. 
Les  équations  de  condition 

-X  =  o,      p'  =  G ,      y"  z=  o ,  .  .  .  , 

sont  la  transformation  ou  la  réalisation  de  la  condition  du  minimum ,  et  doivent  exister 
simultanément,  chacune  contribuant  d'ailleurs  séparément  à  cette  réalisation  et  devant 
être  satisfaite  au  même  titre  que  les  autres;  ces  q  équations  peuvent  donc  être  considé- 
rées comme  résultant  d'un  système  d'observations  indépendantes  de  a,  f,  7",.  .  .  Or, 
le  risque  d'erreur  d'un  système  quelconque  de  corrections  possibles  faites  aux  observa- 
tions réelles  est 

<P{SS)  =  <l>  [a-'  -I-  p''  -+-  y"'  -f-  .  .  .  -I-  (  «'■"  «'  )  -h  NM; 

ce  risque  d'erreur  est  le  même  que  celui  d'un  système  de  corrections  laites  à  //  obser- 
vations 

7.^0,       p'  =  o,       y"=zo,..., 

et  à  p  —  7  autres  observations 

IV,  zr:  o  ,      II';  =  o  ,      II' ,  =  o , .  .  . , 

tontes  de  précision  —  i,  pourvu  que 

((fil')  ^=:  («'«')  -t-  N'. 

Les  lieux  systèmes  de  p  observations  sont  donc  équivalents,  et  de  là   nous  tirons  les 

deux  conclusions  suivantes  : 

i".  Les  valeurs 

a  =  o,      fi'=o,      y"^0,..., 

qui  nous  sont  données  indépendamment  l'une  de  l'autre  par  le  système  d'observations 

proposé 

l'i  =  /'i ,     «'.•  =  ^'j ,     fj  =  /'j, . .  .  , 

sont  déterminées  de  la  même  façon  que  par  des  observations  de  précision  =  i . 

7.".  Le  système  fictif  d'observations  de  a,  p',  7",.  .  .,  n'est  pas  complètement  iden- 
ti(pie  avec  le  système  proposé,  à  cause  du  moindre  nombre  d'observations  qu'il  con- 
tient ou  de  la  différence  de  p  et  <-/.  11  donne  lieu  à  une  différence  dans  le  risque  d'er- 
reur, différence  qui  devient  constante  quand  il  n'y  a  pas  d'équation  nécessaire,  c'est-à- 
dire  iiuand  (  des  inconnues  ont  été  originairement  éliminées;  car  alors  il  n'y  a  pas  d<' 

corrélats,  et  nous  avons 

Ti"  =  0. 

Comme  nous  avons,  dans  ce  cas, 

0  '  -)-  'î  j  -^  û"  j  -)-    .  .—  3^=  a-  ■+-  p'-  +  y"-'  -h.  .    -H  («'"•) , 
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quelles  (iiio  soient  les  valeurs  mises  pour  x,_>',  z,..  .,u  en  résulte  que  si  nous  pouvions 
donner  aux  inconnues  leurs  valeurs  vraies,  ô, ,  'îj,  fJ, .  .  .,  o^,  a,  p',  ■/',.  .  ,  devien- 
draient les  erreurs  vraies  des  valeurs  o,  o,  o,...,  o,  o,  o,  o,...,  déterminées  pour  toutes 
ces  fonctions  avec  une  ])récision  uniforme  =  i  ;  la  moyenne  des  carrés  de  ces  erreurs 
vraies  serait  donc  sensiblement  =  1  (§  IV);  de  sorte  que 

(o3)  =  p,     x--(- p'=-t-7"=  +  .  .  .=  Y  —  ' 

(l'élimination  de  ('  des  inconnues  a  réduit  leur  nombre  et  celui  des  fonctions  a,  fi',  7",..., 
à  7  —  ').  Or  la  somme  («"«")  est  constante,  et  par  suite,  quoique  nous  ne  puissions 
jamais  découvrir  les  valeurs  vraies  des  inconnues,  nous  n'en  voyons  pas  moins  que 
nous  devons  toujours  avoir 

( «'■  /!")  z=  jj  —  <j  -t-  i ; 

(//  n")  est  d'ailleurs  la  valeur  minimum  de  (Sa)  ou  ce  que  devient  cette  somme  après 
la  substitution,  pour  les  inconnues,  de  leurs  valeurs  les  plus  plausibles. 

D'après  cette  deuxième  conclusion,  nous  voyons  que  si  nous  faisons  une  série  de  p 
observations  de  précision  uniforme  =  /t,  nous  pouvons  d'abord  trouver  les  valeurs  les 
plus  plausibles  des  inconnues,  conformément  au  premier  alinéa  du  §  V;  ensuite,  dési- 
gnant par  a'i,  ^i,  A'j,  3\,  A3,  ô'j,.  .  . ,  les  résultats  de  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  Ai,  5|,  Aj,  5, ,  Aj ,  ^3 , , .  . ,  nous  avons 

{S'S')  =  /r-{à'\')  —p—rj  +  i; 
de  là  nous  déduisons 


/p—'J  +  i  I  /    (A'A') 

V     (-i  ■i  J  /'      yj  p  —  q-^i 

formules  qui  donnent  le  moyen  de  calculer  la  précision  et  l'erreur  moyenne  d'un  svstème 
d'observations  également  bonnes. 

Ainsi,  en  traitant  séparément  chaque  série  d'observations  d'égale  précision,  nous 
pouvons  connaître  tous  les  coefficients  A,,  Ih,  h^^,.  .  . ,  entrant  dans  (  oô) ,  ce  qui  rend 
possible  la  résolution  du  problème  général  de  la  compensation.  Il  reste  à  déterminer 
enfin  les  précisions  des  résultats  de  cette  compensation. 

A  cet  effet,  observons  que  la  première  des  deux  conclusions  ci-dessus  nous  apprend 
que  les  valeurs 

y.  =;  o  ,       ^'  ^  o  ,       y  "  ^  G  ,       etc. , 

ont  une  précision  =  i,  et  peuvent  être  considérées  comme  indépendantes  les  imes  des 
autres;  d'autre  part ,  nous  avons  (§  V) 

V''(e'''e") 
et 

Si"  z=  n'J  -\-  e\''  t,     3"  =  n"  ■+■  e"  t,...; 

d'où 
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et 

E"  = ,— ' — ^     +  vV-"  e""  )  ^ 

2  v(e"e'^J 
«a 

1  E"+  2(e"/z'''") 


Ceci  nous  indique  d'abord  que  la  valeur  la  plus  plausible  de  f  est  le  deuxième  terme, 
puisque  celle  de  e"'  esto;  ensuite,  lorsque  /  =  o,  E"  devient  nul,  le  deuxième  terme 
est  constant,  et,  par  suite,  la  précision  de  cette  valeur  de  t  est  y^e'^e")  fois  plus 
grande  que  celle  de  e"  =  o ,  qui  est  l'unité.  Voilà  donc  déterminée  la  précision  de  la  va- 
1  eur  plausible  de  ^;  on  aurait  de  même  celles  des  valeurs  plausibles  de  x,  r,  z ,  «,  savoii , 


v/(«"'«"'),       \j\b"b"),      s/(c'^c"),      ^'{d'^d'"), 

eu  recommençant  autant  de  fois  la  séparation  des  carrés  dans  (SS)  ■+■  (SK  i,  pour  con- 
server sucL-essivemenl  chacune  des  inconnues  jusqu'à  la  fin.  Mais  nous  allons  découvrir 
bientôt  un  moyen  moins  long  et  qui  pourra  servir  lorsque,  /  n'étant  pas  nul,  P^"  est 
variable  et  la  précision  de  t  est  plus  compliquée. 

Remarquons  que,  dans  la  recherche  des  valeurs  plausibles,  nous  avons  détermine 
les  rorrélats  dans  les  équations  nécessaires,  en  déduisant  de 
a  =.  o ,     p'  =  G  ,     7"  =  o , . .  . , 

les  valeurs  des  inconnues  en  fonction  des  corrélats.  Pour  tenir  compte  de  l'influence 
des  erreurs  de  a,  p',  7", .  .  . ,  sur  les  corrélats,  il  faut  opérer  d'une  façon  plus  complète, 
en  exprimant  .v,  y,  z,  u,  t  en  fonction  des  arbitraires  et  de  a,  p',  7",  S-'",  s",  au 
moyen  des  équations 

De  cette  façon,  les  équations  aux  corrélats  contiennent  œ,  p',  7",.  .  .,  et  ces  variables 
entrent  dans  l'expression  des  corrélats;  en  substituant  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour 
les  corrélats  dans  les  développements  complets  de  x,  r,  z,  •  • . ,  on  a  la  formule  géné- 
rale des  valeurs  possibles  des  inconnues.  Ces  valeurs  deviennent  les  plus  plausibles  dès 
que  l'on  y  fait 

a  =  p'  ::=  7"  =  .  .  .  =  G. 

Maintenant,  toutes  les  inconnues  sont  données  en  fonctions  linéaires  des  variables 
a,  p',  7",.  .  .;  connaissant  la  précision  des  valeurs  de  celle-ci  (o,  o,  G,.  .  .),  il  s'agit 
de  déterminer  les  précisions  des  valeurs  résultantes  des  inconnues. 

Afin  de  résoudre  ce  problème,  supposons  que  nous  ayons,  par  e-xemple, 

j:  =  /•  -t-  r,  a     -   r,  p'  -I-  /-j  7"  -4-  .  .  .  . 

Les  valeurs  de  a,  p',  7"  étant  données  indépendamment  l'une  de  l'autre,  nous  pou- 
vons les  considérer  comme  le  résultat  d'observations  directes,  ayant  pour  but  la  deter- 


\ 
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ininaliori  des  inconnues  z,  p',  .r,  par  exemple,  et  7"  étant  une  fonction 

-  p    -h  -  j:. 


r  r, 


Alors  la  valeur   la  ])lus  plausible  ile  .r  et  sa   précision  sont  données  par  le  procédé 
indique  plus  haut. 

Les  corrections  a  —  o,  p'  —  o,  7" —  o,  multipliées  par  la  précision   1  et  élevées  au 
carré,  donnent  pour  somme  analogue  à  [So), 

%■  ■+-  p'-  +  7"'  =  a'  +  ^'-  -)-  —  (  —  r  —  r,  a  —  r,  §'  -+■  x)' 

'■'  2  rr,  r'  +  r\  rr.  r,  r. 

=  -j  H r  «  H — r       c'  +  2  — :  S'  -I-  2  ^p"  aS' 


Le  premier  carre  à  séparer  est  évidemment  celui  de 

T,  y/rj-i-  ri  i\  r.. 


il  reste 

7-  ^         2  TA-.;  ''1   "t"  ''2  +  ''s   c/  -^  ''  '^''-         CI 

r\  -\-  r\'^  r\-^  r\  ^  '"î  +  ''1  ''?  +  '"3  ''!  +  '"3 

Le  second  carré  à  séparer  est  celui  de 

rri  I  r\-\-  rl-\-  r" 


reste 


f]  -h  r]  -h  ri        /";  +  /"î  +  ^l        '",  +  ''l  -+-  '■3 
)U  le  carre  de 


Si  nous  représentons  les  trois  carrés  par  y.],  fl', ',  ■/'/',  il  vient 


7,  = 


=  '■—7,  y/'y'-.-i-'-l-^'-l) 


c'est-à-dire  que,  la  précision  de  7"  =  o  étant  l'unité,  celle  de  x  —  r  est 


Arl-^rl  +  r])       ' 
fois  moindre,  ou 

1:  \/{r'  +  rl  +  r]], 

ïoincXVllI  -  Mu  i853.  "5 
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e 
t  l'e  '  reur  movenne  est 

Ainsi ,  les  inconnues  étant  exprimées  complètement  en  fonction  de  a  ,  p',  7", .  .  . ,  l'er- 
reur moyenne  de  la  valeur  plausible  de  chacune  est  égale  ù  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  coefficients  de  ces  variables  dans  son  expression. 

Enfin  si,  au   moyen  des  valeurs  plausibles  de  x,  y,  z,.  .  .  ,  nous  trouvons  celles 
d'une  fonction 

X  =  '?(j;,r,  2,-  •  ■), 

la  propriété  précédente  peut  encore  nous  servir  à  trouver  la  précision  de  cette  valeur. 
En  effet,  il  suffît  de  développer  X  en  fonction  linéaire  ,  comme  au  §  V,  soit 

X  :=  i  -)-  i,  X  -f-  .Î3  jr  +  ijz  -f- . . .  ; 

nous  ne  pouvons  pas  de  là  déduire  directement  la  précision  de  X,  parce  que  les  valeurs 
de  X,  y,  z,.  .  .,  ne  sont  pas  indépendantes  l'une  de  l'autre,  comme  celles  de  a,  fi', 
y",.  .  .;  il  faut  donc,  conformément  au  commencement  de  ce  paragraphe,  substituer  à 
.r  ,  y,  z,.  .  . ,  leurs  expressions  en  a,  p',  7",...,  et  alors  le  développement  de  X  devient 
analogue  à  celui  de  x,  savoir 

X  =  i'  +  /,a  -+-  /,p'  +  s\y"  4-  .  .  .  , 

et  la  précision  de  X  =:  Z  est 

I  :  \Js\'-i-s\'-i-s\'  +  .  ■  ■■ 

Si,  au  lieu  d'avoir  X  en  x ,  y,  z,.  .  ,,  cette  inconnue  était  donnée  directement  en 
fonction  de  valeurs  indépendantes,  par  exemple 

X  =  ?(f,,  ",,»,,-■  ■), 
l'expression 

X  =  s  +  s,  i',  -H  S2 1',  -h  Si  cj  -t- .  .  . 

serait  comparable  à  celle  de 

.<-  =  /■  -f-  r,  a  -H  r,  p'  -t-  Tj  7"  -(-  .  .  .  ; 
en  effet , 

S,  =  h,  (i',  —  X-,  ) ,      S,—  /h  {v,  —  ^,).  .  ■ 
donne 

À,  ,         03 

X  =  .s  -+-  i-,  X,  -t-  ^.  X.  +  ij  X-j  4-  .  .  .  -f-  ^  5.   +  -^  -î:  -H  7^  ^3  -H 

/(,  Al;  h., 

et  dans  ce  développement,  0,,  S-:,  S,,...,  sont  des  quantités  ayant  des  valeurs  indé- 
pendantes ^  o  et  de  précision  =  1,  de  même  que  a,  p',  •/",.  . .,  ci-dessus.  .Ainsi  l'er- 
reur moyenne  de  X  est 


s/' 


h\     ll\     h\ 
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le  carré  de  cette  erreur  moyenne  devient 

m]s]  +  mis]  +  ml  s'^  + .  .  .  , 
foriiiiilc  simple  et  symétrique. 

§   VII. 

Récapitulation. 

La  suite  des  théorèmes  établis  dans  les  paragraphes  précédents  donne  la  solution 
suivante  au  problème  général  énoncé  au  §  I  : 

Il  faut  séparer  d'abord  les  observations  en  autant  de  séries  qu'il  y  a  eu  de  moyens 
d'observation  différents;  on  peut  alors  considérer  la  précision  comme  uniforme  dans 
chaque  série.  On  transforme  les  équations 

en  équations  de  la  forme 

S=  o, 

ainsi  qu'il  est  indique  au  §  V.  Dans  chaque  série  d'équations 

ô  =1  o, 

combinée  avec  les  équations  nécessaires  qui  lient  entre  elles  les  inconnues  contenues 

dans  cette  série,  on  élimine  les  inconnues  dépendantes;  on  compense  la  série  tr.insfor-. 

niée  par  la  condition 

i^SS)  =  minimum , 

en  faisant  abstraction  de  la  précision  uniforme  et  inconnue  ;  on  substitue  dans  (  3S]  les 
valeurs  ainsi  trouvées  pour  les  inconnues,  et  l'on  déduit  la  précision  de  la  série  d'ob- 
servations par  la  formule  

Ayant  déterminé  ainsi  la  précision  de  chaque  série  d'observations,   on  reprend   le 
système  de  toutes  les  équations  primitives 

iî=  o     et     9  =  o, 
et  l'on  forme ,  comme  il  est  indiqué  au  §  V,  les  équations 

Jr(AK)H-  (aS) 


[aa) 


:C"-\-{c"3") 

^  etc. 


s/[c'c") 


On  déduit  de  ces  équations,  en  commençant  par  la  dernière,  touti.s  les  inconnues  en 
fonction  des  corrélats  et  de  a,  fl',  7",.  .    ;  on  substitue  ces  expressions  des  inconnues 

■25.. 
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dans  les  équations  nécessaires ,  et  l'on  obtient  les  équations  complètes  aux  correlats.  Ces 
dernières  permettent  de  déterminer  les  valeurs  des  currélats  en  fonction  de  a,  fl',  •/",■■■, 
et  ces  valeurs ,  substituées  dans  les  expressions  obtenues  précédemment  pour  les  incon- 
nues, donnent  les  valeurs  de  celles-ci  en  fonction  des  mêmes  variables.  Alors  Us 
valeurs  plausibles  des  inconnues  sont  ce  que  l'on  obtient  pour  elles  en  faisant 

et  les  erreurs  movennes  de  ces  valeurs  sont  les  racines  carrées  des  sommes  des  carrés 
des  coefficients  de  a ,  3',  7", .  .  . ,  dans  l'expression  de  chaque  inconnue  respectivement. 

NOTE. 

Démonstration  cVun  théorème  algébrique  invoqué  an  §  III. 

La  recherche  de  l'expression  analytique  du  risque  d'erreur,  au  §  III ,  repose  sur  une 
propriété  algébrique  des  fonctions  symétriques.  Comme  je  ne  pense  point  que  cette 
propriété  ait  été  énoncée  ni  démontrée  jusqu'à  ce  jour,  j'ai  cru  devoir  y  consacrer 
une  note. 

Si  un  polvnome  symétrique  homogène  de  degré  2«  contient,  à  des  i)uissances  paires 
seulement,  des  variables  A,,  A,,  A3,...  en  nombre  égal  au  moins  à  in ,  et  si  les  déri- 
vées de  toutes  les  variables  sont  égales  à  l'unité,  la  dérivée  du  polynôme  ne  saurait 
être  divisible  par  la  somme  des  variables,  sans  que  le  polynôme  lui-même  ne  soit  égal 
à  une  puissance  de  la  somme  des  carrés  des  variables  ,  multipliée  par  un  coefficient 
constant,  ou  =  N(a'  -i-A^  -f-  AJ  -h.  .)". 

Le  polynôme  supposé  est  représenté  de  la  façon  la  plus  générale  par 
1  a;»-i-  ai"+ A5"-t-...+  N'(A;''-=  a;-i-  a;"-- a:  -h.  . .)  \ 

^  )       -!-N"(A="-' Aj-i-  A^"-' A^  — . . .)  4-  JN"  (a;"— aJ  A'-i- AJ'^'A^  a;-i-.  .  .)| 

■  j      -t-N"'(A;"-»Af-i- a;"-<^a5-i-. ..)-)-- ■s7(a;"-''A^a!+a;'-'a-a:  +  .  ..)(■ 

I  -f-N"'(A2"-«A;A5A|-|-.  ..)-!-...  etc.  ] 

Sa  dérivée  devient  alors 

2«(A;°-'-f- A|"-'+ A»"-'  -+-     ..) 
1  +N'[(2/2— 2)A^°-'A;-f-2A]"--A,-|-(2/2  — 2)A^''-^A'-H2A^"-=A, +  ...] 

1  -|-N"[(2n  — 4)AÎ"-'A5-t-4A;"-'Aj  -4-.  .  .] 

]  H-N"[(2/l  —  4)A;"-'AJA^  -+-2A;"-'A:A;-+-  2  A^'-' AÎ  A .  -h  .  .  .  ] 

N  \  +N"'[(2n  — 6)aî"-'a5  +  6a;'-'a5  -(-.  ..] 

I  -f-  ^  V  '         1  »        3  I  I 

I  'I         -i-4a;"-«a;a^-h  2Aî"-^a;  Aj-i-..  .J  I 

f  »,™['(2"  — 6)A?"-' a;  A' A'  + 2A;"-«A,  A' A'      "1  I 

-H  N"  P  '     '         ,  ,  ,     ,  etc.  ' 

l  L  -I- 2A^''-«A5  A^A)  +  2Aî"-''A;  Aj  Ai.  .  .    I 

Cette  expression  est  divisible,  par  hypothèse,  par  A, -t- A^ -+- A  -h  .  .  .  ;  pour  que 
cela  soit ,  il  faut  «jue  le  reste  de  la  division  ordonnée  par  rapport  à  A,,  par  exemple  ,  soit 
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nul ,  et ,  par  conséquent,  que  tous  les  termes  dissemblables  de  ce  reste  s'annulent  sijia- 
rément.  Afin  de  reconnaître  comment  cette  condition  se  traduit  algébriquement ,  nous 
allons  effectuer  la  division  ,  et  pour  abréger  les  notations ,  nous  représenterons  par  S  A, 
la  somme  A,  +  A ,  -4-  ^j  -f  .  .  . ,  par  S  A]"-'  la  somme  A-""''  -+-  A-"-'  -f-  .  .  . ,  par  S  i';  A' 
la  somme  A^  A^  -i-  A'  A^  +  .  .  .  -f  .i'  A'  H-  .  .  .  ,  etc.  ;  en  un  mot,  le  signe  S  indiquera 
Ih  somme  de  tous  les  ternies  symétriques  à  celui  qui  le  suit,  formés  avec  les  variables 
A.,,  Aj,  A,,.  .  .  .  Notre  premier  dividende  oidonné  devient  ainsi,  abstraction  fuite  du 
copflicient  N , 

p.  rt  a;"-  '  4-  (aN'SA,)  a;"--'  +  [af/z—  i)N'S  A'-]  a;"--' 
-+-  (4iN'"S-\j-t-2!N';sA',  A,)  a;"-' 

-h[2{n  —  ?.)1N"Sa5  H-2{«  — 2)1S",  SA^A^]  A;"'-' 

-+-  (6  ]N"'s  A^  -t-  2  is'"s  a;  Aj  +  4  7i"ls^l  ^l  -h  2  N'"s  a;;  y.  a,  ,  ^]'•- 


r2(«—  3)_^"■SA;;  +  2(«  —  3)n"',sa;  a- 

"*"  L  -H2(h  —  3uV"Si' A^  A^ 

Le  diviseur  est 


].- 


A,  +  S  A,. 
Premier  quotient  :  2  //  AJ"    ';  produit  par  S  A.., 

=  (2«SA,)  A^"--; 
reste,  le  ternie  en  a;"-   disparaît,  le  coefficient  de  A;"~-  devient 
2(N'—  n)SA,. 

Deuxième  quotient  :  [2  {îi'  —  «)SA2]a;''^\  Dans  le  produit  par  SA, ,  nousaurouv 
le  ?arré  de  S  A.,  ou 

A]  4-  2  A,  A;  -(-  Aj  +  2  A,i,  +  2A;  A,  -t-  A;    +  .  .  .  , 

ou  ,  d'après  nos  abréviations, 

SA;  +  2S  A,  A   ; 
\ç  produit  par  SA   est  donc 

[  2  ( N'  —  /î  )  S  A-  +  4  ( N'  —  «  )  S  A,  A,]  A-;"-=. 

lieste,  le  terme  en  A]"~'  disparaît,  le  coefficient  de  A;"~'  devient 

[  2  (/î  —  2)  N' -+-  2«]  SA;  —  4  (N' —  «)  S  A,  A,. 

Troisième  quotient.  C'est  le  coelficient  précédent  multiplié  par  A;"-'.  Dans  ce  cpin- 
tient,  le  terme  en  S  A,  A3  donnera  au  produit  un  terme  en  SA.,  A  ^  A,  ;  or  cliarpie  A  A  A 
est  donné  par   A,A,  XA,,   AjAjXAj,  AjA.XA,;   ce  terme  sera  donc 

[3.4(N'  — «)Sa,a,,a,]  a;"-'; 

il  ne  pourra  se  réduire  avec  le  dividende ,  passera  tout  entier  dans  le  reste  ,  puis  dans 
le  quatrième  quotient,  et  donnera  au  quatrième  produit  un  terme 

[4  .3.4  (N'  —  /?)  S  A,  A.,  A,  A;,]  A]"-', 
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qui  ne  peut  encore  se  réduire  avec  aucun  autre.  Il  y  aura  donc,  au  reste  final ,  un  terme 

tel  ((lie 

(2/2  — i)...5.4.3.4  (N'  — /;)SA,  A.AjAjd,.  .    A.,„; 

et  cDiiinie  le  reste  final  doit  disparaître  pour  que  la  division  soit  possible,  il  faut  que 

N'=  n. 

(Remarquons  ici  que  la  supposition  du  nombre  de  variables  au  moins  égal  à  in  est 
nécessaire  dans  l'énoncé  du  théorème;  en  effet,  si  ce  nombre  était  inférieur  kin,  le 
terme  indiqué  ci-dessus  ne  pourrait  se  produire,  et  l'on  ne  serait  plus  en  droit  de 
conclure  N'  =  «.) 

D'après  ceci ,  le  troisième  quotient  se  réduit  à 

[2/î  («  —  l)S  A^]  A^'''- 

Produit  par  SA,  :  SaJ  X  S  A,  donnera  des  termes  tels  que  A,  et  A'  A,,,  et  chacun  ne  peut 
se  présenter  qu'une  fois;  le  produit  est  donc 

[2/i(«  — i)SA^-i-  2/î(/z  —  i)Sa5  a,,] a;"-'. 

Le  premier  ternie  du  reste  sera 

I  [4  N"  —  2«  («  —  i)]  S  A^  -t-  [aW;  —  2«  («  —  i)]  S  a;  a,  I  a;"-'. 

Quatrième  quotient.   Le   terme  en  SAjAj  de  ce  quotient   donnera  au   produit  tui 

terme 

|2[2N",  —  ln{n  —  |)]SA,' A,  A,  JA;"-" 

(provenant  de  Aj-Aj  -4-  Ai  et  de  A'  A,  X  Aj),  qui  ne  trouvera  point  sou  semblable  et 
persévérera  jusqu'au  reste  final,  de  même  qu'il  a  été  dit  pour  le  terme  en  S  AjA.  ci- 
dessus.  Le  coefficient  entre  crochets  affecterait  successivement 

2A;"-^  S  A^  A3  A,,      2.3  A^"-«S  A' Aj  A,  As,      etc.; 
donc  il  faut  qu'il  s'annule  de  lui-même,  et  qu'on  ait 

N",  =  n{n  —i); 
le  (juotient  se  réduit  à 

[4N"  —  2«(/2  —  i)]SA^X  a;"-^ 
Produit  par  S  Aj  : 

{[4N"  — 2«(/?  —  i)]Sa;  4-[4N"  —  2«(«  —  i)]Sa5a'|  a;"-. 

Premier  terme  du  reste  : 

[2(«  — 4)N"-|-  2n(«  — i)]SA;  — [4N"—  2n(«  —  i)J  SA^A,,  I 

-H  2(«  —  2)«(«  —  l)SA^  A^  P' 

Cinquième  quotient.   Le  coefficient  de  SAjA,,  terme  qui  donnerait 
SA^AjA,,      SijAj  A,  Ai,.  .  .  , 
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tloil ,  comme  il  a  été  dit  pour  d'autres  ,  s'évanouir;  d'où 
Le  quotient  devient 

//(«  —  i)(«  —  2){S  a;  +  2S^l^l)^]''-'. 

Piorluit  : 

n{n  —  \)[u  —  %)[?>^\  -4-  sa;  A3  +  2SùJ  a;+  2SA^  A;  a,)  a;"-'. 
Hestc  : 

/[6IN'"— «(«  — l)(n  —  2)]SAj-(-[2lN",'— «(«  —  l)(«  — 2)]SA*A;j 

I        +[4N';'— 2«(«  — 1)(«  — 2)]sa^a^  !a;"-'. 

(  H-[2N'"—  2«  (n  — l)(/?— 2)]SA5A'3  A,  ) 

Sixième  quotient.  Le  coefficient  de  SaJ  A,  doit  être  annule,  de  même  que  celui  de 
S  a!  A  j  A;  ;  ainsi  nous  avons 

N"'  ^  n  I •  I  ( «  —  2 )     et     N™  =  /?  ( /ï  —  \){n  —  2 ) , 

et  le  quotient  devient 

[6.N'"  — «{«  —  i)(«  —  2)]SaSa^"-'. 
Produit  . 

[6N'"—  «(r«  —  l)(/2  — 2)](SA5  +  SA5A3)A5''--. 
Reste  : 

i[i[n  -6)N"'+«(«  — 1)(«  — 2)]SA^— [6N'"— «(«-!)(«-  2JSa;;A;\ 

I  +«;/;  — i)(«  —  2)(«  —  3)Sa^a'3  I  a;""^ 

j  4-2/?(«  —  l](« —  2)(«  —  SJSAjAjA^-  ; 

Septième  quotient.   Nous  aurions  encore 

/«  —  l\    l  "  —  2\ 

Nous  ne  pousserons  pas  cette  division  plus  loin;  mais  la  substitution  des  valeurs  de  N', 
N",  jN",  N'",  N"',  N'j  dans  le  polynôme  proposé,  ordonné  par  rapport  à  A, ,  donne 

-f-«AJ«-'(A',  H-  il-h-  ..)-hn  (--^  )  '^V'~'(^î+^3  +  --  •] 
-h  n{n  —  l)A="-'  (A' Aj-H  A^A^+.  .  .) 

_t-«(„_  ,)(/?  —  2)a;"-«(a=a5aJ4-...)  +... 


N 
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,  A;"-i-  «A^  ■"-=>(  4^  +  A^-h.  .  .:  -t-  «  (  '- ]  i^'."--;  [  A^  +  a; -(-...)-] 

i  i n —  )\   iii  —  2\     ,,,,,.,  ,.  (' 

!     +"(--)(^-^j^--(-;  +  A3  +  - ■•)■+•••  ) 

ou  enfin 

N(A-  +  A^  + A;  +  .  .  .)». 

C.   Q.   F.   D. 


Nous  ])lact'rons  ici  i|Uel(]i.ics  mots  d'explication  pour  aller  au-devant  {l'une  objection 
que  l'on  peut  faire  à  l'emploi  de  ce  théorème  à  la  page  177. 

Dans  le  développement  du  risque  d'erreur  en  série,  le  degré  in  du  terme  quel- 
conque est  évidemment  illimité  ;  il  faut  donc  supposer  dans  la  formule  le  nombre  des 
variables  ou  des  corrections  également  illimité,  puisque,  aux  termes  du  théorème 
ci-dessus,  ce  nombre  doit  être  au  moins  égal  à  2«.  Cette  nécessité  semble  priver  la  dé- 
monstration de  la  forme  analytique  du  risque  d'erreur  du  caractère  de  généralité. 

Mais  nous  voyons  d'abord  que,  en  ayant  égard  à  cette  condition,  la  démonstration 
rappelée  prouve  bien  qu'en  développant  en  série  le  risque  d'erreur  des  corrections  à 
faire  à  un  système  de  in  observations,  les  termes  du  développement  jusqu'au 
m"""  degré  inclusivement  se  réduisent  à  la  forme 

A  +  B(SAî}-4-C(SAj)--h..  .-(-N(SA|)". 

Si  nous  considérons  maintenant  un  système  quelconque,  contenant  un  nombre 
moindre  d'observations,  nous  pourrons  toujours  concevoir  le  système  complète  jus- 
<[u'au  nombre  m  ()ar  des  observations  fictives  et  indépendantes,  et  comme  les  correc- 
tions de  ces  dernières  observations  devront  nécessairement  être  nulles,  nous  voyons 
que  le  risque  d'erreur  gardera  la  même  forme,  avec  cette  seule  différence  que  SA' 
contiendra  un  moindre  nombre  de  termes. 

Ainsi,  le  risque  d'erreur  d'un  système  àt p  corrections  peut  toujours  se  mettre  sous 
la  forme  A  -f-B{SA;;  -1- C(Sa' )--t- D  (S  A;  )= -f- . . . -|- iS  (SA'  )"  -f-  des  termes  de  degré 
supérieur  à  2«  ,  à  condition  que  in'^ p. 

Il  nous  suffît  d'ajouter  que  2/j  est  un  nombre  essentiellement  fini,  mais  que  rien  ne 
limite,  l'esprit  pouvant  concevoir  un  système  d'observations  en  nombre  indéfiniment 
grand.  Donc  le  développement  du  risque  d'erreur  ne  saurait  renfermer  un  ternie  qui 
ne  rentre  sous  la  forme  *  ^  S  A,  ). 
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Règles  de  convergence  des  séries  et  des  Intégrales  définies 
qui  contiennent  un  facteur  périodique  ; 

Par  le  P    J.  CHARTIER,  S.  J. 


Je  qie  propose  de  donner  une  démonstration  d'un  théorème  impor- 
tant d'Abel,  et  d'en  tirer  une  série  de  conséquences  qui  en  découlent 
presque  immédiatement,  et  comprennent  en  particulier  un  théorème 
de  M.  Malmsten,  démontré  par  M.  Holmgren,  mai  i85i,  page  i86  de 
ce  Journal,  et  un  autre  de  M.  Bjôriuig,  qui  se  trouve  en  décembre  i?)Sj. 
du  même  Journal. 

Proposition  fondamentale  (due  à  Abel).  —  Soient  a,,  a^,-..,  a  p. 
p  quantités  réelles,  positi\>es  ou  négatives  ;  £,,  £2,..,  Sp,  p  quantités 
réelles  de  même  signe  et  numériquement  décroissantes  ;  et  E,  F,  des 
quantités  réelles,  positives  ou  négatives.  Si  l'on  a,  pour  toute  valeur 
de  p  entre  i  et  n, 

(i)  E  <  a,  +  flj +...+ a^  <  F, 

on  aura  entre  les  mêmes  limites,  si  s,  est  positif, 

[■i)  Ecj  <  rt,  £,  +  ajSa  +...+  «p  £,,  <  F£,. 

Si  £,  est  négatif,  les  mêmes  inégalités  subsisteront ,  changées  de  sens. 
Cette  proposition  peut  se  démontrer  ainsi  : 
Remarquons  en  général  que,   si  dans  une  sonune 

S  ='^a^e/,, 

où  rt;  et  Ca  sont  des  quantités  réelles,  on  fait  varier  de  quantités  égales  (/ 
un  nombre  quelconque  de  facteurs  e^,  la  variation  qui  en  résultera 
pour  S  sera  de  la  forme  ad,  et,  par  conséquent,  S  variera  dans  le 
même  sens  quand  d  variera  dans  le  même  sens.  D'où  il  suit  que,  si 

TomeXVin.- Joim853.  *^^ 
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deux  valeurs  extrêmes  de  d  laissent  S  entre  deux  limites  a  et  ,S,  toute 
valeur  intermédiaire  de  d  laissera  S  dans  ces  mêmes  limites. 

Cela  posé,  des  inégalités  [i]  on  déduit  en  multipliant  les  trois 
membres  par  £,  supposé  positif,  et  réduisant  le  membre  du  milieu  à 
un  terme,  puis  laissant  les  p  termes, 

(3)  Ee,  <  rt,  £, <  Fs,, 

(4)  Es,  <  rt,£,  4-  flaSi  +  'ïsï.  +••■+  'ïp^i  <  Fs,.  ■ 

Si  £,  était  négatif,  il  n'y  aurait  qu'à  renverser  les  sens  de  ces  inéga- 
lités. On  peut  supposer  que  les  points  de  l'inégalité  (3î  tiennent  lieu 
des  termes  «,0,  «30,...,  OpO,  ayant  pour  seconds  facteurs  zéro.  Main- 
tenant, £2  est  entre  o  et  £,.  Donc,  d'après  la  remarque,  on  aura  aussi, 
en  réduisant  dans  les  inégalités  (4)  le  membre  du  milieu  à  deux 
termes,  puis  le  laissant  tel  qu'il  est,  et  remplaçant  à  partir  du  second, 
£,  par  £2 . 

E£,  <«,£,  +  ao£2 <  Fc,, 

E  c,    <   fl,  £,   +    «2  £2  +   «^3  £2  +  •  ■  •  -t-   «/>  =2   <    F  £,  . 

De  même,  puisque  £3  est  entre  o  et  £„,  on  aura 

E  £,  <  a,  £,  +  flj  £2  +  fls  £3 <  F  £,  , 

E£,    <«,£,   +  ^,£2+  fi  =J+  «.iEs  +---1-  «;,£;,<  F£,. 

Ce  raisonnement  peut  se  poursuivre  indéfiniment,  et  il  conduit 
évidemment  à  l'inégalité  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Corollaire  1.  (La  première  partie  de  ce  corollaire  a  été  donnée  par 
M.  Oss.  Bonnet,  tome  XIV,  page  249  de  ce  Journal.)  Si  l'intégrale 

/     (fxd.x  reste  comprise  entre  deux  limites  finies  E  et  F,  quand  x 

varie  de  x^  à  or,,  et  que/Jr  soit  entre  ces  limites  tie  signe  constant  et 
décroissante  en  valeur  numérique,  on  aura  pour  toute  valeur  de  .r 
entre  Xq  et  x,, 

(a)  E/To  <  I    fxoxdx  <YjXa. 

Si  fx  était  toujours  croissante  en  valeur  absolue  et  si  de  jr'„  =  .r  à 
a'„  =  Xo,  /  'jjixdx  restait  entre  E  et  F,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer 
/.r  à/jr„. 
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De  même,  soit 

G<2?"<H 

pour  toute  valeur  entière  de  n  entre  n^  et  «,,  et  soity«  une  fonction 
qui,  toujours  de  même  signe,  varie  toujours  dans  le  même  sens,  par 
exemple  décroisse  pour  les  valeurs  croissantes  de  n  depuis  n^  jus- 
qu'à n,.  On  aura,  entre  ces  limites, 

(/3)  Gjn,<^Jnon<^fn,. 

On  mettrait /h  au  lieu  de  /«„,  si  y  était  croissante. 

Corollaire  II.  Si  les  conditions  des  formules  (a)  et  (/5)  sont  rem- 
plies à  partir  de  valeurs  de  .r  suffisamment  grandes  et  jusqu'à  l'in- 
fini, et  (\ne  fx  et  Jii  deviennent  infiniment  petits  pour  jc  et  n  infini- 
ment grands,  l'intégrale  définie  et  la  somme^  auront  cfiacune  ime 
hmite  finie  et  déterminée  relative  à  .r  =  oo  ,  ?î  =  îc  . 

Nous  faisons  abstraction,  dans  ce  corollaire  et  dans  le  corollaire  IV 
qui  suit,  des  passages  par  l'infini  qui  pourraient  avoir  lieu  pour  des 
valeurs  finies  de  x.  On,  si  l'on  veut,  nous  disons  que,  à  partir  de  la 
plus  grande  des  valeurs  finies  de  x  ou  de  n  qui  rendent  l'intégrale  ou 

la  sommeV  infinie,  cette  intégrale  et  cette  somme  auront  des  valeurs 

indéfiniment  convergentes  vers  une  limite  finie  et  déterminée. 

Démonstration.  Soient  L  et  L'  deux  quantités  infiniment  grandes, 
et  L'>  L;  de  même,  N  et  W  deux  nombres  entiers  infiniment  grands, 
et  N'  >  N.  On  aura  toujours,  quels  que  soient  L'  et  N', 

E'J  1-  <  r    jx^xdx  <  Y'j  L, 

N' 

G7N<2>?«<H',/N. 

N 

Par  hypothèse,  les  membres  extrêmes  de  ces  inégalités  sont  infini- 
ment petits;  donc  aussi  les  membres  du  milieu,  et,   par  suite,  les 

26.. 
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sommes   1       et  /       diffèrent  infiniment  peu,  ainsi  que^  et^.  Donc, 

les  quantités    /      <^t  2  o"*  ^"^  limite  finie  et  déterminée  relative  à 

L  =  oo  .  N  =  00  . 

Faisons  une  application.  On  sait  que  les  sommes 

/  sin  {px  -+-  g)  dx,       1  cos  {pjc  -\-  q)  dx , 

2]sin(/jx -(- 7),  ^co<,{px  -+-q) 

sont  finies  entre  toutes  limites,  excepté  les  intégrales  lorsque  p  est 

nul.  et  les  sommes  V  pour  p  =  ±:  ikn,  k  désignant  un  nombre  entier 

quelconque.  Si  donc  fx  finit  par  décroître  constamment  et  jusqu'à 
zéro  quand  x  augmente  au  delà  de  toute  limite,  les  sommes 

I     jx  sin  [px  -h  (j)  dx,        j     fx  cos  ( px  +  q^  dx. 


^Jn  sin  [pn -h  q),  ^  fn  cof.{ pn -h  q), 

auront  pour  toutes  valeurs  de  p  et  q ,  sauf  1  exception  signalée,   des 
limites  finies  et  déterminées,  relatives  à  L  et  N  infinis. 

On  reconnaît  là  le  théorème  de  M.  Malmsten,  signalé  au  commen- 
cement; et  l'on  voit  que  ce  théorème  ne  suppose  point  pour  cpx  de 
propriétés  particulières  aux  fonctions  trigonométriques,  mais  seule- 
ment une  propriété  qui  laisse  beaucoup  plus  d'arbitraire  a  la  forme 
de  la  fonction. 

Corollaire  111.  Supposons  que^j:  soit,  entre  x„  et  X/,,  successive- 
ment croissante  et  décroissante  en  valeur  absolue,  en  sorte  que,  entre 
ces  limites,  ses  valeurs  numériques  maxima  soient  ±Jx„,  —J^t  > 
±jXi,...,  ±Jx/„  ou,  si  l'on  ne  considère  que  des  valeurs  entières  de 
la  variable.  ±jng,  ± /n,,  ±y«2,...,  ±jn^. 
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Si,  entre  les  limites  x-ç,  et  jc,,,  on  a  toujours  en  valeur  numérique 

I   (pjcdjc<F,     V  ç  /^  <  H  , 
il  en  résultera  en  valeur  niunèriqiie 

et 

^Jnffi  <  H[y«o4-  1'  Jn,-hfh.,  +  ...  +  jH^,^,)  +  /»*-]. 

Il  est  sous-entendu,  dans  ces  inégalités,  qu'on  doit  réduire  chaque 
terme  à  sa  valeiu-  numérique ,  en  sorte  que  tous  soient  additifs. 

Démonstration.  Appelons  x'„,  x\  ,  x'.-,,...,  j:1_,  les  valeurs  de  x 
qui  correspondent  soit  à  Jx  =  o,  soit  aux  minima  compris  entre  les 
niaxima.  (Le  passage  par  zéro  doit  ici  être  regardé  comme  un  point 
de  minimum.)  Nous  aiu'ons  en  valeur  numérique 


£^'  <  Ffx„ 


etc. 


Il  suffit  d'ajouter  membre  à  membre  pour  obtenir  la  première  iné- 
galité à  démontrer.  La  deuxième  se  démontre  semblablement.  Nous 
avons  supposé  que  les  valeurs  extrêmes  de^  étaient  des  maxima  nu- 
mériques, au  moins  par  rapport  aux  valeurs  voisines  comprises  dans 
les  limites;  s'il  en  était  autrement,  les  formules  subiraient  une  légère 
modification,  qu'on  trouverait  facilement. 

Corollaire  IV.  Si  les  conditions  du  corollaire  précédent  ont  lieu 
pour  des  limites  supérieures  infiniment  grandes,  et  que  les   sommes 

\s')  Jn,  +Jn,+Jn,-h..., 
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soient  convergentes ,  il  en  sera  de  même  de 

N 


/    fx  f  dx      et     ^^fn  ç  n . 


L  et  N  étant  infiniment  grands. 

Ce  corollaire  doit  être  entendu  dans  le  sens  qui  a  été  expliqué 
après  l'énoncé  du  corollaire  II. 

Il  peut  se  faire  que  les  séries  [s)  et  [s'),  même  relatives  à  des  limites 
infinies  des  sommes,  soient  composées  d'im  nombre  fini  de  termes; 
alors,  les  sommes  seront  finies  à  la  seule  condition  que  les  termes 
des  séries  (s)  et  [s"  )  soient  finis.  Pour  qu'on  puisse  dire,  de  plus,  que 
ces  sommes  finies  sont  déterminées,  il  faudra  qu'on  ait^oo  =  o.  En  un 
mot,  dans  ce  cas,  à  partir  de  la  valeur  de  x  qui  correspond  aux  der- 
niers termes  des  séries  {s)  et  {s'),  on  rentre  dans  le  corollaire  II. 

Dans  tous  les  cas,  la  première  condition  de  convergence  de  l'inté- 
grale et  de  la  somme  "S  estjx>  =  o. 

Outre  cette  condition  générale,  il  doit  exister  une  relation  entre  la 
fréquence  des  passages  de  la  fonctionyir  par  ses  valeurs  maxima ,  et 
l'ordre  de  petitesse  que  doit  avoir  cette  fonction  pour  ac  infiniment 
grand.  Nous  allons  chercher  cette  relation.  Mais  auparavant,  remar- 
quons encore  que  si  la  fonction  sous  ie  signe  somme  ou  sous  le  signe 

^  pouvait  se  décomposer  en  deux  facteurs,  dont  l'un  y  x  demeurât 

fini    pour  x    infiniment    grand,    et    dont    l'autre   Fx  fût   de    signe 
constant  et  tel  que  les  sommes 

ce 

I       ¥x  rix ,       ^^¥n, 

7 

fussent  infiniment  petites  pour  U  et  N  infiniment  grands,  les  sommes 
/       fxyxdx,      ^  Vn  /n 

seraient  convergentes.  On  le  voit  immédiatement  et  sans  recourir  à 
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nos  théorèmes;  car,  en  appelant  M  le  maximum  des  valeurs  numé- 
riques de  yx  depuis  L  ou  N  jusqu'à  l'infini,  on  aurait  en  valeur 
numérique 

r     Yxyxdx  <  M  r     Y x dx ,     ^^n/n  <  MVf«. 

^  N 

quantités  infiniment  petites. 

Enfin,  il  suffit  de  considérer  la  série  fj);  car  la  convergence  de 
celle-ci  entraînera  relie  de  la  série  {s'\,  dont  les  termes  ne  peuvent 
être  ni  plus  grands  ni  plus  nombreux  que  leurs  correspondants  de  la 
série  (i'),  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  constater.  Et  comme  les  conditions 
de  convergence  d'une  série  ne  portent  que  sur  les  termes  infiniment 
éloignés,  nous  supposerons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  la  valeur 
de  X  infiniment  grande.  Dans  les  cas  singuliers  où  la  série  (.y)  se  pro- 
longerait à  l'infini  pour  des  valeurs  de  x  comprises  dans  des  limites 
finies .  l'emploi  de  cette  série  comme  auxiliaire  n'aurait  plus  d'avan- 
tage. 

Ces  préliminaires  entendus,  supposons  qu'on  ait 
/^=y,x.P(4;x)=y,a:P(z.), 

j\x  étant  une  fonction  dont  la  dérivée  ne  passe  plus  par  zéro  ni  par 
l'infini  à  partir  d'une  valeur  de  x  suffisamment  grande,  quoiqu'elle 
puisse  être  nulle  ou  infinie  pour  .c  =  ao  ;  P  (z  •  désignant  une  fonction 
alternativement  croissante  et  décroissante,  et  ^x  une  fonction  qui 
finit  par  croître  en  valeur  numérique  au  delà  de  foute  limite,  en 
sorte  qu'on  ait  -J/  ce  =  dz  00  . 
Prenons  la  dérivée 

j'  x—j[  xV{^x)  -^j\x<^'x.V{'^x) 

Voyons  comment  il  peut  y  avoir  maximum  àe  fx.  Par  hypothèse, 
le  premier  facteur  ne  passe  ni  par  zéro,  ni  par  l'infini.  Nous  suppo- 
serons que  le  second  facteur  ne  passe  pas  par  l'infini  pour  .r  infiniment 
grand;  s'il  s'annule,  on  ne  pourra  avoir  en  même  temps  J  'x=o 


.^oS  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

que  si  P  {^Jc)  s'annule  aussi,  ce  qui  donne  un  minimum  numérique. 
Donc,  il  ne  peut  y  avoir  de  maximum  de  Jhc  que  pour  des  valeurs 
(le  X  qui  annulent  la  parenthèse.  Quand  cette  parenthèse  s'annulera, 
il  V  aura,  en  général,  maximum  ou  minimum.  On  pourra  le  consta- 
ter dans  chaque  cas  en  voyant  qu'alors  les  dérivées  des  termes  de  la 
parenthèse  sont  inégales.  Nous  devons  supposer  que  cette  parenthèse 
s'annule  une  infinité  de  fois,  mais  seulement  quand  x  augmente  jus- 
qu'à l'infini,  de  telle  sorte  qu'il  y  ait  une  infinité  de  maxima ,  mais 
toujours  un  nombre  fini  dans  des  limites  finies.  Nous  remarquerons 
que,  pour  x  infiniment  grand,  la  parenthèse  s'annule  pour  des  va- 
jei,rs  de  ^ii^  à  peu  près  égales  et  de  signe  contraire  à  la  constante 
(/^^¥f\  ^  pt  si  ce  terme  est  infini  pour  x  =  ce  ,  c'est  pour  des 

valeurs  infiniment  grandes  de  prr^^  q"e  la  parenthèse  s'annule. 

Soit  maintenant  x^,  x,  ,  a.,,...,  x, ,  x,+,,--  une  série  de  valeurs 
croissantes  de  x  tellement  choisies  qu'on  ait  toujours 

<i^Xi^,  —  ij/.r,=  ±  /?, 

/;  désignant  un  nombre  pris  arbitrairement.  Ces  valeurs  de  x  croî- 
tront avec  i  et  'i^x  au  delà  de  toute  limite.  Nous  supposerons  que 
dans  l'intervalle  de  Xc  à  jc,_^,,  il  y  ait,  en  général,  m,  maxima  de/a-,  et 
que  M,  désigne  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  la  fonction  Pi 
au  moment  du  passage  par  ces  /«,  maxima.  Alors,  les  termes  de(.ï) 
(dans  lesquels,  pour  éviter  la  confiision,  on  peut  supposer  J?,,»  -^i  • 
.To,...  remplacés  par  £o  »  ?i  »  la^-j^  ceux  de  ces  termes,  dis-je,  qui 
seront  compris  dans  l'intervalle  de  x,  à  x,+, ,  formeront  une  somme  a, 
numériquement  plus  petite  que  m,M,y,  .r,.  si  /,j:  est  numériquement 
décroissante;  et  si/,a:  est  ci'oissante,  l'inégalité  subsistera  encore,  en 
convenant  que  a,,  m,,  M,-  se  rapportent  à  l'intervalle  de  x,^,  à  Xi. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  série  [s)  sera  convergente  si  ^  in,M,J,Xr 
est  convergente.  Nous  prendrons  pour  condition  de  convergence  de 
cette  dernière  série . 

»/i,  M,-  /.r,  <  — ^ 
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pour  toutes  valeurs  de  /  suffisamment  grandes,  11  étant  une  fonction 
finie  de  /,  ou  même  infiniment  grande,  pourvu  qu'elle  soit  infiniment 
petite  par  rapport  à   toute  puissance  positive  de  /,  et  a  étant  aussi 
petit  que  nous  voudrons. 
Nous  avons,  par  hypothèse, 

<i^X,—  ^Xo—  ±  p, 

<]^Xn d^X,    =    ±    p, 


^Xi  —  'i>Xi_,  =  ±.  p; 


et  comme  nous  supposons  que  la  valeur  numérique  de  'lix  est  tou- 
jours croissante,  il  faut  prendre  partout  le  signe  -^ ,  ou  partotit  le 
signe  — .  On  déduit  de  là 


Donc,  la  condition  de  convergence  est,  V  désignant  une  fonction 
de  X  ou  finie,  ou  du  moins  infiniment  petite  par  rapport  à  toute 
puissance  positive  de  <\ix, 

(C)  m,M,y>,= ^. 

.\insi,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Théorème.   Soient  (px  et  (p?i  tels,  qu  entre  toutes  limites  les  sommes 
I  (oxdx  et^on  soient ^nies,  au  moins  à  partir  des  valeurs  x^  et  n^-^ 

j\x  une  jonction  dont  la  dérivée,  pour  x  uijiniment  grand ,  ne  passe 
plus  par  zéro  ni  par  l'infini;  <i^x  une  fonction  qui ,  numériquement,  finit 
par  croître  au  delà  de  toute  limite;  P-  =^  V[^x)  une  fonction  telle 
que  de  Zi=  ^Xi  à  Zi±p=  iJ>(x,+,)  elle  fasse  passer  le  produit 
fx'P{<^x)  par  m,  maxiina;  enfin  M,  la  plus  grande  valeur  que 
prenne  dans  ce  passage  la  Jonction  V[^x). 
Si  l'on  finit  par  avoir  constamment 

(  C)  mi  M,  /,  Xi  = — . , 

V      ;  «       './"       K  ^^^^^y  +  a- 
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a  étant  aussi  petit  qu'on  veut,  les  sommes 

/      f,x'P{^Jc)(pjcda:,     '^J,riP[i\in)  (pu, 

seront JÎTiies  et  déterminées. 

Nous  supposons  f,x  numériquement  décroissante.  Si  J\x  était 
numériquement  croissante,  a»,  et  M,-  se  rapporteraient  à  l'intervalle  de 
Z/_,  à  z,. 

/désigne  ici  un  nombre  quelconque  de  la  suite  o,  i,  a,...;  ^  est  un 
nombre  arbitraire,  assez  grand  cependant  pour  que  ;n,  ne  soit  pas 
généralement  nul,  et  Xg,  «o  sont  définies  par  la  condition  exprimée 
au  corollaire  II;  c'est-à-dire  nous  supposons  qu'à  partir  de  a,,  et  «o» 
les  sommes 

I  J-,xV{'iix)<pxdx,     ^J,nP{<li?i](fn, 

ne  passent  par  l'infini  pour  aucune  valeur  particulière  de  x  et  de  n , 
si  grande  soit  elle.  Il  ne  s'agit,  dans  la  condition  (C),  que  de  valeurs 
numériques. 

Si  lUi  et  M,  restent  finis ,  cette  condition  peut  se  remplacer  par 
celle-ci  : 

ou,  en  supprimant  l'indice  /, 

Inversement, 

,       -  V' 


a  et  b  étant  aussi  petits  qu'on  voudra. 

Dans  le  cas  de  M,  fini,  nous  pourrons,  d'après  une  remarque  pré- 
cédente, mettre  de  côté  les  cas  où  /  J,xdx  serait  infiniment  petite, 
comme  ,  par  exemple  , 

I       e-'^dx,       I       r- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  211 

Hestent  alors  les  hypothèses  principales  suivantes  : 

/,  a:  = --,     /i  a:  = »     U^  ^=^ ;'     etc., 

OU,  plus  généralement,  /,  x  fonction  de  forme  quelconque  mfiniment 
petite  de  ces  ordres,  a  est  <  i. 
Si 

V  désignant  une  fonction  de  x  qui  reste  finie,  ou  qui,  du  moins,  si 
elle  devient  infiniment  grande,  reste  infiniment  petite  par  rapport  à 
toute  puissance  positive  de  x,  on  devra  avoir  pour  x  infiniment 
grand, 

^x^y  X' -"■''-'■'''' , 

V  remplissant  les  mêmes  conditions  que  V. 
De  même , 

.Si     /,  a*  = 551      on  devra  avoir     'hx'zN' ilxY'^ i^  , 

-'  {Ixf  ,      <       V      / 

V  et  V  désignant  cette  fois  ou  des  fonctions  de  x  qui  restent  finies 
quand  x  est  infiniment  grand,  ou  du  moins  des  fonctions  infiniment 
petites  par  rapport  à  toute  puissance  positive  de  Ix.  Etc. 

Inversement, 

_       V 

Si     (j>x  =  V'jc/%       on  devra  avoir    y,  x  ^  — f,> 

Si     <jx  ^=V \lx\'     on  devra  avoir     ii  x~. -tt,' 

etc.,  etc.; 

a',  /5',  a",  ]S"  désignent  des  quantités  aussi  petites  qu'on  voudra. 

Si  Mj  était  infiniment  petit  pour  i  infiniment  grand  ,  la  condition 
de  convergence  pourrait  se  trouver  remplie  même  pour  y,  x  infini- 
ment grand ,  l'ordre  de  cet  infiniment  grand  ayant  un  rapport  conve- 
nable avec  l'ordre  de  grandeur  ou  de  petitesse  des  fonctions  ra, ,  M, , 

27.. 
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yipplication.  Supposons  que  (fn  soit  remplacé  par  sin  (/2/j,  -\-  q)  ou 
par  cos  [npt  +  q),  (|/7i  par  gin  et  P  (4'")  pa''  sin  {gin)  ou  par  cos(g:/n). 
pt  et  ^,  désignant  des  constantes,  et  g  une  fonction  finie  de  n;  pre- 
nons p  :=  n,  nous  serons  dans  le  cas  de  M,  et  ;n,  finis,  et  toutes  nos 
condirions  seront  remplies,  pourvu  que  l'on  finisse  par  avoir 

a  étant  aussi  petit  qu'on  veut,  et  V  désignant,  comme  tout  à  l'heure, 
une  fonction  qui  reste  finie,  ou  qui  du  moins  devient  infiniment 
petite  par  rapport  à  toute  puissance  positive  de  Ix. 

Or,  nous  tombons  alors  dans  les  séries  que  M.  Bjorling  a  consi- 
dérées ;  car  on  a 

2;arctang-L^=g'y^^    '^  =  gin, 

g  et  g'  désignant  des  fonctions  finies  de  « ,  si  v  est  finie,  ainsi  que  le 
suppose  M.  Bjorling.  Donc,  ces  séries  et  les  intégrales  correspondantes 
seront  convergentes,    pourvu  que^, x  finisse  par  devenir  infiniment 

V 
petit,  au  moins  de  l'ordre -.■,  ce  qui  donne  plus  de  latitude  que 

r  (Ix)'-^"'         ^  y  ^ 

la  règle  donnée  par  ce  géomètre. 

Remarque.  On  pourrait  encore  reculer  les  limites  de  nos  conditions 
de  convergence,  en  prenant  pour  celle  d'une  série  \^  Fn,  la  condition 

Fn  = ^ ,. 

^  n lu  l/n...  {{(''•  ny-^" 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ai 3 


Des    mouvements  relatifs   en  général,    et  spécialement  des 
mouvements  relatifs  sur  la    Terre; 

Par  m.  QUET, 

Professeur  de  Physique  au  Lycée  Saint-Louis, 


La  déviation  orientale  qu'éprouvent  les  corps  dans  leur  chute  libre, 
le  déplacement  continuel  du  vertical  dans  lequel  oscille  le  pendule 
abandonné  à  lui-même ,  les  diverses  évolutions  qu'effectuent  les  corps 
tournants  dans  le  gyroscope  de  M.  Foucault,  sont  les  principaux  phé- 
nomènes par  lesquels  on  rend  sensible  aux  yeux  et  d'une  manière 
purement  expérimentale  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son 
axe.  Les  problèmes  de  Mécanique  auxquels  donnent  lieu  ces  divers 
phénomènes,  généralement  tous  ceux  qui  concernent  les  mouvements 
relatifs  terrestres,  ou  même  les  mouvements  qu'on  rapporte  à  trois 
axes  mobiles  quelconques,  peuvent  être  analysés  par  une  méthode 
uniforme  de  calcul.  Je  me  propose  d'exposer  d'abord  cette  méthode 
et  de  l'appliquer  ensuite  à  divers  cas  particuliers. 


PREMIERE  SECTION. 

Méthode  générale  pour  former  les  équations  différentielles  des  mouve- 
ments relatifs,  lorsqu'on  rapporte  ces  mouvements  à  trois  axes  rec- 
tangulaires qui  se  déplacent  suivant  une  loi  quelconque. 

§ler. 
Préliminaires. 

Je  considère  trois  axes  rectangulaires  cÇ,  cri,  cÇ,  et  je  désigne  par 
S,  Y},  Ç,  mx~,  ni^,  mi  ,  âS,  f^ri,  <^Ç  les  coordonnées  d'un  point  mo- 
bile m,  les  projections  sur  les  axes  fixes  de  la  résultante  des  forces 
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appliquées  à  ce  point  et  celles  d'un   déplacement   virtuel  donné  au 
mobile    On  a,  par  les  principes  généraux  de  la  Dynamique, 


(0  2-(S 


(fS 


d^-n 


d'Ç 
Ht 


^  c?Ç  j  =  2  '"  ('^-  ^?  +  ^^'"i  -+-  -  ^Ç)  ' 


la  somme  V  s'étendant  à  tous  les  points  matériels  du  système  que 
Ion  considère. 

ojc .  oj,  oz  sont  trois  axes  rectangulaires  mobiles;  a,  a\  a"-,  b,  h', 
b" ;  <?,  c',  c"  sont  les  cosinus  des  angles  que  ces  axes  font  respecti- 
vement avec  chacun  des  axes  fixes  cS,  cr) ,  cÇ. 

Je  pose 

rf'?  ,  d'-n  d^t 

U  =  a    -^—   ->r  b  -—■    +  C-TTî 
dt^  dO  dt- 

.d-'l  ,,d-r,  .d'C 

V  =  a  -ri-  -h  b 


(-) 


dt 

dt^    ^^ 

dt'- 

w 

= 

a 

,  d' 
~dl 

i+  h" 

dH 

d'i 
dt- 

X 

= 

ax- 

-+- 

b^ 

H-  ci, 

Y 

= 

a' 

* 

-¥■ 

b'^ 

+  c'i-, 

Z 

= 

a' 

-x 

+ 

b'^ 

-f  c"%, 

oV  =  aùe  +  bân  -H  cù'Ç, 
âj  =  a'àB  -+-  b'âri  +  c'c?Ç, 
âz  =  a"â'E+  b"è-n-^  c" è'Ç. 


On  voit  par  ces  équations  que  »rtX,  «iY,  niZ,  (Jx,  c5'^,  t?c,  sont  les 
projections  sur  les  axes  mobiles  de  la  force  appliquée  au  point  m  et 
du  déplacement  virtuel  donné  à  ce  point.  Les  quantités  m,  »',  w  sont 
les  projections  sur  les  mêmes  axes  des  trois  accélérations  absolues 

-rf't  -T^t  -j^-  elles  sont  les  projections  sur  les  axes  mobiles  de  l'accé- 
lération absolue  du  point  m. 

Au  moyen  des  équations  connues  qui  lient  les  neuf  cosinus  entre 
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eux,  on  tire  des  équations  (2) , 

iW- 

—4  =L  hu  -^  h'  V  -^  h"  w , 

— -f-  =   CM  +   C  i^  -+-   C    IV  , 
a/' 

.X-  =r /zX  -H  a'Y  H-  rt"Z, 
g-  =  èX  +  ^>'Y+  è"Z, 

i  =:  cX+  c'Y+  c"Z, 
c?ë  =  rtt?.r  +  a' âj  -J-  a" i^z, 

o'Ç  =  cô'j:  -r-  c'c?7  -t-  c"o"'z. 
En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  (i;,  on  a 

(3)  21  '"  '  ""'-^  +  ^^X  +  ^^^)  =2  '"  (■^"'■^  +  Yc?7  ^-  Zo'z). 

Cette  formule  donnera  les  équations  différentielles  des  mouvements 
relatifs  lorsqu'on  connaitra  les  valeurs  àe  u,  v.,  \v  en  fonction  de  x, 
j,  z;  il  suffira  de  la  traiter  alors  d'après  les  méthodes  de  la  Méca- 
nique analytique.  Ainsi,  tout  le  problème  revient  à  déterminer  l'accé- 
lération absolue  en  fonction  des  coordonnées  de  la  position  relative. 
Lorsque  le  système  mobile  se  réduit  à  un  point  matériel  entière- 
ment libre,  la  formule  précédente  donne  immédiatement  les  trois 
équations  suivantes  : 

(4)  ^/=X,        l'  =  Y,        IV=:Z. 

Les  projections  sur  les  axes  mobiles  de  la  force  perdue  par  le  point  m 
dans  l'instant  dt  étant  m{\.  —  u),  /n(Y  —  i^),  m[Z  —  w),  la  for- 
mule (3)  exprime  que  ces  forces  perdues  se  font  équilibre;  d'après 
cela,  on  voit  qu'on  peut  conclure  immédiatement  la  formule  géné- 
rale (3)  du  principe  de  d'Alembert,  combiné  avec  le  principe  des 
vitesses  virtuelles. 
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§  II- 

Exprimer  la  vitesse  absolue  en/onction  de  la  vitesse  relative. 

Par  les  règles  de  la  transformation  des  coordonnées ,  on  a 

iS  =  ^'  +  ajT  +  a'j  -+-  a"  z, 
■fi  —  n'  +  bx  +  h' y  +  b"  z, 
Ç  =  Ç'  +  cj:  +  c'j  +  c"z. 

On  a  désigné  par  |',  r]' ,  Z'  les  coordonnées  de  l'origine  mobile  rap- 
portées aux  axes  c^,  cïj,  cÇ.  On  tire  des  équations  (5)  : 


(6) 


«f? 

dl' 

dt 

"   dt 

dn 

dn' 

dt 

""   dt 

de 
dt 

_dx: 

~   dt 

a  dx  -\-  a'  dy  ->!-  a"  dz        xda  -^ yda'  -f-  zda" 
dt  dt 

b  dx  -^  b'  dy  ->f  b"  dz        xdb  -\-  y  db'  +  z db" 


dt  dt 

c  dx  ~\-  c'  dy  -\-  c"  dz        xdc  -\-  ydc'  -H  zdc" 
dt  dt 


Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  respectivement  égaux 
aux  projections  sur  les  axes  fixes  de  la  vitesse  absolue  du  point  m; 
les  dérivées  de  x,  j,  z  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  sont  les 
projections  sur  les  axes  mobiles  de  la  vitesse  relative  du  point  consi- 
déré. Ces  équations  donnent,  par  conséquent,  la  vitesse  absolue  en 
fonction  de  la  vitesse  relative.  On  peut  leur  faire  subir  une  transfor- 
mation utile;  je  pose,  pour  cela, 

ad^  +  bdrt 


(7) 


U 

v  = 
w  = 

U'= 
V'= 
W'= 


-cdi, 


dt 

a' di -h  b' dv,  +  c' dt 

dt 

a" di,  -f-  b"  dr.  -+-  c" dX, 

dt 

adï:+  bdn'-^cdXi 

dt 

a'  dl!  +  h'  d7i'-+-  c'  dXj 

dt 

a"  dX  -+-  b"  drt  +  c"  rfÇ' 
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Il  est  clair,  par  ces  équations,  que  les  quantités  U,  V,  W;  U',  V,  W 
sont  respectivement  les  projections  sur  les  axes  mobiles  des  vitesses 
absolues  du  point  m  et  de  l'origine  mobile  o. 

J'ajoute  les  équations  (6),  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  (7,  b,  c,  ou  par  a\  b\  c',  ou  bien  encore  par  a",  //',  c" , 
et  j'ai 


U  =  U' 
(8)       ;Y=V' 


dx 

+ 

a 

y  - 

da' 

-1- 

bdb' 

-\- 

cdc' 

dt 

dt 

dy 

+ 

a! 

da 

4- 

b'db 

-+- 

c'  de 

dt 

dt 

dz 

a' 

'da 

+ 

b"db 

-¥- 

c"  de 

dt 

' 

dt 

a  da"  -+-  bdb"  -\-  cde" 


dt 

a 

da" 

-{- 

b'db" 

-\-c' 

de" 

dt 

à 

'  da' 

'  -i- 

b"db' 

4-c' 

'de' 

,,.         -,.,         «a  a    aa  -)-  u    ao  -j-  c   ae 

^^   —W  +  --  -h  JC -, -H   r 

dt  dt  -J 

Les  six  fonctions  de  cosinus  qui  entrent  dans  ces  équations  ne  sont 
pas  distinctes  et  peuvent  aisément  se  réduire  à  trois.  Pour  cela,  je 
pose 

;  a"  da'  +  b"  db'  -+-  c"  de' 

>= J, ' 

a  da"-h  b  db"+  e  de" 


9)  {9  = 


dt 
a'  da  ■+-  b'  db  -i-  e'  de 


On  peut  écrire  les  équations  (8)  sous  la  forme  suivante  : 

(10)  U^U'+U,,     V=V'  +  V,,     W  =  W'+W,  , 

en  désignant  par  U,,  Y,,  W,  les  parties  de  L  ,  V,  W  qui  ne  dépen- 
dent pas  explicitement  de  la  vitesse  de  l'origine  mobile  o.  En  ayant 
égard  aux  équations  (g)  et  aux  relations  connues  qui  lient  les  neuf 
cosinus  entre  eux,  on  trouve  aisément  les  expressions  suivantes  : 

.     , .  dx  ^,  dr  ^..  dz  , 

[11)  [J,^  -+qz-rj,     \\=  —  +  rx-pz,     W  ,  = -+ dj  -  cjx. 

Les  équations  (10)  et  (11)  donnent  une  deuxième  solution  du  pro- 
blème proposé. 

J'ajoute  les  équations  (10),  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  a,  a',  a",  ou  par  b,  b',  b",  ou  bien  par  c,  c',  c",  et  j'ai,  en 
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ayant  égard  aux  équations  (7), 


di       dt 


.  dt 

dt 

\dr,  _ 

dr! 
dt 

1^  = 
\  dt 

de' 

dt 

aU, 

+  «'V. 

^  a"\\„ 

hVi, 

+  *'V 

+  *"W,, 

cU, 

■+-  c'  V, 

+  c"  W, . 

(il) 


Les  équations  (la)  peuvent  remplacer  les  équations  (6);  elles  ont  cet 
avantage,  que  leur  forme  est  la  même  que  celle  des  équations  (5  ). 

§  in. 

Expiiiner  l'accélération  absolue  en  fonction  de  l'accélération  apparente. 

Pour  avoir  les  projections  sur  les  axes  fixes  de  l'accélération  absolue 
du  point  m,  c'est-à-dire  les  dérivées  du  second  ordre  de  £,  y;.  Ç,  il 
suffit  de  prendre  les  dérivées  des  équations  (12)  en  v  considérant  U,, 
V,,  W,  comme  des  fonctions  déterminées  par  l'équation  (11);  on 
passera  de  là  aux  projections  u,  v,  w  sur  les  axes  mobiles,  de  la  même 
manière  qu'on  a  obtenu  U,  V,  W  des  équations  (6).  Mais  il  n'est  pas 
nécessaire  de  refaire  ces  calculs,  car  les  équations  (la)  ont  la  même 
forme  que  les  équations  (5),  et,  traitées  de  la  même  manière,  elles 
doivent  conduire  à  des  résultats  analogues.  Si  donc  on  désigne  par  «', 
v',  w'  les  projections  sur  les  axes  mobiles  de  l'accélération  de  l'ori- 
gine o,  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

ad^\' ->!- b  d''n' +  cd-t' 


(i3) 


dt^- 

i/  = 

a 

d' 

r 

+ 

h'd' 

IX  -\-c 

rf'Ç' 

dt^ 

w'— 

a 

'  d 

^ 

H- 

b"d 

'n'-l- 

c"rf'Ç' 

A' 


on  aura,  d'après  les  équations  (10)  et  (i  i), 

w=W  +  -—  -¥  p\,  ~  7U,. 
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En  effectuant  les  calculs  indiqués  par  ces  équations  et  en  désignant 
par  m",  f",  u'"  les  parties  de  u,  v,  w  qui  ne  contiennent  pas  les  déri- 
vées de  X,  y,  z,  c'est-à-dire  en  posant 

^  -  J  J  +  7  (  /y ■  -  7-^)  -  r{rjc-  pz)  +  u', 
(i5)       l  v/'  =xj  -z  J+  r[qz  -  ,j)-  p[pj-  qx)^  i/, 

=  ytl~  ^'^'^^^  P^''^~  P^^  ~  '/  ^9^-  ~  '^)  -^  ""'' 
les  équations  (r/j)  donnent  immédiatement 

d'x  I     dz  dr\ 

,    es  )  d-y  j     dx  dz\ 

d' z  I      dy  dx\  ,, 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  u,  v,  w  dans  la  formule  (3),  on  aura  la  for- 
mule générale  de  dynamique  pour  tous  les  mouvements  relatifs.  Ainsi 
le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  se  trouve  maintenant 
résolu. 

Si  l'on  considère  un  point  M  invariablement  lié  aux  axes  mobiles 
et  dont  la  position  par  rapport  à  ces  axes  est  définie  par  les  coor- 
données X,  y,  z,  pour  ce  point  les  dérivées  de  x.j,  z  sont  nulles, 
et  l'on  voit,  par  les  équations  (16),  qu'alors  m,  f ,  w  se  réduisent  à 
u",  v" ,  w" ;  d'où  l'on  conclut  que  les  quantités  «",  f",  w"  sont  les  pro- 
jections sur  les  axes  mobiles  de  l'accélération  absolue  qu'aïuait  le 
point  m  si,  dans  la  position  qu'il  occupe  à  l'époque  t,  il  se  trouvait 
invariablement  lié  aux  axes  mobiles. 

Les  quantités  p,  q,  r  ont  une  signification  connue  et  qu'on  peut 
déduire  facilement  des  équations  (10)  et  (11);  elles  sont  les  conipo- 
.santes  suivant  les  axes  mobiles  de  la  vitesse  anfjulaire  avec  laquelle 
ces  axes  tournent  autour  de  leur  axe  instantané  relatif. 

Enfin,  nous  remarquerons  que  l'accélération  dont  les  projections 

28.. 
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sur  les  axes  mobiles  sont 


I     dx  dz  \  j     dy  dz\ 

y'dt-f'dt)'   ^\PdF-'idt)' 


est  égale  et  directement^  opposée  à  ce  que  Coriolis  a  appelé  la  force 
centrifuge  composée;  il  est  facile  de  voir  que  cette  accélération  est, 
comme  l'a  démontré  Coriolis,  perpendiculaire  à  la  vitesse  apparente 
du  point  m,  ainsi  qu'à  la  direction  de  l'axe  instantané  du  système  ox . 
oy,  oz,  et  qu'elle  est  égale  au  double  produit  de  la  vitesse  angulaire 
instantanée  de  ce  système  par  la  projection  de  la  vitesse  apparente  du 
point  tn  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  instantané. 

§  IV. 

Jpplication  des  formules  générales  aux  mouvements  relatifs  terrestres,  lorsqu'on  rap- 
porte ces  mouvements  à  trois  axes  rectangulaires  fixes  sur  la  Terre  et  qu'on  n'a  égard 
qu'au  mouvement  diurne. 

Si  par  le  point  o,  qui  est  maintenant  un  point  fixe  de  la  Terre,  on 
mené  une  parallèle  à  l'axe  terrestre,  on  aura  l'axe  instantané  de  ro- 
tation autour  duquel  les  axes  fixes  sur  la  Terre,  savoir  ox,  oy,  oz, 
tournent  pendant  qu'ils  sont  emportés  par  le  mouvement  diin-ne. 
T.a  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  n'est  autre  chose  que  la  vitesse 
angulaire  de  la  Terre,  et  sera  désignée  par  n.  Si  l'on  porte  la  vitesse  n 
sur  la  partie  nord  de  cet  axe  instantané  et  qu'on  la  projette  ensuite  sur 
les  axes  ox,  oy ,  oz,  on  aura  les  valeurs  de  p,  q,  r.  Je  prends  arbitrai- 
rement l'axe  oz,  et  je  désigne  par  m  l'angle  qu'il  fait  avec  la  partie 
sud  de  l'axe  instantané;  par  le  point  o,  je  mené  un  plan  perpendicu- 
laire à  oz  et  je  projette  sur  ce  plan  la  partie  nord  de  l'axe  instantané  ; 
c'est  sur  cette  projection  que  je  place  Taxe  ox,  et  je  mets  l'axe  oj  à 
gauche  de  ox.  De  cette  manière,  les  angles  que  la  partie  nord  de 
l'axe  instantané  fait  avec  ox,  oj,  oz  sont 

90  —  0) ,  o  ,  1 80  —  w , 
et  les  composantes  p,  q,  r  sont  respectivement 
(17)  /9  =  «sinw,     7  =  0,     /•  =  —  «  cos  OJ  ; 

d'ailleurs  les  dérivées  de  p,  q,  r  sont  nulles. 
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Le  point  o  décrivant  uniforméinent  un  cercle  de  rayon  p  avec  la 
vitesse  angulaire  n,  la  force  centrale  pour  ce  point  a  pour  expression 
n^  p  et  est  dirigé  suivant  le  rayon  p  de  la  circonférence  vers  le  centre. 
Si  l'on  désigne  par  X,  X',  )."  les  cosinus  des  angles  constants  que  ce 
rayon  fait  avec  les  axes  ox,  oy,  oz,  les  projections  sur  ces  axes  de  la 
force  centrale  seront  n-pl,  n-p\',  n'pl",  et,  d'après  la  signification 
des  lettres  «',  t/,  w\  on  aura 

(i8"î  u'^n-pl^     v'=:n^pX,     iv';=  «^jsX". 

Les  valeurs  de  u",  v",  w"  données  par  l'équation  (i5)  deviennent 

iu"  :=  n^ pX  —  Ji-  cos  w  ( X  cos  co  -¥-  s  sin  w ) , 
w"=  n^ pi" —  n^  sin  o)  ( x  cos  oi  +  ssin  w  ). 

Il  est  facile  de  voir  que  —  u  ,  —v.  — iv'  sont  les  projections  sur  ox, 
oy,  oz  de  la  force  centrifuge  qu'aurait  le  mobile  m  en  vertu  de  la 
rotation  de  la  Terre,  si,  dans  la  position  qu'il  occupe  à  l'époque  t,  il 
était  invariablement  lié  à  la  Terre;  en  effet,  dans  ces  conditions,  l'ac- 
célération absolue  du  mobile  m  qui  est  donnée  par  les  trois  compo- 
santes u",  i>",  w"  est  égale  et  opposée  à  la  force  centrifuge  de  ce  point. 
Quant  aux  valeurs  de  u.  u,  iv  données  par  l'équation  (i6),  elles 
deviennent 

d-j:  dy  „ 

l  dt-  dt  ' 

^  d-y  dx  .  dz  , 

fao)  '  V  ^  — in  f  os  w •  1.11  sin  w  —  +  s'", 

^       '  \  dt-  dt  dt  ■ 

d'z  dy  ,, 

IV^  — h  -2  /«  sm  W \-  W  . 

dt-  dt 

D'après  cela,  les  équations  différentielles  d'un  problème  quelconque 
sur  les  mouvements  relatifs  terrestres  pourront  être  tirées  de  la  for- 
mule générale  (3)  en  y  considérant  u,  v,  w  comme  des  fonctions 
déterminées  par  l'équation  (20). 

En  général,  pour  définir  la  direction  des  axes  mobiles  ox,  oy,  oz 
par  rapport  aux  axes  fixes  cE,  cy} ,  cÇ ,  on  peut  employer  trois  angles 
e,  /,  w  convenablement  choisis.  «  est  l'angle  que  or  fait  avec  cÇ;  il 
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peut  varier  entre  o  et  i8o°.  Par  le  point  o,  je  mené  les  lignes  oS,  0/5 
respectivement  parallèles  à  c£,  cyj,  et  je  désigne  par  o\  la  projection 
de  oz  sur  le  plan  ^oy).  e  —  90°  est  l'angle  que  oA  t'ait  avec  oB;  il  peut 
varier  entre  +  00  et  —  00  ;  on  le  compte  à  partir  de  oS ,  et  de  droite 
à  gauche  lorsqu'il  est  positif.  Je  désigne  par  NoN'  l'intersection  du 
plan  xoj  avec  le  plan  'ê,OYj;  cette  ligne  NN'  est  perpendiculaire  à  oA; 
l'une  de  ses  parties,  celle  que  je  désignerai  par  oN,  sera  déterminée 
par  l'angle  e  décrit  à  partir  de  o^.  C'est  à  partir  de  oN  et  dans  le 
plan  xoy  que  Ion  compte  l'angle^,  en  allant  de  droite  à  gauche  lors- 
qu'il est  positif.  Cet  angle  détermine  la  direction  de  ox;  il  peut  varier 
entre  -H-  co  et  —  00  ;  l'axe  ty  est  supposé  à  gauche  de  ox;  il  en  est 
de  même  de  r/;  par  rapport  à.  cB. 

Au  moyen  de  ces  angles  et  de  la  formule  fondamentale  de  la  trigono- 
métrie sphérique,  on  obtient  les  valeiu's  suivantes,  qui  sont  connues  : 

a  =  cos  J  cos  e  —  sin  J  sin  e  cos  w , 

a'  ^  —  sin  y  cos  e  —  cos/  sin  e  cos  w , 

a"  =  sin  e  sin  w  ; 

b  =  cos  J  sin  e  -h  sin  J  cos  e  cos  w , 

è'  =  —  sin  y^  sin  e  -h  cos  J  cos  e  cos  co , 

b"  =  —  cos  e  sin  w  ; 

c  =  sin  y  sin  w , 

c'  =  cos  J  sin  w , 

c"  =  cos  w. 

De  là  on  déduit  pour  p,  q .  r  les  expressions  très-connues  : 

,■    .  de  ..rioi 

p  =  SHi  /  s'.n  0)  - — h  cos  /  — -- 
•^  •'  lit  ■'    Ht 

j      .  de  .        ^dos 

q  =  COS  /  sm  oj- sui    /  -~  > 

^  -^  dt  •>    dt 

df  de 

r  —  ^  -\-  COSW-— 
<lt  dt 

Lorsqu'il  s'agit  des  mouvements  relatifs  terrestres  et  qu'on  suppose 
fixe  l'axe  de  la  Terre,  on  peut  placer  sur  cet  axe  la  droite  cÇ  et  la 
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diriger  vers  le  cieS  austral;  alors  le  plan  Jo/j  est  perpendiculaire  à 
l'axe  terrestre. 

Toute  droite  fixe  sur  la  Terre  et  perpendiculaire  à  son  axe  tourne 
avec  la  même  vitesse  que  la  Terre  en  allant  de  gauche  à-droite,  et  dé- 
crit l'angle  nt  dans  le  temps  t;  il  en  sera  ainsi  pour  les  droites  oA,  oN, 
qui  sont  invariablement  liées  à  la  Terre  et  parallèles  à  son  équateur, 
lorsqu'on  suppose  que  les  axes  mobiles  ex,  cy,  cz  sont  fixes  sur  la 
Terre.  L'angle  e  se  rapporte  à  la  ligne  oN;  sa  valeur  est  e  =  e»  —  nt 
en  désignant  par  «o  sa  valeur  initiale.  L'angle  f  est  constant,  puisque 
oN  et  nx  sont  fixes  sur  la  Terre;  d'ailleurs  cet  angle  peut  être  arbi- 
traire; je  ie  prends  égal  à »  ce  qui  fait  coïncider  oj  avec  oN  et 

place  l'axe  ox  parallèlemenî  à  la  projection  de  l'axe  terrestre  sur  le 
plan  xoj.  Alors 

,.  .       r  de 

cos  f  ^  o,     sm  /  =  —  1,     --  =  —  «; 

J  ^  ■'  ^      dt  ' 

d'ailleurs  w  est  constant,  et  donne 

dvi 

D'après  ces  valeurs,  les  expressions  générales  de  p ,  (^ ,  r  se  réduisent  à 
p  =:  n  sin  w,     q  =z  o,     /•  =  —  n  cos  w. 

Ce  sont   les   mêmes   valeurs  qui   ont  déjà   été   trouvées   d'une  autre 
manière. 


DEUXIEME  SECTION. 

Oscillations  des  pendules  simples  dans  le  vide  lorsqu'on  a  égard  au 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

§  P'. 

Je  rapporte  le  mouvement  du  pendule  à  trois  axes  rectangulaires 
nx,  oy,  oz  fixes  sur  la  Terre  et  dont  l'origine  est  au  point  même  de 
suspension,  x,  j,  z,  mX,  mY,  mZ,  l,  /raN  sont  les  coordonnées  du 
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point  matériel,  les  projections  sur  les  axes  de  la   force  qui  lui  est 
appliquée,  la  longueur  du  fil,  sa  tension. 

Si  aux  composantes  mX,  mY,  mZ  on  adjoint  une  force  égale  et 
directement  opposée  à  la  tension  du  fil ,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  le 
pendule  soumis  à  la  forre  dont  les  composantes  sont 

„(x-?L'),   ,„(y-ÎL'),   ,„(z_--), 

ou  poiura  considérer  le  point  matériel  comme  entièrement  libre,  et 
l'on  aura,  par  les  équations  (4), 

u  =  X -,     1»=^ j-,     w=T. -, 

«,  f,  w  étant  les  projections  sur  ojr,  o j ,  or  de  l'accélération  absolue 
du  mobile. 

Si  par  le  point  o  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  terrestre  et  qu'on  la 
projette  sur  le  plan  xoy ,  en  plaçant  l'axe  ox  sur  celte  projection,  on 
aura  pour  u,  v^w  les  expressions  données  par  l'équation  (20),  et, 
au  moyen  d'elles ,  on  pourra  écrire  ainsi  les  équations  précédentes  : 

-r^  +  -T  =  X  —  lé  —  2/1- -f, 
dt-  l  dt 

,       V  )  d'y         Nr         ,-  „  ,  dx  j,dz 

(21)  <  -j^  +  -f-  =  1  —  f  +  2  A-  —  +  2  A-  - , 

V       >  \   dt-  l  dt  dt 

d-z  Nz  „  „  ,,</> 

-—  H =  Z  —  tV   —   2  A.    -7— 

dt-  l  dt 

On  a  posé,  pour  plus  de  simplicité, 

k  ■=  n  cos  &j,     A:'  ^  n  sin  o). 

Ces  mêmes  équations  peuvent  se  déduire  facilement  de  la  tormule 
fondamentale  (3)  par  les  procédés  ordinaires  de  la  Mécanique  analy- 
tique. 

Les  quantités  —  m",  —  «'",  — w"  qui  entrent  dans  l'équation  (21) 
sont,  comme  on  l'a  déjà  vu,  les  projections  sur  les  axes  de  la  force 
centrifuge  terrestre  pour  le  lieu  défini  par  les  coordonnées  x,  y,  z; 
par  conséquent,  X  —  m",  Y  —  v'\  Z  —  w"  sont  les  composantes  de  la 
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pesanteur  pour  ce  lieu  ,  si  l'on  aclniet  que  l'attraction  terrestre  est  la 
seule  force  appliquée  au  pendule. 

L'axe  oz  étant  arbitraire,  je  le  place  sur  la  direction  d'équilibre  du 
pendule;  alors  les  équations  (ii)  montrent  que,  dans  l'état  d'équi- 
libre, les  deux  composantes  de  la  pesanteur  X  —  u",  Y  —  p"  sont 
nulles,  c'est-à-dire  que  la  pesanteur  dans  le  lieu  où  le  point  matériel 
est  en  équilibre,  est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  fil  à  plomb. 
Je  désigne  par  g^  l'intensité  de  la  pesanteur  dans  ce  lieu ,  et  je  suppose 
que  la  pesanteur  reste  constante  dans  toutes  les  positions  que  prend  le 
pendule  dans  l'état  de  mouvement.  Dans  cette  hypothèse,  qui  est 
admissible  même  pour  les  pins  grands  écarts  des  pendules  soumis  à 
l'observation,  X  —  u",  Y  —  »'"  sont  nuls,  Z  —  w"  est  égal  à  g,  et  les 
équations  précédentes  se  réduisent  à 


(.a) 


Maintenant  l'angle  «  qui  entre  dans  k  et  k"  désigne  le  complément  de 
la  latitude  pour  le  lieu  dans  lequel  le  pendule  est  en  équilibre; 
y  étant  cette  latitude,  on  aura  donc 

A  =  «  sin  y ,     A'  =;  n  cos  y. 

Les  équations  (ai  (  ne  sont  autre  chose  que  celles  que  Poisson  a 
données  dans  son  Mémoire  sur  les  projectiles. 

Si  l'on  a  égard  aux  valeurs  de  u",  v",  w"  données  par  l'équation  :  19), 
on  voit  que  la  différence  entre  les  équations  approximatives  (ua)  et 
les  équations  rigoureuses  (20)  consiste  en  ce  que  dans  l'équation  (22) 
on  néglige  divers  termes  qui  ont  pour  facteurs  les  produits  de  la 
fraction  excessivement  petite  n*  par  les  lignes  x,  j,  l  —  z. 

D'après  les  équations  (21  )  ou  (22),  on  voit  qu'on  peut  former  les 
équations  du  mouvement  relatif  du  pendule,  comme  s'il  s'agissait  d'ini 
mouvement  absolu,  pourvu  que,  dune  part,  on  remplace  la  direc- 
tion et  !a  grandeur  de  l'attraction  terrestre  par  celles  de  la  pesanteur, 

Tome  X\  II!   —  Ji'i>  i853.  29 


1  d'x 

4- 

Nx 

~ 

= 

-ik 

dr 

\  dr- 

- 

Nr 

T 

= 

2 

4: 

+  2  A' 

.dz 

f  d^z 

\~dF 

+ 

Nz 

T 

= 

ë 

—  2 

dt 
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et  que,  d'une  autre  part,  on  introduise  une  force  complémentaire 
dont  les  composantes  sont 

dr  dx  .  dz  dy 

—  in  cos  w  ^7     in  cos  o)  ^ — i-  2  7^  sin  w  —  ?      —  1  n  sm  w  -^  • 

dt  dt  dt  dt 

Ces  composantes  montrent  facilement  que  la  force  complémentaire 
est  perpendiculaire  à  la  vitesse  apparente  du  mobile  et  à  l'axe  ter- 
restre; elles  font  voir  aussi  que  !a  grandeur  de  cette  force  est  égale  à 

ds     . 

■1  n  —  sm  I , 
dt 

ds 

en  désignant  par  h  l'angle  que  la  vitesse  apparente  —  fait  avec  l'axe 

du  monde. 

Si  l'on  joint  aux  équations  (22)  l'équation 

(23)  x^+j^^z'=l\ 

on  a  quatre  relations  entre  quatre  fonctions  du  temps,  x,  j-,  z,  N,  ce 
qui  suffit  pour  déterminer  ces  fonctions.  On  peut  facilement  éliminer 
N  entre  les  équations  (22  )  et  obtenir  deux  équations  qui  ne  contien- 
nent que  les  fonctions  x,  j ,  z,  et  qui,  jointes  à  l'équation  (23),  suf- 
firont pour  déterminer  ces  dernières  fonctions.  On  élimine  N  en  for- 
mant l'équaiion  des  forces  vives  et  celle  des  aires  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

J'ajoute  les  équations  (23)  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  idx,  idj,  idz,  ou  bien  par  j-,  —  j:  et  o;  j'ai  ainsi 

,     , ,  1  /  dx'  -H  dy^  4-  dz-  \  , 

(24)  d  ( ^^ )  =  igdz, 

^25)  '^(j^-^%)  =-kd{x^  +  y^)-  ik'xdz. 

On  voit  que  la  force  complémentaire  a  disparu  dans  l'équation  (24) 
des  forces  vives,  ce  qui  tient  à  sa  direction. 

Au  lieu  d'employer  dans  les  équations  (23),  (24),  (25)  les  coor- 
données rectilignes,  il  peut  être  utile  de  faire  usage  de  coordonnées 
polaires;  aussi  nous  allons  maintenant  les  translormer  sous  ce  point 
de  vue. 
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Je  désigne  par  ij;  l'angle  que  le  vertical  du  pendule  fait  avec  le  mé- 
ridien zoji- ,  et  je  compte  cet  angle  à  partir  du  méridien  en  allant  du 
nord  au  sud  par  l'est.  f\i  est  aussi  l'angle  que  la  projection  horizon- 
tale du  pendule  fliit  avec  la  ligne  du  nord  ox.  Je  désigne  par  9  l'angle 
que  le  pendule  fait  avec  la  verticale  oz. 

Les  trois  coordonnées  polaires  du  point  matériel  du  pendule  sont 
/,  6,  i|i;  la  première  est  constante;  la  deuxième  est  toujours  positive 
et  peut  varier  entre  o  et  180°  ;  la  troisième  peut  être  positive  ou  néga- 
tive et  varier  entre  +00  et  —  co  . 

Dans  ces  conditions,  on  a 

jc  ^  i  sin  6  cos  ^j; ,     _^  =  /  sin  &  sin  <i/ .     z  =:  l  cos  6. 
De  là  on  déduit  les  formules  suivantes,  qui  sont,  au  reste,  connues: 


dx' 

+  df'  +  dz' 

dr- 

= 

i'\ 

fdd' 
\~dt^ 

+ 

sin^ô^Ç 

dt' 

dx 

y-, —  ^ 

•^  dt 

.''y 
dt 

= 

- 

dt 

Par  le  n)oyen  de  cette  transformation,  les  équations  (24),  (25)  de- 
viennent 


(27)  r/Tsm^ô'^ii^^  I  =  -2/(.'cosa>sin^9 


dd. 


Les  équations  (26),  (27)  ont  le  même  degré  de  généralité  que  les 
équations  (22);  elles  s'appliquent  aux  oscillations  des  pendules  de 
toute  longueur  et  de  toute  amplitude,  pourvu  que  ces  amplitudes  ne 
dépassent  pas  les  limites  dans  lesquelles  on  peut  regarder  la  pesanteur 
comme  une  force  constante.  Ces  équations  ne  diffèrent  des  équations 
tout  à  fait  rigoureuses  qu'on  aurait  pu  tirer  de  l'équation  (21),  que 
par  la  suppression  de  termes  dont  la  petitesse  est  de  même  ordre  que 
la  fraction  n^. 
Je  pose 

Cp   :=  t\l   —  kt, 

29.. 
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et  j'ai 

df  dl-  dt 

Je  porte  cette  valeur  dans  l'équation  (26),  et  j'ai 

rf(^  +  sin^  9^  -  ^cos  e")  =-  o.kd.^m^B^  -  Pd.%m-  5. 

\dt-  dt"  I  )  dt 

Cette  équation  se  réduit,  au  moyen  de  l'équation  (27),  à 


,  I  dQ-  n  r  do-         2e 

dl-j-^  -h-  sin^  s  -^ P  COI 

\dt-  dt^  l 

=  kkk  cos  (9  +  kt)  sin"  ^db  —  k^  dim''  5. 


Or 

kk  =  n-  sin  y  cos  y; 

donc  les  deux  termes  du  second  membre  de  cette  équation  ne  con- 
tiennent, après  avoir  été  divisés  par  dt,  que  des  facteurs  dont  la  va- 
leur ne  dépasse  pas  des  limites  fort  restreintes,  et,  en  outre,  le  fac- 
teur n*  ;  le  second  membre  est  donc  du  degré  de  petitesse  qu'il  est 
permis  de  négliger,  et  l'on  peut  le  réduire  à  zéro.  Alors  les  équations 
Avx  mouvement  du  pendule  se  présentent  sous  cette  forme  : 

^(l?:  +  sin=9$^_^cosS)=:o, 
\  dt'  dt"  l  '  ' 

^^)  Wsin-9^  =  -2A-'cos(<p  + AY)sin^M5, 

^  :=  (S  +  kt. 

Pour  nsoudre  ces  équations,  on  négligera,  dans  une  première  ap- 
proximation, la  fonction  2  A' cos  (9  -t-  kt)&m'^  S  — -j  qui  est  Ires-petife, 

et,  dans  une  seconde  approximation,  par  l'application  de  la  mé- 
thode de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  on  examinera  son 
influence. 

Lorsqu'on  n'a  pas  égard  à  la  fonction  perturbatrice,  les  équations 
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du  mouvement  du  pendule  se  réduisent  a 

(29)  (/('^Vsin^Ô  J-2fcos$ 

(30)  .Tf.sin^Ô^  =  o, 

(3i  )  i|;  =  (js  +  A7. 

C'est  sous  cette  forme  que  je  les  considérerai  d'abord.  Les  équa- 
tions (29I,  (3o)  ne  contiennent  pas  explicitement  la  vitesse  «;  elles 
restent  les  mêmes  soit  pour  le  vrai  pendule  ,  soit  pour  le  pendule  tel 
qu'on  le  considère  ordinairement  dans  les  Traités  de  Mécanique  ;  c'est 
là  un  avantage  qui  permet  d'étudier  avec  facilité  les  lois  du  vrai  pen- 
dule en  les  comparant  aux  lois  bien  connues  des  pendules  ordinaires. 
Je  fais  d'abord  abstraction  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre, 
et  je  suppose  un  pendule  de  longueur  /  suspendu  au  point  o  et  soumis 
à  une  force  constante,  égale  à  g  et  parallèle  à  la  direction  d'équilibre 
du  vrai  pendule;  le  mouvement  de  ce  pendule  est  donné  par  les 
équations  (29),  (3o).  Lagrange  a  appris  à  intégrer  ces  équations;  je 
représente  leurs  intégrales  par 

(32!  e  =  f[t,  fl,   h,  c,  d). 

(33)  (p=  F(iÇ,  a,  h,  c,  cl), 

a,  b,  c,  d  étant  quatre  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  déter- 
minées par  les  conditions  initiales;  l'équation  (3î)  donne  à  chaque 
époque  l'écart  angulaire  du  pendule  par  rapport  à  la  ligne  d'équilibre, 
"et  l'équation  (33)  donne  son  azimut  compté  à  partir  du  nord. 

Lorsque  l'on  considère  le  vrai  pendule,  il  faut  prendre  les  trois 
équations  (29),  (3o),  (30,  et  l'on  a  pour  leurs  intégrales  générales 

(34)  0=^f{t,  a,  b,  c,  d), 

(35)  <h==kt  -hFi  t.,  fl,  b,  c,  d). 

Supposons  maintenant  qu'on  donne  aux  constantes  arbitraires  les 
mêmes  valeurs  dans  les  deux  systèmes  d'équations  (Sa),  (33)  et  (34), 
(35),   et  désignons,   pour  abréger,  par  pendule  de  comparaison   le 
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pendule  qui  est  alors  représenté  par  les  équations  (Sa),  (33);  par  la 
comparaison  des  deux  systèmes  d'équations,  on  arrive  immédiatement 
aux  conclusions  suivantes. 

Le  vrai  pendule  et  le  pendule  de  comparaison  partent  en  même 
temps  de  la  même  position  initiale:  à  toute  époque  du  mouveinent, 
ils  sont  constamment  à  la  même  distance  angulaire  de  la  verticale, 
par  conséquent,  ils  ont  les  mêmes  maxima  et  minima  d'amplitude  et 
les  atteignent  simultanément.  Les  azimuts  des  deux  pendules  qui  sont 
les  mêmes  à  l'origine  du  temps  se  séparent  immédiatement  après;  a 
une  époque  quelconque  t ,  on  passe  du  pendule  de  comparaison  au 
vrai  pendule  en  faisant  tourner  l'azimut  du  pendule  de  comparaison 
d'un  angle  égal  à  kt,  rotation  qui  doit  se  faire  dans  le  même  sens  que 
le  mouvement  apparent  du  Soleil ,  puisque  A'^  est  positif  lorsque  t  est 
positif:  la  distance  angulaire  des  deux  verticaux  est  donc  égale  à  kt, 
et  elle  croît  uniformément  avec  la  vitesse  k  =  n  sin  y. 

Sii,  par  suite  des  conditions  initiales,  le  vertical  du  pendule  de  com- 
paraison reste  invariable ,  les  sommets  de  la  spirale  sphérique  décrite 
par  le  vrai  pendule  s'écarteront,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  de 
ce  vertical  primitif,  en  allant  dans  le  sens  du  mouvement  apparent 
du  Soleil  et  avec  une  vitesse  angulaire  qui,  rapportée  à  la  verticale, 
est  égale  à  n  sin  7. 

Les  considérations  générales  qui  précèdent  peuvent  aussi  être  pré- 
sentées sous  la  forme  suivante.  Je  suppose  que  l'on  ait  décrit  sur  la 
sphère  des  pendules  la  spirale  que  doit  parcourir  le  pendule  de  com- 
paraison en  vertu  des  données  initiales,  et  qu'à  partir  de  l'origine  du 
temps  on  fasse  tourner  la  sphère  des  pendules  autour  de  son  diamètre 
vertical  avec  la  vitesse  angulaire  constante  k  =  n  sin  y ,  le  mouvement 
de  la  sphère  s'exécuiant  dans  le  sens  du  mouvement  apparent  du 
Soleil;  le  vrai  pendule  restera  constamment,  pendant  ses  oscillations, 
sur  cette  spirale  sphérique  tournante. 

Les  oscillations  infiniment  petites  des  pendules  ne  sont  quuii  cas 
particulier  des  mouvements  généraux  que  nous  venons  d'examiner. 
C'est  a  propos  d'un  curieux  ^Mémoire  de  Mairan  sur  les  pendules,  que 
Clairaut  forma  pour  la  première  fois  les  équations  différentielles  du 
mouvement  des  pendules  ordinaires  considérés  dans  les  conditions 
les  plus  générales  :  en  examinant  ce  que  devient  la  spirale  décrite 
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par  la  projection  horizontale  (lu  pendule,  lorsque  l'amplitude  des 
oscillations  décroît,  il  tut  très-surpris  de  voir  que  cette  spirale  dégé- 
nère en  luie  ellipse  centrée  sur  la  position  d'équilibre  du  pendule  et 
ayant  des  axes  de  grandeur  et  de  direction  invariables  pour  des 
conditions  initiales  données. 

Puisque  la  projection  horizontale  de  l;i  spirale  sphérique  décrite  par 
le  pendule  de  comparaison  est  une  ellipse  fixe  de  position,  si  l'on 
fait  tourner  cette  ellipse  d'un  mouvement  de  rotation  commun  avec 
celui  que  nous  avons  donné  à  la  sphère  des  pendules,  il  est  clair  que 
la  projection  horizontale  du  vrai  pendule  devra  se  trouver  constam- 
ment sur  cette  ellipse  mobile;  c'est  en  cela  que  consiste  l'élégant 
théorème  de  M.  Binet. 

Je  considère  le  vrai  pendule  dans  une  position  quelconque  définie 
par  les  coordonnées  polaires  Ô ,  tj; ,  et  je  décompose  sa  vitesse  suivant 
la  tangente  à  l'arc  IB  et  suivant  la  normale  au  vertical  dont  l'azimut 
est  (];.  En  désignant  par  c  et  u  ces  deux  composantes,  j'ai 

(36)  .  =  /5, 

(37)  tt^/sinS^- 

Pour  la  même  époque,  les  composantes  analogues  de  la  vitesse  que 
possède  le  pendule  de  comparaison  étant  désignées  par  f'  et  w,  on 
aura 


(38)  ^'  =  l~ 


(39)  w  =  /  sin  9  J  =  «  -  kl  sin  9. 

On  voit  par  là  que  le  vrai  pendule  et  le  pendule  de  comparaison,  qui 
partent  en  même  temps  de  la  même  position  avec  la  même  vitesse 
mesurée  suivant  l'arc  d'écart  primitif,  n'ont  pas  cependant  la  même 
vitesse  initiale,  puisque  la  composante  de  cette  vitesse  mesurée  per- 
pendiculairement au  vertical  primitif  étant  désignée  par  Uq  pour  le  vrai 
pendule,  est  WoZ=  u^—  klsmOg  pour  le  pendule  de  comparaison. 
Cette  différence   —  A/sinSo   dans  les   deux  composantes  sera  négli- 
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<jeable  lorsque  les  oscillations  auront  assez  peu  d'étendue  pour  qu'on 
puisse  regarder  le  produit  k  sin  $„  comme  étant  du  même  ordre  de 
petitesse  qi:e  la  fraction  ?i^  ;  on  verra,  au  reste,  que,  généralement, 
l'influence  de  la  quantité  —  kl  sin  Oq  est  peu  sensible. 

Pour  intégrer  les  équations  (29J,  (3o),  (3i),  il  n'y  a  qu'à  suivre  la 
méthode  développée  dans  la  Mécanique  analytique  ;  on  a  ainsi 

cos  6  =  cos  a  cos^  c  -h  cos  ê  sin*  a  , 


(4o) 


oc 

<  ^  c  -H  Ao  (7  +  V     A,  sin  2  i.r , 
é=^  d  -i-  kt  ±Bo<7  —^    B,-  sui  2  ix. 


c,  d  sont  deux  constantes  arbitraires: 

a,  ê  sont  les  écarts  maximum  et  minimum  du  pendule  par  rapport 
à  la  verticale  ;  on  les  détermine  par  l'équation  du  troisième  degré  en 
cos  Q , 

,  -        »'  sin'  9o 


('io       ("-^-^°'^° 


a  est  une  variable  auxiliaire  ; 

Ao ,  A,,  Bo,  B,  sont  des  fonctions  de  a,  ê  qu'on  trouve  dans  la 
Mécanique  analytique  ; 

i  est  un  nombre  entier  quelconque. 

Le  signe  +  ou  le  signe  —  dans  la  valeur  de  d/  sont  choisis  suivant 
que  u'o  est  positif  ou  négatif. 

Si  l'on  désigne  par  T  la  durée  commune  à  toutes  les  oscillations 
ascendantes  ou  descendantes,  et  par  m  l'angle  dont  le  vertical  du  pen- 
dule tourne  pendant  une  quelconque  de  ces  oscillations,  on  a,  d'après 
les  équations  précédentes , 

T=^Ao,     T  =  AT±^Bo. 

Si  l'on  développe  Aq,  B„  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  a,  ê,  on  trouve,  lorsque  ê  n'est  pas  nul  et  qu'on  se 
borne  aux  termes  d'un  ordre  inférieur  aux  quatrièmes  puissances  de 
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ces  quantités, 


«F=/tT±^(.  +  ^'V 


(4a 


§n. 

Lorsque  li-  pendule  est  abandonné  sans  vitesse  initiale ,  il  ne  passe  pas  en  tombant  par 
la  verticale;  déterminer  son  écart  minimum  et  la  durée  des  oscillations. 

Dans  ce  cas,  i|i„,  Bq  étant  quelconques,  on  a 
«0=0,      Vo=  o; 

les  trois  racines  A,  B,  C  de  l'équation  générale  (4i  )  sont,  en  remar- 
quant que  W(,  =  —  A/sinS„, 

A  =  cos  60  ) 

k''  l  sin'  e„ 


B  =  - 


^g 


/^*/=sin'9„        *' /  sin' 6„  cos  e„ 


„  k'  l  sin=  9„  fk''  /=  sin*  9»        P  l  sin'  9„  cos  6, 

^  =  — 4r--v-^6? ~^g — ^+'- 

Les  angles  a,  ê  étant  les  écarts  maximum  et  minimum,  on  a  donc 

a  =  Ôo,      cos5=i 7^ (1+ coseo) +..., 

d'où  l'on  tire 

S  ^  4  /  -  .  Â:  sin  ôo  cos  -  60 , 
V  é'  2 

en  négligeant  les  puissances  de  k  supérieures  à  la  première. 

Si  l'on  prend  la  seconde  de  temps   moyen  pour  unité  de  temps, 

on  a 

n  =  -:r — -\     à  Paris,     k  =  o,oooo5/Jqo8i  =  -5 

13713  ^  18212 

Si  l'on  suppose  Ôq  =  i  degré,  on  aura 

ê  =  0,000000956  y-' 

Tome  XVIII.  -  Jcillet  i853.  3o 
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Pour  un  pendule  dont  la  longueur  est  égale  à  g,  l'écart  minimum  /ê 

est  un  arc  de  o™,ooooo94- 

Si  le  pendule  était  de  88'",279a,  pour  une  chute  de  i  degré,  l'écart 
minimum  /S  serait  une  fraction  de  millimètre  exprimée  par  0,028. 

D'après  la  formule  (42),  on  a  pour  la  durée  commune  de  chaque 
oscillation  descendante  ou  ascendante , 


(A''  l  sin=  9»  cos=  4  S»  \ 


En  négligeant  les  quatrièmes  puissances  de  l'amplitude,  cette  formule 
se  réduit  à 


^=iv1(-SV 


Cette  expression  montre  que  T  est  indépendant  de  A  au  degré  d'ap- 
proximation que  nous  adoptons.  Il  est  facile  de  voir  que  les  deux 
formules  précédentes  ne  donnent  pas  une  différence  appréciable , 
même  par  des  observations  qui  dureraient  dix  heures  En  effet, 
supposons  ^0=  I  degré,  alors  on  a 

B'i  =  o,ooo3o4686 , 
—  sin-  Bq  cos'  -  ^0  ^  0,914007. 10^" , 

T  =  -  i/-  [i  -+-  0,0000190401  !  -(-  io~". 0,9 14007)]. 
D'après  cela,  la  durée  de  36 000  oscillations  est 

7r  i/-  [36ooo  +  0,685548  (i-l-  lo"". 0,9 14007)], 
ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de 

nJ~-[l(iooo-^  0,6855481- 
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§  m. 

Lorsque  le  pendule  est  abandonné  sans  vitesse  initiale,  le  vertical  des  positions  culmi- 
nantes qu'atteint  le  pendule  après  chaque  oscillation  complète  se  déplace  dans  le 
sens  du  mouvement  des  étoiles  avec  la  vitesse  angulaire  n  sin  y. 

D'après  l'équation  {l\i),  l'angle  décrit  par  le  vertical  du  pendule 
dans  une  oscillation  ascendante  ou  descendante  est 


dans  le  cas  actuel , 

W(,^  —  klsin  do, 

il  faut  donc  prendre  le  signe  —  dans  la  valeur  de  T.  Apres  un  nombre 
quelconque  p  d'oscillations  complètes,  l'angle  décrit  par  le  vertical 
du  pendule  est  égal  à  4p^  ou  à 

^pkT  —  ipn  (  I  +  jj/i  i/-  60 sin  ôocos-  Qq  )• 

Cet  angle  diffère  extrêmement  peu  de 

I^pkT  —  apn, 

même  lorsque  p  est  égal  à  1000,  et  il  montre  que  la  nouvelle  position 
du  pendule  s'obtient  par  un  mouvement  direct  donné  au  vertical  du 
pendule  avec  la  vitesse  angulaire  A. 

§  IV. 

Des  conditions  à  remplir  pour  que  les  sommets  de  la  spirale  décrite  par  le  pendule 
conservent  une  orientation  fixe  ou  se  déplacent  avec  une  vitesse  donnée  par  un 
mouvement  direct  ou  rétrograde. 

Lorsqu'on  abandonne  le  pendule  à  lui-même,  il  est  difficile  d'ob- 
tenir rigoureusement  qu'il  parte  sans  vitesse  initiale.  Ordinairement, 
le  pendule  est  maintenu  hors  de  la  verticale  au  moyen  d'un  fil  qu'on 
brille  lorsqu'on  suppose  l'équilibre  établi  ;  mais  le  pendule  et  le  fil 
qui  le  retient  forment  un   système  très-mobile  qui  est   rarement  en 

3o.. 


a36  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

équilibre  parfait  au  moment  où  l'on  brûle  le  fil.  D'après  cela,  il  est 
utile  d'examiner  quelle  peut  être  l'influence  de  la  très-petite  vitesse 
initiale  que  possède  ordinairement  le  pendule  sur  le  déplacement  de 
son  vertical.  Cet  examen  se  fera  aisément  en  résolvant  le  problème 
énoncé. 

L'an»le  décrit  par  le  vertical  du  pendule  pendant  une  oscillation 
complète  est,  daprès  l'équation  (42),  égal  à 

4M^  =  4A-T  ±  in  ±jna§. 

3 
Si  l'on  supprime  -in,  le  reste  4AT  ±  juaè   désigne  l'angle   dont  le 

vertical  du  pendule  est  déplacé  à  la  fin  d'une  oscillation  complète  par 
rapport  à  sa  position  au  commencement  de  l'oscillation  ;  suivant  que 
cet  angle  est  positif  ou  négatif,  le  déplacement  est  direct  ou  rétrograde. 
Ce  déplacement  s'est  opéré  pendant  le  temps  4 T.  Si  donc  on  le  divise 
par  4T,  on  aura  la  vitesse  angulaire  de  ce  déplacement.  Je  désigne 
par  U  cette  vitesse,  et  j'ai 

U  =  X±|.aê.^. 
D'après  l'équation  (4^),  on  a 


d'où  l'on  conclut 


U  =  A±|agYf, 


en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  .«iiipérieur  à  la  troisième  puis- 
sance de  a  ou  de  ê.  Je  suppose  maintenant  que  t^„=  o;  alors  on  tire 
de  l'équation  (40' 

U'o  COS  y  9„  a„  COS  -J  I 

par  suite , 


—  k  sii 


j^V^ 


u  =  A-  q:  g  A-  So  sin  Ôo  ces  ^  ôo  ±  g  y  Ôo  cos  - 
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Dans  cette  formule,  on  prendra  les  signes  supérieurs  ou  les  signes 
inférieuis  suivant  que  Wg  sera  positif  ou  négatif. 

La  première  partie  de  U  est  indépendante  de  la  longueur  du  pen- 
dule et  des  données  initiales.  La  seconde  partie  est  indépendante  de 
la  longueur  du  pendule,  mais  elle  dépend  de  S^;  lorsque  6^  est 
de  I  degré,  nous  avons  vu  que  cette  seconde  partie  est  insensible  par 
rapport  à  la  première,  et  il  en  est  encore  de  même  lorsque  6„  est  plus 
grand  que  i  degré,  mais  reste  néanmoins  très-petit.  On  peut  don^ 
réduire  l'expression  précédente  à 

U  =  k±  gy  5„cos^$„. 

Le  second  terme  de  la  valeur  de  U  dépend  de  Ug  ■.  mais  sa  valeur  est 
d'autant  plus  petite  que  le  pendule  est  plus  long.  Si  y  est  suffisam- 
ment petit,  on  conçoit  qu'à  cause  du  facteur  %,  la  seconde  partie 
de  U  pourra  être  insensible  par  rapport  à  la  première,  cela  aura  lieu 
lorsqu'à  l'origine  le  pendule  n'a  reçu  qu'iuie  très-petite  vitesse 
directe  ou  rétrograde,  surtout  si  le  pendule  est  très-long.  D'après 
cela,  avec  un  pendule  très-long,  si  l'on  prend  les  précautions  conve- 
nables pour  qu'au  moment  où  l'on  brûle  le  fil  qui  retient  le  pen- 
dule il  n'y  ait  qu'une  très-petite  vitesse,  on  pourra  réduire  U  k  k. 

Lorsque  y  n'est  pas  suffisamment  petit,  la  différence  de  U  et  A  peut 

être  rendue  sensible  par  l'expérience,  et  l'on  conçoit  que  U  pourra 
être  nul ,  positif  ou  négatif. 

Les  sommets  de  la  spirale  auront  une  orientation  fixe  lorsque 
L  =  o,  ce  qui  exige  que  u^  soit  négatif. 

Dans  ce  cas,  on  tire  des  formules  précédentes 


8X- 


\/l 


39. 
Pour 

9o=  3  degrés     et     Z  =  88", 2792, 
on  a 

o  =  o,oo83886     et     /ê  =  o'",7i2. 
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D'où  il  suit  que,  pour  avoir  une  orientation  fixe,  il  faut  lancer  le  pen- 
dule en  sens  contraire  du  mouvement  des  étoiles  avec  une  vitesse 
telle,  que  le  pendule  partant  de  l'écart  3  degrés  s'approche  en  tombant 
vers  la  verticale  jusqu'à  la  distance  de  o™, 7 12.  Avec  une  vitesse  plus 
grande,  le  mouvement  des  sommets  de  la  spirale  serait  rétrograde; 
avec  une  vitesse  plus  petite,  ce  mouvement  serait  direct  et  pourrait 
être  plus  petit  que  k,  plus  {^rand  que  k  ou  égal  à  cette  quantité. 

§  V. 

Des  conditions  à  remplir  pour  que  te  pendule  passe  en  tombant  par  la  verticale. 

Les  intégrales  premières  des  équations  (99)  et  (3o)  sont 

(43)  ^  +  sin^ô^=-MeosS==a, 

(44)  sin»ô5  =  ^. 

Les  constantes  arbitraires  a,  h,  détermniées  par  les  conditions  ini- 
tiales, ont  pour  valeurs 

(45)  a—    °  ^^ fcosdo,     à  =  — j 

L'équation  (44)  montre  que  le  pendule  ne  peut  passer  par  la  verticale 
qu'autant  que  è=  o;  cela  aura  donc  lieu  lorsque  le  pendule  sera 
lancé  de  sa  position  d'équilibre  stable  en  instable,  ou  bien  lorsqu'il 
sera  lancé  d'une  position  quelconque  avec  une  vitesse  telle,  que  l'on 
ait 

Mo  =  A:/  sin  dg. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  (4^),  (44)  se  réduisent  à 

(47)  J=o. 

De  la  dernière  équation  on  tire,  en  vertu  de  l'équation  (3i  ), 

(J>  =  (|/o  -+-  kt. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  239 

Cette  équation  montre  que  le  vertical  du  pendule  tourne  uniformé- 
ment dans  le  sens  du  mouvement  des  étoiles  avec  la  vitesse  angulaire 
A"  =  «sin7.  L'équation  (46)  montre  que  le  pendule  oscille  dans  ce 
vertical  mobile  suivant  les  lois  des  oscillations  planes  des  pendules 
ordinaires. 

§  VL 

Des  oscillations  infiniment  petites. 

On  pourrait  déduire  les  lois  de  ces  oscillations  des  formules  géné- 
rales (4o);  mais  il  est  plus  simple  de  les  obtenir  directement,  ce  qu'on 
peut  faire  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  divise  par  dt  l'équation  (27),  le  facteur  sin^  B  —  qui  entrera 

dans  le  second  membre  sera  du  troisième  ordre  lorsque  les  oscillations 
seront  infiniment  petites;  alors  les  équations  (26),  (27)  se  réduisent  à 

\dt^  dt^  l        '  "  dt 

Je  désigne  par  p  la  projection  horizontale  de  la  tige  du  pendide  et  j'ai 
p  ^  /sin  5. 

Dans  le  cas  des  oscillations  infiniment  petites,  on  pourra  remplacer  le 
système  précédent  par 

les  intégrales  premières  sont 

(•8!      "é^p-'i^'ip-^"'  p''-^^'='>' 

a,  b  étant  deux  constantes  arbitraires. 

-, ,,.      .        d^ 

i  ehmme  -p  5  et  1  ai 

dt  ■• 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  un  polynôme  du  quatrième 
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degré  dont  tous  les  termes  sont  de  degré  pair;  on  peut  donc  écrire 

ainsi  l'équation  précédente, 

en  désignant  par  pi,  p^  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  racines  de 
l'équation  suivante, 

(49)  [^-h  k-)  x- —  {a  — ibk)x -h  b^^o. 

il  est  facile  de  voir,  en  mettant  dans  cette  équation  à  la  place  de  a,  b 
leurs  valeurs  en  fonction  des  données  initiales,  que  les  deux  racines 
sont  réelles  et  positives. 

L'équation  différentielle  précédente  ayant  son  premier  membre 
positif  montre  que  p  varie  entre  les  limites  extrêmes  p^,  p^\  on  en 
tire 

(50)  dt  '^' 


Y/f+'iW(p'o-p')(p=- 

r  de  dt ,  et  en  remarc 

^•=  pop<  yf +.^"' 


Au  moyen  de  cette  valeur  de  dt,  et  en  remarquant  que  l'équation  (49) 
donne 


l'équation  (48  1  devient 


d{^  -kt) 


p»  Pi  dp 


P  v'[pô  — p')(p'— p!) 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  l'équation  différentielle  d'une  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  pu,  p,  lorsqu'on  prend  pour  coordonnées 
polaires  des  différents  points  de  l'ellipse  le  rayon  vecteur  mené  du 
centre  de  la  courbe  et  l'angle  que  ce  rayon  vecteur  fait  avec  le  demi- 
grand  axe  po  ;  il  suit  de  là  que  l'intégrale  de  l'équation  précédente  est 

[poSin*(J>-  +0-  kt)  -+■  PïCos='((f  -^^-kt)]p-  =  plp^,, 
|\l^,  étant  une  constante  arbitraire  qui  désigne  la  valeur  initiale  de  tf. 
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Cette  équation  n'est  autre  chose  que  celle  de  l'ellipse  mobile  de 
M.  Binet. 

Quant  à  la  durée  des  oscillations,  on  la  tire  facilement  de  l'équa- 
tion (5o),  qui  donne 

p.  ^  eL±i;  +  ilzLPl  eos  .  (.  -  0  v/[^" 

c  est  une  constante  arbitraire  qui  désigne  le  temps  écoulé,  lorsque  le 
pendule  passe  par  l'un  de  ses  points  culminants. 


TROISIEME  SECTION. 

Mouvement  d'un  système  de  corps  rapporté  à  trois  aoces 
rectangulaires  mobiles. 

Équation  des  forces  vives  relatives. 

Nous  avons  vu  dans  la  première  section  que,  dans  tout  mouvement 
relatif,  on  a 

(i)     ^m{iiâx  -{-  vâj+  w$z)  =^^m{l^âx +  Y ù j -+-  Zc?z); 
en  posant 

rf'  X  I       dz  dy  .  „ 

dt-  \'dt  dt   I 

d'z  /      dy  dx\  ,, 

les  quantités  u  .  v" ,  iv"  sont  données  par  les  formules  (r5)  de  la  pre- 
mière section. 

Lorsque  les  conditions  imposées  au  système  mobile  ne  contiennent 
pas  le  temps  explicitement,  on  peut  prendre  pour  déplacement  vir- 
tuel de  chaque  point  m  le  déplacement  relatif  qui  a  effectivement  lieu 

Tome  XVIII.  -  Juillet  i853.  3i 
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pendant  l'instant  r/i,  et,  par  suite,  poser  dans  l'équation  (i), 

{}x  =  Hjc,     âj  =  djr,      âz  =  dz:, 
alors  la  formule  (i)  devient 

(3)  \m{udjc+vdj-hwdz)  =  '^m(Xdx-hYdj-+-  Zdz). 

On  tire  des  équations  [i) 

7  I  !     ,  dx^ -h  dr^ -\- dz-  ,,    ,  „    ,  ,,    , 

(4 )  udx-^  vdy  -\-wdz=  -  d -^^ h  u" dx  +  v  dj  -h  w  dz , 

et  l'équation  (3)  devient 

^2"^ d? 

=  a  2  [(X  -  "")  dx  +  (Y  -  v")  df  +  (Z  -  w"  )  dz]. 
C'est  1^  l'équation  des  forces  vives  relatives. 

§"• 

Equations  des  moments  par  rapport  aux   axes  mobiles. 

Supposons  que  les  conditions  du  système  mobde  permettent  a  ce 
système  un  mouvement  commun  de  rotation  autour  de  l'axe  oz;  par 
une  rotation  virtuelle  autour  de  cet  axe ,  on  aura 

(?J"  =  — j-ê,      &j  =:  xz,      (?Z  =  o, 

en  désignant  par  i  un  facteur  arbitraire  et  commun  à  tous  les  points 
matériels.  Ces  expressions  réduisent  la  formule  (i)  à 

(6)       ■  J^m(xi>-jru)^'^m(xY  -jrX); 

les  équations  (a)  donnent 

(  d-y  rf'x  d(x'-+-  y') 

,     ,  )  dO         •'    df  dt 

^'^'  i  dz  dz 
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par  suite, 

(8)     ;z-    \        -^  dt  dt 

I  v^  dz  v^  '^z        ^-(        ,       „  „ 

I     -■'■'î2é"^'idt~'^P2à"'^dt'^2^"'^'^^  ~^"  ' 

alors  l'équation  (  6  )  devient 

(9) 

I  ~  rd^  m  {  x^  +  j^-)  -h  iq  ^  mj  dz  -+-  '■*/' ^1  m.x  dz. 

On  pourrait  former  une  équation  analogue  à  la  précédente  pour  cha- 
cun des  axes  nj,  ox\  nous  n'écrirons  pas  ces  équations,  parce  que 
nous  n'aurons  pas  à  en  faire  usage  dans  les  problèmes  que  nous  trai- 
terons. 

§  III 

Propriétés  générales   du   mouvement  relatif  de   rotation  pour  un  corps  solide 
invariablement  fixé  à   l'origine   des  axes  mobiles. 

Par  l'origine  mobile  o  je  mené  trois  axes  rectangulau'es  ox,,  «y,, 
oz,  invariablement  liés  au  corps  solide  que  l'on  considère,  et  je  dé- 
signe par  jc,,  /,,  z,  les  coordonnées  du  point  m  de  ce  corps  par  rap- 
port à  ces  nouveaux  axes.  Soient  a,  a',  a",  ê,  S',  ë",  y,  -y',  y"  les  cosi- 
nus que  les  axes  du  corps  oj:,,  oj^  oz,  font  respectivement  avec  chacun 
des  axes  ox,  ojr,  oz  à  l'époque  quelconque  t. 

Par  les  règles  de  la  transformation  des  coordonnées,  on  a 

!x  =  CX.X,  -+-  a!  jy  -I-  a"  z, , 
y  =  ê  x,  -I-  %' y^  +  é"  z, , 
^  z  =.fx,^  i  y,  +  7"z,. 

Si  l'on  traite  ces  équations  comme  on  a  déjà  traité  les  équations  ana- 

3i.. 
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logues  (5)  de  la  première  section,  et  qu'on  pose 

3."  dx'  ■+■  ê"  de'  -H  y"  d-j' 


('■)  X 


dt 

cnda.' 

-+- 

grfg" 

-t- 

jdy" 

dt 

x'da 

H- 

g' de 

-f- 

y'dy 

(12)  !^'-~  p'^'  ~  ^^' 


^  =  aU,4-a'V,  +  a"W„ 

dt 

(.3)  ||  =  gU, +  S'V,  +  g"W„ 


=  yUo  +v'V, -^  7"W,. 


Les  équations  (11),  (12),  (i3)  sont  analogues  aux  équations  (9),  (11), 
(12)  de  la  première  section. 

En  posant 

j  _  dj:'+dy'-hdz' 

(i4)  i^'  = dF^ ' 

on  aura,  par  les  équations  (i3), 

(i5)  Û»=U2  +  V5+W5. 

D'après  l'équation  (i4)î  la  quantité  ii  désigne  la  vitesse  relative  du 
point  m.  Les  équations  (i5)  et  (12)  montrent  qu'à  toute  époque  t  les 
points  du  corps  situés  sur  la  droite  que  déterminent  les  équations 

(10)  —=-=—, 

sont  sans  vitesse  relative,  c'est-à-dire  conservent  pendant  linstant 
suivant  dt  une  position  fixe  par  rapport  aux  axes  mobiles  ox,  oj,  oz, 
auxquels  les  mouvements  sont  rapportés.  A  cause  de  cette  propriété, 
la  droite  (16)  sera  appelée  Vnxe  instnntanc  de  rotation  apparente. 
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Je  pose 

(•7) 

0)  —  \/5r*  +  /^  +  p*, 

alors  les  quantités 

(.8) 

-,     —,     - 

a4.^j 


désignent  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  instantané  apparent  fait  à 
l'époque  t  avec  les  axes  du  corps  ox^,  oj,,  oz, ,  et  les  quantités 


sont  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  instantané  et  apparent  fait  avec 
les  axes  ox,  oj,  oz.  En  prenant  w  en  valeur  absolue,  ces  cosinus 
donnent  la  direction  de  l'une  des  deux  parties  dans  lesquelles  l'ori- 
gine o  divise  l'axe  instantané  ;  c'est  cette  partie  seulement  que  nous 
appellerons  désormais  Vaxe  instantané  et  apparent  du  corps. 

Les  équations  (i3)  montrent  que  U^,  V^,  W^  sont  les  projections 
sur  oXf,  oy,,  oz,  de  la  vitesse  apparente  â  du  point  m.  Les  équa- 
tions (12)  montrent  que  l'on  a 

(20)  UjX, -I- Vjj, -1- W.  j,  =  o, 

(21)  Uj  sr    -F  V2  ;k^   4-  W.  p  =  o, 

et  ces  équations  font  voir  que  la  vitesse  apparente  û  est  à  la  fois  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  du  point  ju  et  à  l'axe  instantané;  elle 
est  donc  perpendiculaire  au  plan  de  ces  deux  lignes,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  elle  est  tangente  à  la  circonférence  qui  passe  par  le 
point  m,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  instantané  apparent 
et  dont  le  centre  est  sur  cet  axe. 
On  tire  des  équations  (i 5)  et  (12) 

'  =  ^-  iii  -+-  z'  j  +  r  (2?  +  j^r  )  +  p'  i^'  +  7?) 

—  "iy^py^z,  —  1ZS px,  z,  —  ^zsyj",  x,. 
Je  désigne  par  â  le  rayon  vecteur  du  point  m  et  par  s  l'angle  qu'il 
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fait  avec  l'axe  instantané  apparent,  et  j'ai  . 

cos  c  = ^ — 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  peut  écrire  l'équation  ;2a)  successive- 
ment comme  il  suit  : 

Q-  =  f,r  o'*  —  M^  0*^  cos^  £ , 

23)  y^; —  =  w: 

'  d  sin  2 

0*  sin  a  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  Taxe  instantané  appa- 
rent :  l'équation  (aS;  montre  donc  que  le  rapport  de  la  vitesse  apparente 
de  chaque  point  du  corps  a  la  distance  qui  sépare  ce  point  de  l'axe  in- 
stantané est  une  quantité  constante  dans  toute  l'étendue  du  corps  à 
l'époque  quelconque  t.  D'après  les  diverses  propriétés  que  nous  ve- 
nons d'indiquer,  on  peut  conclure  que  le  mouvement  apparent  du 
corps  pendant  l'instant  dt  consiste  en  une  rotation  apparente  exécutée 
autour  de  l'axe  instantané  apparent;  la  vitesse  angulaire  de  cette  rota- 
tion apparente  est  égale  à  la  quantité  w  définie  par  l'équation  (17). 
Menons  par  l'axe  instantané  apparent  deux  plans  A,  B  de  même 
direction,  le  premier  étant  invariablement  lié  aux  axes  ox,  oj,  oz,  et 
le  second  au  corps  solide  même  ;  ces  deux  plans  coïncidant  à  l'époque  t 
ne  coïncident  plus  généralement  à  l'époque  t  -h  dt  et  font  entre  eux 
un  angle  égal  à  r^dt,  en  sorte  que  le  plan  B,  qui  est  fixe  dans  le 
corps,  a  tourné  autour  de  l'axe  instantané  apparent  avec  la  vitesse 
apparente  oj. 

Lorsque  l'on  considère  le  mouvement  relatif  d'un  corps  solide  inva- 
riablement lié  à  l'origine  des  axes  mobiles,  il  est  facile  de  transformer 
d'une  manière  utile  l'équarion  des  forces  vives  relatives  et  celle  des 
moments  que  nous  avons  déjà  dotmées. 
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On  tire  des  équations  (i4)  et  i'  22), 

/  ^        dx^  +  dy''  -)-  dz' 
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(M) 

en  posant 


2B'  pZS   —    2  C'  W^f  , 


>5). 


A  =  2»i(2T  + JÎ), 

B'  =  2  '"  2,  X, , 
G'  =  2!  ^"«^i  J.- 


En  portant  l'équation  (24)  dans  l'équation  (5),  on  a,  pour  l'équation 
des  forces  vives  relatives , 


;26) 


/        d{Azs^  +  B/^  +  Cp^  —  2A')r^p  —  2B'|0w  —  2C'5y;() 
I  =  2  2  m  [(X  -  m")  d'x  +  (Y  -  v")djr-h  (Z  -  w")dz\ 


Quant  à  l'équation  des  moments,   c'est-à-dire  l'équation     9),  on 
peut  faire  subir  à  ses  diverses  parties  les  transformations  suivantes. 
On  a,  par  les  formules  (10) ,  (i3), 

+  (z,Uj-  X,  W2)(a"é  -  aè")  +  (j,W,  -  z.V^la'*"-  a"/-'). 

On  sait  que  les  seconds  facteurs  qui  entrent  dans  le  second  membre 
de  cette  équation  sont  respectivement  égaux  à  y,  y',  y";  cequbn  peut, 
au  reste,  facilement  démontrer.  Si  donc  on  a  égard  à  l'équation  (12), 
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cette  équation  devient 

+  7'  LX  (2?  +  -=^1)  -  P^'  j.  -  ^^.  J.  ] 

I  ^^       tir'  -4-  dy'  +  dz' 
Je  désigne  par  P,  Q ,  R  les  dérivées  de  -  ^  m j^ par  rap- 
port à  cr,  /,  p;  c'est-à-dire  que  je  pose 

IP  =  AsT  -  C'/-  B'p, 

(27)  JQ=  Bx  —  C'ro  -  A>, 

[  R  =  Cp  —  A'x  —  B'w; 

alors  je  tire  de  l'équation  précédente  . 

(^8)  i:-(^|-jê)  =  VP  +  7'Q-^7"R. 

formule  qui  est  connue. 

La  quantité  "S  m  {x^  +  J^  )  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par 

rapport  à  l'axe  oz.  Par  les  calculs  connus  et  relatifs  à  la  théorie  des 
moments  d'inertie,  on  a 

j2'"(*'+ 7')  =  ^7'  +  B7''-*-<^7"' 

(  —  "2  A' y' y" —  2B'y"y —  iCyy'- 

On  peut ,  au  reste ,  former  directement  cette  expression  au  moyen  des 
équations  (10). 

Je  tire  des  équations  (10), 

^     [2^ma:dz  =  {V,  +  C  -  k)  acly  +  [k  +  C  -  'R)  a' dy' 
(^^)      j  -^{k  +  V>  —  C)a:'dy"  +  iCJ{ady'  +  a'dy) 

\  -I-  2  B'  {a"dy  -h  ady")  -H  2  A'  (a'  dy"  -+■  a'  dy'). 

De  là  ou  déduit  1  ^mjdz,  en  changeant  a,  a',  a."  respectivement  eu 
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D'après  les  formules  (28/,  (29),  (3o),  l'équation  des  moments  (9) 
devient 

d  (Py  +  Qv'  +  Ry")  =  ^m[x{Y  -  v")  -  j  (X  ~  u'\  \  dl 
id{k'f  -f-  Ry'^  -t-  Cy"^  —  aA'y'y"  —  2R'y"y'  —  aC'yy') 
■(B  +  C-  A)gf^y  +  (A-i-  C-  R)g'^y'-h  (A  +  R  -  C)êVy" 


(3i)^ 


r(B  +  c-  A)g^y  +  (A-i-  C-  R)g'^y'-h  (A  +  R  -  C)êVy"-j 
+  2C'(gr/y'-f-g'r/y)+ 2R'(§Vy+ y"<^g) 

L      +  2A'(g'rfy"  +  y'^S")  J 

I  r(R  +  C-A)arfy+(AH-C— B)a'rfy'+(A+R-Gja"rt'y"-| 

l+pj        -h  2C'(ac?y'+ a'c?y)  +  2R'(a"r/y -1- afl?y")  1. 

\  L      +  2  A' («'(Yy" -t- a"c/y).  J 

Nous  emploierons,  dans  les  problèmes  que  nous  traiterons  plus 
loin,  une  autre  équation  qui  convient  à  tout  corps  solide  capable  de 
tourner  librement  autour  de  la  droite  oz^^  qui  est  invariablement  liée 
au  corps.  C'est  maintenant  cette  équation  que  nous  allons  former. 

§  IV. 

Equation  des  moments  par  rapport  à  l'axe  du  corps  solide. 

Je  suppose  que  les  conditions  imposées  au  corps  ne  l'empêchent  pas 
de  pouvoir  tourner  autour  de  oz, ,  et  je  donne  an  solide  un  mouvement 
virtuel  de  rotation  autour  de  cette  ligne.  Je  désigne  par  âx,,  âj-,,  âz, 
les  projections  sur  oj:,  ,  ojf ,  oz,  du  déplacement  virtuel  du  point  m,  et 
j'ai 

c?j:,  =  —/■,£,     i}jf  =  x,î,     (?z,  =  0, 

£  étant  un  facteur  indéterminé  et  commun  à  tous  les  points  du  corps. 
On  tire  de  ces  équations  et  des  formules  (10), 

Sjc  ^  e(a' x,  —  a.)\), 

Ùjr  =  êlg'o^,    -    gj,), 

âz=  s{Yx,  -  yj,); 
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et  alors  la  formule  (i)  devient 

i       51  "^[■^i  '  cl' u  +  %' V  -\-  y'w)  —  j,  {au  -4-  êf  +  ytf)] 

j='^m[x,(Xrx'^Y&-^  Z7')- j,  (Xa  +  Yê4-  Zy)]. 


Je  poserai ,  pour  plus  de  simplicité, 

(33) 


d'' X  „   d'y  d' z 

r'                 dt'  dt-  I     dt' 

,  d'à:  a,  d'  y  ,  d-  z 

^                  dt'  dt'  '     dt' 


(X,  =  «  (X-«")  +  g(Y-i.")  +  7(Z-M^-), 
'  (Y,  =  a'(X  -  «")  +  g'(Y  -  P")  ^/(Z  -  w'). 

Il  est  clair  que  p,,  q,  sont  les  projections  sur  ox,,  oj,  de  l'accélération 
apparente  du  point  m. 
Par  les  équations  (2)  on  a 

rj.u-\-êv^yiv  =  p,  _^  2r(g  J  -  a  Jj 

I       dz  dx  \  I      dy  p  dz  \  „         p    „  „ 

^ ^1  [''-dt- -I lu)  +  ''pyi di -  ^dt)  ^ '^"-  -^^^  +v'^- 

Si  l'on  change  dans  cette  iorinuie  a,  S  ,  y  respectivement  en  a',  S',  y', 
on  aura  la  valeur  de  a'w -l- ê'f  +  y'w  ;  et  au  moyeu  de  ces  deux 
expressions  et  de  l'équation  (34),  l'équation  (Sa)  deviendra 

'^m{x,q^  —  )\p,)=^m{x,Y,  —  f,X,) 

'  ^^        \'        /    ,  dz  ,  dx\  /      dz  dx\\ 

-2q^myx,[a  j^  -y  _j  -  j,  (^a  -  _  y  _jj 

Si  l'on  opère  sur  les  équations  [  10)  en  faisant  les  mêmes  calculs  qui, 
dans  la  première  section,  ont  fait  passer  des  équations  (5)  aux  équa- 
tions (i4)>  et  qu'on  ait  égard  aux  équations  (12)  de  la  section  actuelle, 
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on  obtient 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 
de  là  on  tire 

2™(.,,,-r.A.,)=ci-B'$-A'^î 

+  (B  -  A)î»x  -  A'op  +  B'xp  +  C  (x"  -  =■). 
Au  moyen  des  équations  (27),  cette  expression  devient 

(36)  ^m{jc,q,-j-,p,)='^-h7;!Q-yP; 

cette  transformation  est  au  reste  connue. 
Au  moyen  des  équations  (10),  on  a 

■ri         1  p,  dx  ,  dyX  ,T,         /-,  .  ,  ê'rfa  —  a'rfê 

^2  '«  (^  ITT  -  «   i )  ^'  =  («  +  C  -  A) ^^ 


^,^' da!  —  al  d%'         -^.è'da."  —  a! 


;37) 


dt  dt 


*2'"(^Ï-°'S)7.  =(' 


,,,  Sda  —  aiiê  ,  ,  oda    — 

2  G'  ; h  A' 


dt 

Si  on  fait  la  différence  de  ces  deux  équations,  on  a  pour  le  coeffi- 
cient de  G  la  dérivée  par  rapport  à  t  de  aê'  —  a'ê,  ou,  comme  on  l'a 
déjà  dit,  de  y". 

Au  moyen  des  équations  (1 1)  et  des  relations  connues  qui  lient  les 
neuf  cosinus,  on  a 

a.da  -)-  êrfê  +  71/7 

0  =  3 — -, 

dt 

a'rfa  -(-  ê'rfê-(-  y' ^"ï 

P=  Jt ' 

a"  da  -+■  6"  d€  ■+■  f"d-^ 

X  —  Tt 
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Si  on  multiplie  ces  équations  respectivement  par  a,  a',  —  a",  et  qu'on 
les  ajoute,  on  obtient 

d'où  l'on  conclut,  par  la  permutation  des  lettres, 

ê"X- 


Si  on  a  égard  à  l'expression  de  y  déjà  citée,  on  voit  que  l'on  a 

S' da  —  a'  d^ 

=  7X- 


dt 
On  obtient  de  la  même  manière 

ôf/a'  —  arfte'  ,  ê'rfa"  —  a' dS" 


dt 


7 


^/r 


Srfa"  —  a^/ê" 

7  X.   — ^^ — =y^' 


et  aussi 


a'(Yê'  —  §' dot.' ^  73T  +  7"p, 


arfo  —  orfo 


7'x  +  7"p; 


au  moyen  de  ces  diverses  expressions,  la  différence  des  deux  équations 
(37).  devient 


dy' 


(B- A)(7x  +  7'sr)  +  iC'^Yl-  7^^  +  a7"iB'x- A'î 


Cette  quantité  est  le  coefficient  de  —  /■  dans  l'équation  (^35);  on  en 
déduit  les  coefficients  de  —  </  et  —  /j  dans  la  même  équation  en  chan- 
geant 7,  7',  7",  respectivement  en  S,  S',  S  ",  ou  en  a,  a',  a",  et  de  cette 
manière  l'équation  (35)  devient 


(38) 


r     C^+(B-A)(7x-H7'..)  T 

L+  2C'(7'x-7w)  +  27"(B'x- A'w)  J 
r     C^+(B-A)(êx+ê't^)  1 

L+  2C'  (ê'x  — êw)  +2ê"(B'/-  A'ct)  J 
r     C^+(B-A)(ax+a't.)  1 

L+  2C'(a'/  —  atrr)  -{-  2a"(B'x—  A'w]  J 
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On  peut  déduire  de  l'équation  (38)  deux  équations  analogues  relatives 
aux  axes  ox ^ ,  ojy,  ;  mais  nous  n'aurons  pas  occasion  de  nous  en  servir. 
Cette  équation  (38)  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

,  pdv."  -^  qd^ 


It 


d'i" 


(39) 


dt 
g'9  + 

^  70] 


7''-) 


(B  —  A)  [x(a/'  +  ê?  +  7r)-i-  zs  {a' p - 
iC  [  x(^-'/'  "*"  ^'?  -+-  Y r)  —  zs  [ap  H-  îq 
-)-  2  (B'x  -  A'^)  (a>  +  g'Vy  +  7V). 

On  peut  remarquer  que  les  trinômes  ap  +  §</  +  ■//•,  a'p-i-  ê'q-h  y'  r, 
a"^  -i-  ë"  (j  -h  7"'',  sont  les  composantes  sujvant  ox,,  oj,,  oz, ,  de  la 
vitesse  angulaire  instantanée  de  la  rotation  des  axes  mobiles  ox,  oy,  oz, 
auxquels  on  rapporte  le  mouvement  du  solide. 

Je  désigne  par  3  l'angle  que  oz,  fait  avec  oz,  par  i]^  —  90"  l'angle  que 
la  projection  de  oz,  sur  le  plan  xoj  fait  avec  ox,  par  ip  l'angle  que  oXf 
fait  avec  la  partie  de  l'intersection  des  plans  x,  y ^  et  xy  qui  est 
déterminée  par  l'angle  d;;  on  a,  par  la  trigonométrie  sphérique, 

a  ^  cos  y  cos  'b  —  sin  m  sin  ij;  cos  6 , 
a'  =  —  sin  (p  cos  ij;  —  cos  ©  sin  <i^  cos  S, 
a"  =  sin  ij>  sin  Ô  ; 

g    =  cos  9  sin  ij;  +  sin  y  cos  (J>  cos  6, 
g'  =  —  sin  (p  sin  i[i  +  cos  ip  cos  (^  cos  5, 
g"  =::  —  cos  ij;  sin  Ô  ; 
7  ^  sin  (p  sin  9, 
y'  =  cos  (p  sin  5, 
[    7"^  cos  9. 

On  tire  de  là  les  formules  connues 


M 


(4o) 


rz 

=  sm  çp  sm  9  -7!-  +  cos  9  — , 

X 

=  cos  ffl  sm  &  ~  —  sm  œ  -r-» 

p 

dt                        dt 

254  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Ail  moyen  des  équations  (4o)  et  (4i  ),  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (26),  (3i)  et  (39)  peuvent  être  considérés  comme  des  fonc- 
tions des  trois  angles  6,  ^,  q?  qui  servent  à  déterminer  à  chaque  instant 
la  position  apparente  du  corps  solide. 

Lorsque  le  corps  solide  est  de  révolution  autour  d'une  droite  pas- 
santparle  point  o,  les  équations  (aS)  et  (27)  donnent,  en  plaçant  oz, 
sur  cette  droite, 

I  A  =  B ,       A'  =  o  ,        B'  =  o  ,     C  =  o , 

et  les  équations  (26),  (3i),  (Sg)  deviennent 

^[A(5r=  +  X=)  +  Gp=']  =  2  2'"[(X- w")rfx  +  (Y-f")r/j 
+  (Z  ~w")c/z], 


(43) 


4A(z^7^X7')-hGp7"]=_^'«['^-(Y-'^")-j(X-«")]^< 
-r4A(7^  +  7'^)  +  C7"='] 
+  9[C(ê^7+g'^7')+ (2A-C)g'V/7"] 
-\-p[C{ady+a'dy')+{ik  —  C)a"dy"], 

C{(ip  -+-  pda°  +  qd§"  -+-  rdy")  =  '^rn{x^  Y,  —  j,  X^)dt. 

Au  moyen  des  équations  (4o)  et  (41)5  on  a 


-—  +  sm*  Q  -7^  ' 


X'  =  —  +  sin*5 


rfi 


'^7-^X7'  =  sin'^;77'     7' +7"  = 


sin" 


(44)  , 

ac?7  +  «'^7'=  —  sin  <^  cos^  QdÔ  -h  cos  <i^  sin  6a f 

=  p  cosip  sin  6dt  —  cosdd  (sin^j;  sin  6), 

a."  dy"  =  —  sin  i|;  sin^  ddt. 

Ces  expressions  réduisent  les  équations  (43)  à 

rf  U-  -t-  sm*  6  -J7  -t-  M/5    ) 
=  T^"*!^'^  ~  ""^  ^'"^  4-  (Y  —  i'')^  +  (Z—  w")dz 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^55 

I  dt 

146)'  I        p.[(5siinj/sinÔ^/ +  cosÔ('/(cosiJ;sin9)]  1 

I        "  (  +    2  —  |x)  cos^j/sin'^6r/5  / 

fi[pcosi|;sinô</«  —  cosÔf/(siin];  sinÔ)]  i 


/y 

—  (a  —  |x)siin|<sin- 9(YÔ 

(47  j     C(fi^|5  +  pdcr."  +  qdî"  +  rdy")  =  2'"("^<Y,  —J,  X,)cft. 
On  a  posé,  pour  pkis  de  simplicité, 

(48)  !J.  =  l- 

L'équation  (47)  montre  que  lorsque  p,  </,  r  sont  constants,  et  qu'en 
même  temps 

2w(x,  Y,  —  j-,X,  1  =  o, 

la  composante  suivant  l'axe  de  révolution  oz,  de  la  vitesse  de  rotation 
instantanée  des  axes  mobiles  ox ,  oj,  oz,  forme,  avec  la  compo- 
sante suivant  ox^  de  la  vitesse  instantanée  et  apparente  du  solide, 
une  somme  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

§  v.' 

Application  des  formules  générales  aux  mouvements  relatifs  terrestres ,  lors({u'on  rap- 
porte les  mouvements  h  trois  axes  rectangulaires  fxes  sur  ta  Terre ,  et  qu'on  n'a  égard 
quau  mouvement  diurne. 

Le  point  o  est  maintenant  fixe  sur  la  Terre  ;  je  prends  arbitrauement 
un  plan  quelconque  aussi  fixe  sur  la  Terre  et  passant  par  le  point  o, 
pour  y  placer  les  axes  ox,  ojr;  de  cette  manière  oz  est  entièrement 
arbitraire.  Par  le  point  o  je  mène  une  parallèle  à  la  partie  septentrio- 
nale de  l'axe  terrestre,  je  la  projette  sur  le  plan  xoy,  et  je  place  l'axe  ox 
sur  cette  projection  ;  l'axe  oj  sera  à  gauche  de  ox. 

Dans  ces  conditions,  nous  avons  vu,  dans  la  première  section,  que 
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l'on  a  les  équations 

(  49  )  p  :=  n  sin  w,     q  =:  o,     r  z=  —  n  cos  &)  ; 

n  désigne  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre,  et  w  l'angle  que 
os  fait  avec  la  partie  australe  de  l'axe  terrestre. 

Je  supposerai  que  l'attraction  de  la  Terre  est  la  seule  force  appli- 
quée aux  différents  points  du  corps  solide;  alors  X  —  u" ,  Y  —  c", 
Z  —  w"  sont  les  projections  sur  ox ,  oj,  oz  de  la  pesanteur  propre- 
ment dite ,  et  relative  à  la  position  déterminée  par  les  coordonnées 
.r,  f,  z.  Je  supposerai,  en  outre,  que  la  pesanteur  est  constante  dans 
toute  l'étendue  du  corps;  alors  X  —  u" .  Y  —  v'\  Z  —  w"  sont  con- 
stantes, et  je  pose 

E  =  X  —  u",     V  =  Y  -  V",      G  =  Z  -  w". 

Je  désigne  par  M  la  niasse  du  corps,  par  x',  j',  z'  les  coordonnées 
de  son  centre  de  gravité  rapportées  aux  axes  ox,  oj,  oz,  par  x" ,j",  z" 
les  coordonnées  de  ce  centre  par  rapport  k  ox  ^,  oy, ,  oz, ,  et  par  /  la 
distance  de  ce  point  à  l'origine  o;  alors  j'ai 

2m[(X  -u")dx  +  {Y  -  v")dr  -h{Z-w")dz] 
=  M  {Edx'  +  Fdj'  -h  Gdz']. 
Mais,  x",  y'\  z"  étant  constantes,  j'ai 

dx'  =  x"  da.  -v-  j" da'  -+-  z"  dy.", 
dy'  =  x"  de  -+-  j"d§'  -!-  z" do", 
dz'  :=  x"  d'^  -+-  j"  dy'  -4-  z"  dy". 
Lorsque  le  solide  est  de  révolution,  on  a 

.r"=o,     j-"=o,     z"=/, 
et,  par  suite, 

E^a:'4-F^'-^  Gdz' =  Ml{Eda"  +  F^ê"+  Gdy"). 
J'ai  aussi 

y^m\  x{Y  -  V")  -  jl  X  -  u")]  =M(Fx'-Ej')  =  M(Fa'-Eê"), 
J^n,ix,Y,-j,  X,)  =  M{x"Y,-y'X,)=o. 
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Au  moyen  de  ces  réductions,  les  équations  (45),  (46),  (47*)» 
deviennent 

d  [  sin^  5  5  -^  W  cosô)  =  ^(Fœ"  -  Eg") 
(  5o ) I  —  n  ces  u  ( |u.  —  i)d .  sin'  9 

[ap  ces  iJ^  sin  6  dt  —  a  cos  5^(  sin  (]>  sin  5  ■  1 
—  (2  —  a)sinii>sin^7rf7  J 
d  ip  —  n  cos  w  cos  9  -^  n  sin  w  sin  9  sin  i|< )  ^  o. 

Il  est  clair  qu'on  arriverait  plus  rapidement  k  ces  dernières  équa- 
tions si,  dès  le  commencement,  on  introduisait  dans  les  formules  les 
conditions  exprimées  par  les  équations  (42),  (49)- 

§  VI. 

Application  au  pendule  composé. 

Je  dirige  l'axe  oz  suivant  la  verticale  du  point  o,  qui  sera  le  point 
de  suspension,  et  je  le  suppose  dans  le  sens  de  la  pesanteur;  je  désigne 
par  y  la  latitude  de  l'origine  o,  et  j'ai 

E  ^  0  ,     F  =:  o  ,     G  =  ^  ,     0)  ^  -  —  y,     7  "  =  cos  5. 

En  posant 

.  I         M/ 

Js.  =  /i  sm  7 ,      K.'  =1  n  cos  7 ,      -  =  — -  5 

'  '  /  A 

les  équations  (  5o)  deviennent 

(5.)  .y  (^:+  sm=9'g  +  fxp^  -^"cos9)  =  o, 

,  r    ■.\  d  (  sin''  9  -j-  -h  fxp  cos9\  =  —  R  (  u.  —  i  )  <f .  sin'  9 

'  ■+-  K'[]ap cos i}fS\n9dt  —  ix cos5 c^(sin 9 sin i|>)  —  (2  —  fx.) sin  1^ sin^ 6^5], 
(53)  (Y(p  —  R  cos5  -f-  K'sinôsint];  1  =  o. 

Je  multiplie  l'équation  (53)  par  fjicosô,  et  je  la  retranche  ensuite  de 
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l'équation    5^);  j'ai  ainsi 

!d  .  sin^  0  '^Âin^  =  -  2  K'  sin  <]>  sin»  ddS  -h  p.f>  sin  6  cl6 
dt 
^-  -Ka^.  cos^ô  +  K' fxp  cos i|^  sin  9 r/<  +  K.'p.siin|/  %\r\-QdB. 
2        ' 

L'intégrale  de  l'équation  (53)  est 

(55)     p  =  p^+  K(cos6  —  cosSo)  —  K'(sin5  sin  <i^  —  sin  Ôpsin  ij/o), 

en  désignant  par  l'indice  o  les  valeurs  initiales  des  variables. 

Je  porte  cette  valeur  de  p  dans  les  équations  (Si)  et  (54),  et  j'ai. 
en  supprimant  les  termes  qui  correspondent  au  degré  de  petitesse  de  ir, 

( //flj  rt'.i,^  r  K  (cos9  —  cos^o)  1       -^  "        ,i 

rfr'-  +  sin^0^  +  2f.po  ^n  \   ■     ,  -fl     ■     ,^     -?^°^M=«' 

\dt'  ilf  '^'^    L  —  K  (smSsunj;  —  sm9oSmipo)J         ^-  ' 

tY.sin'^9'^^'^7^')=  aR'sin^Lsin'e^& 

dt  ~ 

+  li.  sinQ dO  [po  -^  ^  (cosô  —  cos^i,')  —  K'  (sin S  sinij/  —  sinô^  sin  i|<o)| 
H —  KfjLC?cos*9  +  R'fjLjSoCOsdi  sin  0  dt  +  p,K'  sin^9  sin  '^dQ. 

Si  à  l'origine  p^  est  nul ,  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

di^-+sin^e^-  f  cos9)  =  o, 

,/.sin=5'^-^i^=^=  -2K'sin^^sinÔr/ô 
dl  ~ 

+  jULsinôrfô  [K  (cosô  —  cos^o)  —  K'  (sintj;  sin  6  —  sin  i|/„  sinS,,)] 
-+-  -K^idcos-  ô  4-  [aK'  sin^Ô  sinij>^S. 

Dans  les  pendules  tels  qu'on  les  construit  pour  les  expériences  des- 
tinées k  rendre  sensible   aux  yeux  le   mouvement  de  rotation  de  la 

C 
Terre,  le  rapport  des  deux  moments  d'inertie  p  =  t  est  une  traction 

extrêmement  petite  du  même  ordre  de  grandeur  que  n.  Lorsqu'il  s'agit 
de  ces  pendules,  en    négligeant  les  quantités  de  l'ordre  de  ri\  on 
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peut  réduire  les  équations  à 

-.57) 


sin^ 

- 

2g 

l 

cos( 

■')" 

=  o , 

.■/(,i. 

-Kt) 

— 

— 

2K' 

sin 

(J/  sin 

Ôr/Ô. 

rit 

Si  l'on  compare  ces  équations  avec  celles  que  l'on  a" obtenues  pour 
les  pendules  simples,  et  que  l'on  remarque  que  l'angle  désigné  par  i 
dans  ce  dernier  cas  est  égal  à  l'excès  sur  90  degrés  de  l'angle  désigné 
par  d/  dans  l'équation  (57),  on  en  conclura  que  le  mouvement  du 
pendule  composé  suit  les  mêmes  lois  que  celui  d'un  pendule  simple  de 

longueur  X  =  —  • 

Cette  conclusion  exige  que  -  soit  très-petit,  et  que  p,,  soit  nul.  ou 

au  moins  assez  petit  pour  qu'on  puisse  le  regarder  du  même  ordre  de 
grandeur  que  n. 


QUATRIEME    SECTION. 

APPLICATIONS    DIVERSES. 

Problème.  Un  corps  solide  de  révolution  tourne  autour  de  son  axe 
défigure  ;  son  centre  de  gravité  est  fixe  sur  la  Terre;  l'axe  du  corps  est 
astreint  à  ne  pas  sortir  d'un  plan  déterminé  qui  est  aussi  fixe  sur  la 
Terre ,  mais  il  a  la  liberté  de  tourner  dans  ce  plan  directeur:  il  s'agit 
de  déterminer  les  oscillations  de  l'axe  mobile,  lorsque  le  centre  de 
gravité  et  le  plan  directeur  sont  emportés  dans  le  mouvement  diurne. 

Je  rapporte  le  mouvement  du  corps  à  trois  axes  ox ,  oy,  oz  fixes 
sur  la  Terre  ,  et  dont  l'origine  est  au  centre  de  gravité  du  solide.  Je 
place  les  deux  premiers  axes  dans  le  plan  directeur  qui  est  doiuié: 
alors  oi  est  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  l'équateur  de  la  Terre.  Par  le 
point  o ,  je  mène  une  parallèle  à  la  partie  septentrionale  de  l'axe  ter- 
restre, je  la  projette  sur  le  plan  directeur  et  je  place  sur  sa  direction 

33.. 
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l'axe  ox.  Les  équations  { 5o)  de  la  section  précédente  s'appliquent  au 
mouvement  du  corps  solide  que  je  considère,  puisque  ce  corps  a  la 
liberté  de  tourner  soit  autour  de  oz,  soit  autour  de  son  axe  de  figure. 
Seulement  il  faut  adjoindre  à  ces  équations  les  conditions 

Z  =  o,     S  =  90", 

qui  expriment  que  le  centre  de  gravité  est  au  point  o ,  et  que  l'axe  de 
figure  ne  peut  pas  sortir  du  plan  directeur  xoj.  De  cette  manière,  les 
formules  (5o)  de  la  section  précédente  se  réduisent  à 

(2)  ~JT^  —  p.nsiBwpsmM, 

(3)  r/(p -I- n  sin  w  cosm)  =^  o  ; 
on  a  posé 

(4)  u  =^  <l^  -  go" . 

Cet  angle  u  désigne  celui  que  l'axe  du  corps  fait  avec  ox. 

Les  intégrales  premières  des  équations  (i)  et  (3)  sont,  en  désignant 
par  a,  h  deux  constantes  arbitraires, 

(5)  ^  +  fxp^  =  n, 

(6)  p  +  «sin  oicosM  = />; 

l'équation  (5)  fait  voir  que  la  force  vive  relative  du  corps  toiu'iiant 
reste  constante  pendant  le  mouvement. 

L'équation  (6)  montre  que  la  composante  suivant  l'axe  du  corps  de 
la  vitesse  instantanée  et  apparente  du  solide,  fait  avec  la  composante 
suivant  le  même  axe  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  ,  une  somme 
qui  reste  constante. 

Je  désigne  par  c ,  «„  et  o^  les  valeurs  initiales  de  —■,   n,   o  .  et  j'ai 
pour  les  valeurs  des  constantes  arbitraires, 
(  7  )  «  =  c*  +  fxp J- ,     i  =  po  +  'i  sin  «  cos  «0 • 

A«  désigne  ia  force  vive  initiale.  L'équation  (7)  fait  voir  que  lorsque 
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Po    et   c   sont    nuls,    a    l'est   aussi,    et    l'équation   (5)    montre    que 

du''  ,    , 

T-T  +  p.p'  étant  constamment  nuls,  on  a 

rJu 

—   =  O,        p  =  G. 

Ce  qui  signifie  que  le  mobile  conserve  sa  position  apparente  et  son 
équilibre  apparent,  lorsqu'à  l'origine  la  force  vive  est  nulle. 

J'élimine  p  entre  les  équations  (5  )  et  f  6) ,  et  j'ai ,  en  ayant  égard  aux 
équations  (7), 

du- 

—  —  i[j.poHs\n  (ji  cosu 

=  c'  —  (J.po't  sin  oj  cos  «0  —  !■>■  n-  sin'-  03  (cos«  —  cos  u^  f. 

Dans  les  expériences,  on  donne  au  corps  tournant  une  vitesse  initiale 
de  rotation  p^ ,  très-grande  par  rapport  à  n  ;  mais  on  voit  que  cette 
vitesse  n'entre  pas  dans  le  dernier  terme  de  l'équation  précédente , 
et  que  ce  terme  a  pour  facteur  le  carré  de  la  fraction  excessivement 
petite  n.  Dans  une  première  approximation  qui  sera  suffisante  ici,  nous 
négligerons  ce  terme  et  nous  réduirons  l'équation  à 

o  \  du-  ,, 

10)  771  ~  a|7.p(,/ism  0)  cos^^  =  t' —  iixponsmM  cosUg. 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  d'un  pendule  simple  dont  la 
longueur  est  égale  à  l'unité ,  oscillant  autour  du  point  o  dans  le  plan 
j"<y,  en  vertu  d'ime  force  constante,  parallèle  à  ox  ou  à  son  prolon- 
gement suivant  que  po  est  positif  ou  négatif,  et  dont  la  grandeur  est 
égale  èip.ponsinw. 

On  arriverait  au  même  résultat,  si  l'on  employait  les  équations  (a), 
(3),  au  lieu  de  (i),  (3). 

La  durée  des  oscillations  très-petites  de  l'axe  oz,  du  corps  tour- 
nant est,  d'après  l'équation  (8), 

(9)  T=j^=^=^: 

de  là  on  tire 

(10)  n   =     : =;■ 
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Dans  ces  équations,  w  désigne  l'angle  que  la  normale  au  pian  direc- 
teur fait  avec  l'axe  de  la  Terre. 

Les  équations  (8),  (9),  (10)  conduisent  facilement  aux  résultats 
suivants  : 

i".  Lorsque  le  plan  directeur  est  horizontal,  l'axe  du  corps  ne  peut 
être  en  équilibre  relatif  que  suivant  la  méridienne;  cet  équilibre  est 
stable,  si  la  rotation  du  mobile  projetée  sur  l'équateur  terrestre  est  de 
même  sens  que  celle  de  la  Terre  :  il  est  instable  dans  le  cas  opposé. 

a°.  Lorsque  le  plan  directeur  est  le  méridien ,  l'axe  du  corps  ne  peut 
être  en  équilibre  relatif  que  s'il  est  parallèle  à  l'axe  terrestre  ;  l'équi- 
libre est  stable  si  la  rotation  du  corps  est  de  même  sens  que  celle  de 
la  Terre. 

Ces  cas  particuliers  correspondent  aux  deux  ex|)ériences  connues  de 
M.  Foucault. 

3".  Pour  que  l'axe  du  solide  se  dirige  parallèlement  à  l'axe  de  la 
Terre,  il  n'est  pas  nécessaire  que  son  plan  directeur  soit  le  méridien; 
il  suffit  que  ce  plan  directeur,  quelle  que  soit  son  inclinaison  sur  l'ho- 
rizon, se  trouve  lui-même  parallèle  à  l'axe  de  la  Terre. 

4".  L'axe  du  solide  est  indifférent  dans  son  plan  directeur,  lorsque 
ce  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  terrestre. 

Dans  cette  condition,  l'appareil  présente  un  cas  analogue  à  celui  de 
l'aiguille  astatique  imaginée  par  Ampère. 

5°.  Généralement,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  directeur, 
si  l'on  projette  sur  lui  l'axe  de  la  Terre,  on  aura  la  direction  d'équi- 
libre relatif  que  peut  prendre  l'axe  du  corps  tournant. 

Cette  règle  générale  est  analogue  a  celle  qui  donne  la  direction  de 
l'aiguille  aimantée,  lorsque  le  plan  de  la  boussole  est  quelconque. 

6".  Lorsque  l'axe  du  corps  est  hors  de  sa  ligne  d'équilibre ,  il  oscille 
dans  le  plan  directeur  autour  de  sa  position  d'équilibre  stable.  Ses 
oscillations,  grandes  et  petites,  suivent  les  mêmes  lois  que  celles  des 
pciuliiles. 

7".  Si  l'on  fait  osciller  l'axe  du  corps  tour  à  tour  dans  le  méridien 
et  dans  le  plan  horizontal ,  la  rotation  primitivement  donnée  au  mobile 
autour  de  son  axe  restant  la  même,  on  trouve  que  les  oscillations  dans 
le  méridien  sont  plus  rapides  que  les  autres. 

8".   La  durée  des  oscillations  dans  le  méridien  peut  servir  à  déter- 
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miner  la  durée  de  la  révolution  de  la  Terre.  On  tire  ,  en  effet,  de  l'équa- 
tion (10) , 

Il  =  — '-=;,■>  lorsque  m  =  00". 
fip„  T-  ^  "^ 

()".  Si  l'on  compare  les  carrés  des  nombres  d'oscillations  exécutées 
dans  le  plan  horizontal  et  dans  le  méridien  pour  une  même  vitesse 
initiale  de  rotation  du  corps,  leur  rapport  donne  le  cosinus  de  la  lati- 
tude; si  les  rotations  initiales  n'étaient  pas  les  mêmes,  il  n'y  aurait 
qu'à  multiplier  le  rapport  précédent  par  le  rapport  renversé  des  vitesses 
de  rotation. 

Il  suit  de  ces  diverses  propositions  ,  qu'un  expérimentateur,  san.s 
sortir  de  son  cabinet,  sans  voir  le  ciel,  peut  déterminer  la  direction 
suivant  laquelle  le  ciel  paraît  immobile,  le  sens  dans  lequel  les  étoiles 
paraissent  tourner,  la  durée  de  leur  révolution,  ou  plutôt  la  durée  de 
la  révolution  terrestre. 

Sans  doute  ,  ces  déterminations  ne  peuvent  atteindre  la  précision 
qu'on  obtient  dans  la  mesure  des  éléments  du  mouvement  terrestre  ; 
cependant  il  est  bon  de  les  signaler,  parce  que  je  ne  crois  pas  que. 
jusqu'ici,  on  ait  indiqué  qu'elles  peuvent  se  faire,  au  moins  au  point 
de  vue  spéculatif,  par  i  observation  des  oscillations  d'un  corps.  Au 
reste,  il  me  semble  qu'une  personne,  même  obstinée ,  ne  pourrait  pas 
résister  à  ce  mode  de  démonstration  du  mouvement  de  la  Terre. 

Au  lieu  d'astreindre  l'axe  du  corps  solide  à  rester  sur  un  plan  direc- 
teur fixe ,  on  pourrait  l'obliger  à  ne  pas  sortir  de  la  surface  d'un  cône 
droit  dont  l'axe  passe  par  le  point  o  et  a  une  direction  fixe  sur  la  Terre. 
En  prenant  cet  axe  pour  la  ligne  oz,  il  est  clair  que  Q  restera  constant 
et  égal  au  demi-angle  du  cône,  que  je  désignerai  par  s.  D'après  cela, 
les  équations  (  5o)  de  la  section  précédente  donnent ,  lorsque  le  point  o 
est  le  centre  de  gravité  du  corps, 

sm  £  -rr  =z  anp  sm  w  cos  di , 

dt' 

d[p  -h  «sin  ',i  siu  (  sin  'J;)  =  o. 
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Ces  éqiiatious  se  discutent  de  la  même  manière  que  les  précédentes, 
et  l'on  en  déduit  les  résultats  suivants  : 

L'axe  du  solide  tournant  a  sa  position  d'équilibre  dans  un  plan 
mené  par  l'axe  du  cône  parallèlement  à  l'axe  terrestre.  Ses  oscilla- 
tions autour  de  la  position  d'équilibre  stable  ont  pour  durée 


T  = 


Cette  formule  coïncide  avec  l'équation  (9),   lorsque  £  =  90°,  auquel 
cas  le  cône  directeur  se  change  en  un  plan  directeur. 

En  discutant  les  équations  (1),  (2) ,  i^3),  j'ai  supposé  que  po  est  tres- 
graud  par  rapport  à  n,  afin  d'arriver  aux  résultats  qu'on  peut  obtenir 
par  l'expérience  ;  mais  on  pourrait  examiner  les  particidarités  curieuses 
que  présentent  ces  équations,  lorsque  (Sq  est  très-petit  :  cet  examen 
n'offre  au  reste  aucune  difficulté. 

§  II- 

Problème.  Un  corps  solide  de  révolution  peut  librement  tourner 
autour  de  son  centre  de  gravité ,  qui  est  un  point  fixe  de  la  Terre  ;  on 
place  son  axe  défigure  suivant  une  direction  quelconque , fixe  par  rap- 
port à  la  Terre ,  et  pendant  quon  le  maintient  dans  cette  position ,  on 
imprime^  par  un  procédé  quelconque,  un  mouvement  de  rotation  appa- 
rente au  solide;  on  abandonne  ensuite  le  corps  à  lui-même  en  délivrant 
l'axe  défigure,  et  l'on  demande  de  déterminer  le  mouvement  relatif  de 
ce  corps  ,  lorsqu'on  suppose  le  centre  de  gravité  emporté  dans  le  mou- 
vement diurne. 

Je  rapporte  le  mouvement  du  corps  à  trois  axes  rectangulaires  ox , 
oj,  oz  fixes  sur  la  Terre;  je  place  l'origine  o  au  centre  de  gravité,  et  je 
dirige  l'axe  oz  parallèlement  à  la  partie  australe  de  l'axe  terrestre. 
Dans  ces  conditions,  m  =  o,  et  les  équations  (5o)  de  la  section  précé- 
dente se  réduisent  à 

I  d  (sin*  &  -J  -+-  iJ-pcosS]  —n  {i  —  pAdsin-Q,     d(p  —  nco'i$)  —  o. 
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m,  m',  m"  étant  des  constantes  arbitraires,  les  intégrales  premières 
des  équations  (1)  sont 

I  dt^  de        '  " 


dt^  , 

d\ 


sin^ô  -^  +  /jLp  cosô  —  n{\  —  (j.)  sin^  9  -+-  m', 

p  =  n  cos9  +  m". 

Si  l'on  remarque  que,  d'après  la  section  précédente,  la  lorce  vive 
apparente  du  solide  est 

on  peut  conclure  des  équations  (2)  que  la  force  vive  relative  est  con- 
stante, et  que  la  composante  suivant  l'axe  de  figure  de  la  vitesse  in- 
stantanée de  la  rotation  apparente  du  corps  fait,  avec  la  composante 
suivant  cet  axe  de  la  vitesse  angulaire  de  la  Terre  —  n  cos  d  ,  une 
somme  constante. 
Si  l'on  pose 

«  ==  o , 

les  équations  (aj  se  réduisent  à  trois  équations  connues  de  la  Méca- 
nique. 

I^a  vitesse  angulaire  et  instantanée  de  la  rotation  apparente  du  solide 
est  à  une  époque  quelconque,  d'après  l'équation  (17)  de  la  section 
précédente, 

(3)  û  =  v^"  +  X*  +  /="  ; 

les  cosinus  des  angles  que  l'axe  instantané  apparent  fait  avec  les  axes 
ox,,  oy^,  oz^,  ou  avec  le  système  ox ,  oj,  oz.  sont  donnés  par  les 
expressions  (18),  (19)  de  la  section  précédente.  D'après  l'énoncé  du 
problème,  l'axe  de  figure  est  ,  à  l'origine,  l'axe  instantané  apparent; 
on  a  donc,  d'après  les  valeurs  (18),  pour  i  =  o , 

(4)  Wo  =  O,       Xo  =  0,       po  =  «0- 

On  indique  ici  par  l'indice  o  les  valeurs  initiales  des  quantités  va- 
riables. 
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Au  moyen  des  valeurs  (4),  les  équations  (4i)  de  la  section  précé- 
dente donnent ,  pour  f  ^  o , 

conditions  qui  sont  évidemment  remplies  à  l'origine,  daprès  1  énoncé 
du  problème. 

Les  constantes  arbitraires  déterminées  par  les  données  initiales  ont 
pour  valeur 

(6)  l  m'  =  ^pg  cosÔq  +  n  {tj.  —  i)  sin'''  S^, 

\  m"=  po  —  n  cos  $0  , 

et  les  équations  (a)  deviennent 

w)  jsin-  9  -^  =  a  (p^  cos^o  —  P  cos  S)  —  n{ij.  —  i  [cos- 6g  —  cos-  5). 
û  =^  Po  -^  n  (cos  5  —  cosôo). 

Pour  séparer  les  variables,  j'élimine  d'abord  p,  et  j'ai 

du-  .    „  .  rf-i= 

— -  +  sin^  Q  -rV 

dl^  dt^ 

=  fin  (cosÔ„  —  cos 6 )[ipo  —  «(cosôo  —  cos 6)], 
sm-  9  -7!- 

=   (cOSÔo   —  COSÔ)  [fJLpo  +  /i  (cos  Su  +  COS  9)   —   UTl  COS  Ôq  )]. 

Je  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  sin-$,  et  je  retranche 
le  carré  de  la  seconde, 

r/O'  ,  ^,  r  y-' po  (/^o  —  2«COSÔo)(cOs6  —  COs5„ 


isin*  9—  =  (^cosSo  —  cos 9) 


r  u.-  po  [po  —  2«cosôo)(cos6  —  cosS,,)"! 
L        +  9.niJ.pgSm-dg  J 


;9)  j      '"' 

(        —  n^  (cosôfl  —  cosô)*  {^tJLsin^Ô  +  [(/x  —  i)cos9o  —  cos 9]^  j. 
Cette  équation  peut  servir  pour  déterminer  9  en  fonction  de  t.   Kn 
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éliminaiit  dt  entre  l'équation  (9)  et  la  deuxième  équation  (8),  on  aura 
une  relation  entre  'i^,  8  -,  qui  servira  à  déterminer  ^. 
Lorsque  o^  est  nul ,  l'équation  (9)  se  réduit  à 

sut'  9  -7- 

dt' 

=  —  n-  (cos6„  —  cosÔ)^  j^u.  sin^ô  +  {{{J.  —  0  cos  Ô^  —  ces  5]-}. 

Pour  que  le  second  membre  soit  positif  en  même  temps  que  le  pre- 
mier, il  faut  que  Q  soit  constamment  égal  à  Q^,  puisque  —  n*  est  mul- 
tiplié par  des  facteurs  essentiellement  positifs.  Cette  condition  de 
5  =  6„  entraîne,  dans  la  deuxième  équation  (8), 

^  =  O      ou      J;  =   4/0. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons,  l'axe  du  corps 
reste  fixe  par  rapport  à  la  Terre,  malgré  le  mouvement  diurne:  le 
corps  lui-même  ne  prend  aucune  rotation  relative,  car  la  troisième 
équation  (7)  donne 

p  =  o. 

C'est,  au  reste,  ce  que  l'on  peut  conclure  aussi  de  l'équation  (2)  des 
forces  vives  relatives;  car  si,  à  l'origine,  la  force  vive  est  nulle,  cette 
force  vive  devra  rester  constamment  nulle,  ce  qui  exige  que  les  trois 

termes -3-j  7  sin^  9  -—■,  [j.p-  du  premier  membre  de  la  première  équa- 
tion (q)  soient  séparément  nuls. 

Dans  les  expériences,  on  donne  à  po  une  très-grande  valeur  par 
rapport  à  ?i;  lorsque  cela  a  lieu,  comme  la  dernière  partie  de  l'équa- 
tion (9)  ne  contient  pas  le  facteur  p^,  et  qu'elle  a  le  facteur  excessive- 
ment petit  7^^,  je  négligerai  cette  partie  de  l'équation  (9)  dans  une  pre- 
mière approximation  qui  sera  ici  suffisante;  on  pourrait  au  reste  aller 
au  delà  par  la  méthode  des  approximations  successives.  Nous  verront 
plus  loin  qu'en  conservant  les  équations  complètes,  on  arrive  aux 
mêmes  conséquences  générales.  Je  réduis,  d'après  cela,  l'équation  (9)  à 


(io)<sm=9— -  =  (cosSo— cose)    '^  '"'^ 

34.. 


'  ■  '    2«jU.po.sur 
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Ja  quantité  —, ^  est  extrêmement  petite:  par  coiiscquent,  la 

p(p(, —  2«cos9J  '  '  ' 

différence   cosS» —  — ; — r  sera   généralement   comprise    entre 

°  u(p„— 2//C0Se„)  -  ^ 

+  I  et  —  1  ;  il  en  sera  toujours  ainsi  lorsqu'à  l'origine  la  partie  de 
l'axe  du  corjDS  pour  laquelle  pg  est  positif  ne  sera  pas  placée  de  manière 
à  être  presque  parallèle  à  la  partie  nord  de  l'axe  terrestre.  En  admet- 
tant ces  conditions  remplies,  et  en  désignant  par  a  un  angle  compris 
entre  o  et  180^',  je  poserai 

(1  [  )  cosa  =  cosg„  -  ^_  ^^^^^g^,     et     /i^"  =  a-po  (^  -  2  «  cos^o)  ; 

de  cette  manière  1  équation  (10)  devient 

(la)  sin^Ô  —  =  //- (cosôo  —  cosÇ")  (cosô  —  cosa). 

On  voit  par  là  que  Taxe  du  corps  ne  conserve  pas  une  inclinaison 
rigoureusement  constante  sur  l'axe  de  la  Terre,  que  cette  inclinaison 
varie  entre  les  limites  excessivement  rapprochées  ôg  et  a.  Je  pose 

(i3)  cos5  =:  cos  âo  cos^  jf  +  cos  a  sin^x, 

en  liésignant  par  x  une  variable  auxiliaire;  par  ce  changement  de 
variable,  je  tire  de  l'équation  (12), 

Il  A)  hdt  =  idx     ou     X  =  — 

'  2 

Jai  supposé  la  constante  arbitraire  nulle,  car,  d'après  l'équation  ii3), 
on. peut  faire  commencer  en  même  temps  les  variables  t  et  x.  T,es 
équations  (i3)  et  (i4)  donnent 

r  r  COS  9„  -h  COS  a  COS  9o  —  COS  x  , 

(  1 5  )  coso  = 1 cos  ht  ; 

2  2 

en  ayant  égard  à  l'équation  (11),  on  a 

(16)       COS&  =  cos&o ; r\+ —, —.COS  ht. 

^      '  p  (  pu  —  2  //  cas  9,  )        (i  (  pj  —  2  /j  COS  9j  ) 

En   portant  celte   valeur  de  cos  $   dans   la    deuxième   équation  (8;, 
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on  a 

(i7)-7-  =  7 7^  — .-,-: — '\iJ.po+n'  cos5  +  cos5o— M.cos5o)l■ 
On  pourrait  intégrer  cette  équation  par  la  méthode  des  séries,  et  nous 
en  donnerons  un  exemple  plus  loin  ;  mais  il  suffira  ici  d'obtenir  la 
valeur  de  ijy  par  l'approximation  qui  correspond  à  la  suppression  des 
termes  d'un  ordre  de  petitesse  plus  élevé  que  celui  de  u.  Ainsi ,  nous 
réduirons  l'équation  (17)  à 

18)  ~  = ^^ ^    i-cosA^; 

^  dt         p.,  —  in  cos 9,1  ^  ' 

l'intégrale  de  cette  équation  est 

à  —  ']/.  =  — t '■ +  -  sui  ht , 

'  '  "        p„  —  2  «  cos  9u  p„  —  2  «  cos  9,         /> 

OU  sensiblement 

(19)  ■il  —  <\iq^  nt sin  ht. 

Considérons  d'abord  les  équations  (16)  et  (19)  dans  leurs  parties  prin- 
cipales cosôo  et  nt.  Ces  équations  représenteront  alors  le  mouvement 
d'un  axe  qui  tourne  Oniformément  autour  d'une  parallèle  à  l'axe  ter- 
restre ,  en  allant  en  sens  opposé  du  mouvement  de  la  Terre ,  avec  une 
vitesse  angulaire  égale  à  celle  de  la  Terre,  et  en  conservant  une  incli- 
naison constante  sur  la  ligne  du  monde;  en  d'autres  termes,  ces 
équations  représentent  le  mouvement  d'une  lunette  parallalique.  Si  on 
prend  les  équations  complètes,  on  voit  que  l'axe  du  corps  tournant 
suit  le  chemin  d'une  lunette  parallatique  avec  un  mouvement  de  nu- 
tation  circulaire  excessivement  peu  étendu.  Le  diamètre  du  cercle  de 

1                  ■    ,        •                  2«sin9o  1       1       '      1      1 

nutation  est  la  quantité  tres-petite 1  et  la  durée  de  la  nutation 

est  — ^  ou  sensiblement  - — 

Les  calculs  qui  précèdent  conduisent  aux  résultats  suivants  : 
1°.   Si  le  corps  mobile  ne  reçoit  aucune  rotation  artificielle  et  est 
placé  en  équilibre  relatif  sur  la  Terre,  lorsqu'on  l'abandoimera  à  lui- 
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même,  il  persistera  dans  son  état  d'équilibre  relatif,  soit  que  la  Terre 
tourne  ou  qu'elle  ne  tourne  pas. 

a".  Si  le  corps  a  primitivement  reçu  une  vitesse  de  rotation  très- 
considérable  autour  de  son  axe  de  figure  et  qu'on  ait  placé  cet  axe 
en  équilibre  relatif  sur  la  Terre  avant  d'abandonner  le  mobile  à  lui- 
même,  cet  axe  persistera  indéfiniment  dans  son  état  d'équilibre  rela- 
tif, si  la  Terre  ne  tourne  pas;  mais  si  la  Terre  tourne,  cet  axe  sortira 
de  lui-même  de  la  position  d'équilibre  relatif  qu'on  lui  a  donnée,  il 
prendra  en  quelque  sorte  un  mouvement  spontané,  un  mouvement 
sans  cause  extérieure  apparente  pour  un  observateur  qui  ne  connaî- 
trait pas  le  mouvement  terrestre. 

3".  Le  sens  dans  lequel  se  fait  le  déplacement  relatif  de  l'axe,  dans 
ce  mouvement  spontané  apparent,  ne  dépend  pas  du  sens  dans  lequel 
la  rotation  artificiellement  donnée  au  corps  s'effectue;  il  est  toujours 
contraire  à  celui  du  mouvement  de  la  Terre,  et  peut,  par  cela  même, 
faire  connaître  ce  dernier. 

4".  La  rotation  de  la  Terre  est  si  bien  empreinte  dans  le  mouve- 
ment relatif  que  l'axe  du  corps  tournant  semble  prendre  spontané- 
ment, que  si  l'on  pouvait  exécuter  l'expérience  dans  toute  la  rigueur 
des  conditions  abstraites  du  problème,  on  en  déduirait  et  la  direction 
de  l'axe  terrestre  et  même  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre. 

5°.  Tant  que  la  rotation  du  corps  persiste  à  des  degrés  divers, 
pourvu  qu'elle  reste  notable,  si  l'axe  est  arrêté  un  moment  par  suite 
d'un  obstacle  quelconque,  aussitôt  que  l'obstacle  disparaîtra,  l'axe 
du  corps  sortira  de  nouveau  de  l'état  d'équilibre  relatif,  et  il  en  sor- 
tira chaque  fois  que  les  mêmes  conditions  se  renouvelleront;  c'est  dans 
cette  tendance  persistante  qu'a  l'axe  du  corps  à  sortir  de  son  équi- 
libre relatif,  qu'on  trouve  la  raison  d'espérer  qu'on  pourra  réussir  à 
manifester  expérimentalement  ce  résultat  du  mouvement  de  la  Terre. 
Ou  connaît  sur  ce  sujet  les  expériences  de  M.  Foucault. 

Les  conclusions  générales  auxquelles  nous  venons  d'arriver  étant 
obtenues  en  réduisant  les  équations  à  leurs  parties  principales,  il  est 
bon  maintenant  d'examiner  jusqu'à  quel  point  elles  sont  indépen- 
dantes de  ces  réductions.  Pour  cela,  je  traiterai  d'abord  d  une  manière 
complète  le  cas  particulier  où  le  solide  de  révolution   est   une  sphère 
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homogène  ou  un  corps  composé  de  couches  sphériques  homogènes  : 
dans  ce  cas,  on  a 

[x=  i; 

je  considérerai  ensuite  ce  qui  a  lieu  lorsque  p.  n'est  pas  égal  à  l'unité. 
Lorsque  /j,  =  1 ,  les  équations  générales  deviennent 

isin^  9  —  =:  [  (Sq  ((5o  —  2  «  cos  do)  -+-  n^]{  cos  Qg  —  cos  S  ) 
X         cos  5  —  cos  60  H ; '^ tA ' 

(21  )  sin^  d  -j-  ■=.  (^cos  Sq  —  cos  5)  (po  4-  «  cos5). 

La  quantité 

i^olfo  —  2«  COS  60)  4-  n^ 
peut  s'écrire  ainsi  : 

(,5o  —  nf  +  kn  posin^  ^Ôo; 

or,  rien  n'empêche  de  placer  l'axe  oz^  sur  ia  partie  de  l'axe  de  figure 

pour  laquelle  la  rotation  initiale  s'effectue  de  droite  à  gauche,  et,  par 

suite,  de  regarder  (îq  comme  positif:  en  agissant  ainsi,  on  voit  que  la 

quantité  précédente  est  toujours  positive  ;  on  la  représentera  par  li^ 

et  on  posera 

(  aa)  h"^  =  po  (jSq  —  2«  cos  ©o)  +  «^• 

Je  pose,  en  outre, 

(23)  H  =  cos  §0 Si : 

H  est,  d'après  cette  expression,  toujours  compris  entre  +1  et  —  1 , 
par  suite,  il  peut  être  représenté  par  le  cosinus  d'un  angle  5'  compris 
entre  o  et    180°;  je  pose 

{■xk)  H  =  cos  9'. 

D'après  l'équation  (aS),  on  voit  que  9'  est  plus  grand  que  Ôj,  ou  égal 
à  9o  lorsque  9o  —  o  ;  j'écris  maintenant  l'équation  (20)  de  la  manière 
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suivante  : 

(aS)  sin-  Q  —  =  Jr  (cos  Ôo  —  cos  Q)  (cos  6  —  cos  9'). 

Cette  équation  montre  que  les  seules  valeurs  admissibles  de  9,  c'est-à- 
dire  celles  qui  rendent  le  second  membre  positif,  sont  comprises  entre 
9o  et  6'.  En  général,  Ôq  et  9'  différent  de  o°  ou  de   180",  en  sorte  que 

do 
sin  9  n'est  pas  nul.  On  voit  par  l'équation  (i5  )  que  —    ne   peut    être 

nul  que  lorsque  9  est  égal  à  9o  ou  à  Ô'.  Il  suit  de  là,  que  l'inclinaison 
de  l'axe  primitif  de  rotation  sur  l'axe  terrestre  est  continuellement 
variable  et  oscille  entre  les  limites  extrêmes  60  et  9'. 

Pour  connaître  les  oscillations  de  l'axe  du  corps   par  rapport  à  la 
direction  de  l'axe  terrestre,  je  pose 

(  26)  cos  9  =  cos  Ôo  cos-jr  +  cos  9'  sin-  x  : 

d'où  je  tire 

(  cos  9o  —  cos  9  =  (cos  9o  —  cos  6')  sin'  x, 

(27)  /  cos  9  —  cosS'=(cosSo  —  cos  6') cos' or, 
'  sin  9d9  =^  (cos  60—  cos  9')  2  sin  x  cos. rdx. 

L'équation  (aS)  donne 

(28)  hdt  =  ^ 

V(cos8o — cos  9)  (cos 9  —  cos  6) 

lorsque  dt  est  positif;  on  prendra  le  radical  avec  le  signe  ■+-  ou  le 
signe  — ,  suivant  que  d9  sera  positif  ou  négatif.  Quel  que  soit  ce  signe, 
l'équation  (28)  donne,  au  moyen  des  équations  (27), 

(  29  )  hdt  =  2  dx , 

d'où 

ht 
X  ^  — 
2 

On  suppose,  dans  cette  intégrale,  que  la  variable  auxiliaire  x  commence 
en  même  temps  que  t  ;  cette  supposition  est  autorisée  par  l'équa- 
tion (  a6)  qui  définit  la  variable  x.   Au  moyen  de  cette  valeur  de  x, 
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on  a  ,  d'après  l'équation  (  26) , 

,  „  r  COS  9o  +  COS  9'  cos  Su  —  cos  9'  ,  . 

(  3o  I  cos  &  = h cos  ht  ; 

^  2  2 

on  voit  par  là  que  la  variable  Ô  suit  les  mêmes  lois  que  l'écart  d'un 
pendule  conique  par  rapport  à  la  verticale,  et  que  la  durée  de  la 
période  est 

J  élimine  dt  entre  les  équations  (29)  et  (21),  et  j'ai 

,    ,,         2(cos9„ — cos9)  fpn+ «cos  9)  iste 
^  sin'g 

au  moyen  de  l'équation  (^27),  cette  équation  devient  d'abord 


(cos9„- 

-  cos  9 

')(- 

,r        n(cos9„-t-cos9')      «(cos9„  — cos9')            H  , 

ht^^l 

sm'9 

Je  pose 

/     .                     /z(cosQo-h3cos0') 

M^o  —  Po    1                 ^                ' 

(32) 

1  A,  =  —  po  —  «  cos  9', 

^           «  (  cos  9„  —  cos  9'  ) 

A,  —                ^ 

et  l'équation  précédente  devient 

iihd<]^^  (cosôo —  cosô')(Ao"f-A,  cos 2^:4-  A, cos 4^) 
\i — ■  cos9         14- cos  9/ 

On  tire  de  l'équation  (26) 

f,        2  +  cos  ô»  +  cos 9'  4-  (  cos  9„  —  cos  9'  )  cos  7.x 

I  4-  cos  S  :=  ^^ ' , 

2 

,         2  —  cos  9o —  cos 6' —  (cos  9„  —  cos9'l  cos  ïx 

I  —  COS  e  = ^^ — '- 

2 
Tome  XVIII.  -  Août  r853.  35 


27 i  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Je  désigne  par  i  fj.  et  a  v  deux  angles  plus  petits  que  90°,  et  tels  que  l'on 
ait 

[      .  cos  9o  —  cos  9' 

\     Sin  2U.  ^ ri» 

1  '  2  -I- COS  0„  +  COS  9 

(  -^4  )  ' 

J  cos  9o  —  cos  9 

I    sin  2V  = r .,; 

I  2  —  cos  9,  —  cos  9 

on  déduit  de  là 

2  +  cosl9o+  cosO  —  (cos&o  —  cos»'    5~!-5 

"  \  "  '     2tangfi 

.                 ,,                 /i                 A/\  '  -I-  tang'v 
2  —  cos^o  —  cos  5'=  (cos9u  —  COST) — 2_. 

D'après  ces  valeurs,  on  a 

(35) 


-  ^ — ■  =      4'a°gf*      /^  ^_  tans- a  +  2  tane  a  cos  2X  ) 
I -(- cos9        cos9o — cos9' ^  °   '  °' 


r  4  tans  y        /  ,         o  .  \_i 

=  — ^ — 2 — -.  Il  +  tane-  v  —  2  tangv  cos  2 x )  '  ; 

I  —  cos  9        cos  9„  —  cos  9'  ''  "  ^  ' 

on   connaît   les  formules   suivantes,    qu'on  peut  déduire  d'un  théo- 
rème d'Euler: 

(  I  +  tang^  ij.  -\-  7.  tang  p.  cos  2 .r  )~' 

(i  —  2  tangfJi-  cos  2 a:  +  0  laug-u.cos4-ï'  —•••)' 

(^^)    \      (1  +  tang- V  -  2  tang  V  cos  2  jr)~' 

^1  14- 2  tangv  cos  2.X' -I- atane^vcos /ij:  I 

I  — tang-v  » 

|_   +  2tang'v  cos6x+ 2  tang*  vcosSj: +...  J 

Si  l'on  multiplie  chacune  des  équations  (36)  jiar   le  trinôme 
A(,+  A,  cos  2  JT  +  A2  cos  ^x , 

on  obtient  deux  nouvelles  séries,  que  je  désignerai  par 

Bo  -H  B,  cos  2x  -(-  B,  cos  4 -r  -H  B3  cos  6x  -h  .  .  .  -t-  B,  cos  2  ix  -f- .  . . 

I  —  tangY 

C»  -+■  Ci  cos  2X  ■+-  Ci  COS  4''?  +..-(-  C,  COS  3.  (>  -4-     . 
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et  les  coefficients  de  ces  séries  sont 

Bo  =  Ao  —  A,  tangf;.  +  Ajtang^f;., 

B,  =  —  aAotangfx  +  (A,  —  Aj  tangf^j  (i  +  tang*|Xj, 
(37)  { 

1  Bj  =  2  Aotang^/u,  —  A,  tangfjL(i  —  tangfji,;+  Aj  (2  +  tang^p.  : 


Co  =  Ao  +  A,  tangv  +  Aj  tang-  v  , 

C,  =  a  A,  tangv  +  (A,  +  Aj  tangv)  (i  +  tang^  v), 

C,  =  aAolang^v  4-  A,  tangv(i+  tangv)  + A^(2  4-  tang^v) 


Au  moyen  de  ces  expressions,  l'équation  (33)  devient 

[  hd<\)  =  2  ^^-r-  (Bn  +  B,  cos  2  a-  +  B,  cos  l\x  +  ...)dx 

\         ~  I  —  tang'  (i  ^  "  ' 

(39)  ; 

1  H — ^  ^  ^\  (Cn  +  C|  cos2.r  +  C, cos  lix  -\-  ...^dœ, 

d'où 

-(d;  —  dio)  =      ^""^'^j     (  BoO?  +  -B,  sin  2J?  +  7B2sin4jr+... 

+  — ^"^''      (  Co  a^  +  -  C,  sin  2  ^  +  7  C2  sin  4  j:  + .  • .  I  ' 
i  —  tang'v   \  2  4  /' 

OU  bien  ,  à  cause  de  l'équation  (29), 

,^_x   ^_J!ESii_  fBo«+^y"?^sin/AA 
P'        To        ,_tang'pL  \     "  ^-.i-,   ^  / 

(4o)  ; 

1  tangv       I  ^    .         1  v^    t., •■      .7    \ 

\  I  —  tang'v  \  /(^-'r    '  / 

Je  désigne  par  -  ^  la  différence  des  valeurs  de  W  correspondant  à 
i  =  ^  et  à  t  =  — — 7-^'  /  étant  un  nombre  entier;  l'équation  (4o) 

35.. 
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donne 

(4l)  â  "^  =  r   (  ^^  r^langV  +  ^0  ,  -  tang'v 

On  voit  que  cette  valeur  de  -  ^  est  indépendante  du  nombre  entier;'. 

Il  suit  de  là  que  la  projection  de  l'axe  du  corps  sur  le  parallèle  ter- 
restre tourne  en  décrivant,  autour  du  centre  de  gravité,  des  angles  qui 
croissent  suivant  les   termes  d'une  progression   arithmétique  dont  la 

raison  est  -  M^,  lorsque  le  temps  croît  suivant  les  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  commençant  par  zéro  et  ayant  pour  raison  la 
quantité 

■i.  h 

Nous  pouvons  appeler  vitesse  moyenne  le  quotient  des  raisons  de  ces 
deux  progressions,  et  en  désignant  par  V  cette  vitesse,  on  a 

\  *    I  "  I  —  iang=  fi  I  —  tang'  v 

pour  connaître  le  sens  de  cette  vitesse  et  sa  grandeur,  il  suffit  d'exa- 
miner le  signe  de  V  ;  la  rotation  se  fera  de  droite  à  gauche  ou  en  sens 
contraire  du  mouvement  terrestre,  lorsque  V  sera  positif. 

Les  angles  p.  et  v  sont  plus  petits  que  45  degrés,  par  conséquent  les 

Quotients  — ^BM_fi_,    — ^RM^" —  sont  positifs;  il  est  facile  de  transfor- 

T  I  —  tang^fi      1  —  tangS  ' 

mer  ces  valeurs  de  la  manière  suivante.  On  tire  des  équations  (34) 

cos  -  cos  — 

COS  2  U.  =   /l    — ;; —z,  \ 

~         '  2  +  COS  9„  +  cos  w 
or,  on  a  en  général 

„  I  —  ces  2  u 

tane^  u.  = • 

°     '  I  H-  cos  2  (x 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 
Au  moyen  de  l'expression  précédente,  on  en  dédnit 


cos cos  - 


u;i^ 


fai'g  P-  =  ^ 


cos  — I-  cos  • 


4  cos  —  cos 


I  —  tang^  p. 
r  H-  tang-  p, 

I  —  tang'  (i         g 
de  la  même  manière,  on  obtient 


1  cos 

9„ 

h  cos 

2 

•0' 

2  -+-  cos  8o  +  cos  6' 

1  cos 

— h  cos 

2 

^)' 

cos9„ 

— cos  e' 

COS  -  cos - 


44; 


sin  -  60  —  sin  -  6' 


tang  V  =:  — 


sin  -  6„  -t-  sin  -  9' 


4  sin  —  sm  — 


I  —  tang*  V  = 


1  +  tang°  V  =^ 


tang 


I  —  tang'  V 


1  sin 

2 

-t-  sin 

'^■ 

2  ■ — 

cos  0„  —  cos  9' 

1  sin 

9o 
2 

+  sin 

^T 

cosSo 

— 

cos  9' 

'  sin  —  sm 


Pour  abréger,  je  pose 


P(i'  sin'  9» 


sin'  Ôa 


(45) 


PnfPo 2«  COS  9,,)  +  /?'  «  .  ("\' 

■^    "  '  I  2   -   COS  9„+    I    - 

?-  \p»/ 


Q  = 
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cos 1-  COS  — 
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au  moyen  des  équations  (22),  (23),  (24),  (43),  (44),  (45),   la  valeur 
de  V  donnée  par  l'équation  (42)  devient 


(46)' 


V  = 


4  cos  —  ros  — 


,   .    9..    .    9' 
4  sin  —  sin  - 


1  +"jcos5o+PQ=)-  ("yP(Q»cosÔ<,-^)j 

I  +"-  (cosôo  -  PR-)-  i'^j>(R=cosÔ„+  ^)  j 

-2(^)   R^P^'+lf^VR^F  i 

\po/  aVs/ 


La  valeur  de  V  que  nous  venons  d'obtenir  est  indépendante  de  toute 
hypothèse  faite  sur  les  grandeurs  relatives  de  po  et  n.  Dans  les  appli- 
cations, la  vitesse  angulaire  de  la  Terre  est  une  fraction  très-petite,  la 
vitesse  angulaire  po  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  puisque,  si 
le  corps  solide  tournant  ne  faisait  qu'un  demi-tour  par  seconde,  on 
aurait 

/5o  =  7r, 

et  que  pour  un   nombre  quelconque  p  de  tours  par  seconde,   on  a 

D'après  cela,  on  peut  négliger  dans  la  valeur  de  V,  développée  suivant 
les  puissances  de  ->  le  produit  de  -et  de  ses  diverses  puissances  par  n, 
et  alors  l'équation  (46)  donne 

(47)  V=«. 

Dans  les  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  et  qui  sont  celles  des 
expériences,  la  projection  sur  un  parallèle  terrestre  de  l'axe  du  corps 
solide  tourne  en  sens  contraire  de  la  rotation  terrestre,  avec  ime 
vitesse  moyenne  égale  à  la  vitesse  angulaire  de  la  Terre.  Au  même 
degré  d'approximatioTi ,  on  a 

,  ,  n  sin'  9o  n  sin'  0„  , 

i      COS  5  =  cos  Oo H cos  ni , 

(48;.  ^       •"• 

/  '[y  —  i|/y  =  rt< sin  ht. 
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Ces  expressions  nous  montrent  que  S  est  sensiblement  constant,  et 
que  (J;  —  dio  ^st  égal  sensiblement  à  nt.  Si  l'on  fait  d'abord  abstraction 
des  parties  périodiques  qui  entrent  dans  les  équations  (4^)î  O"  i^'^a  q»»' 
l'axe  du  solide  tournant  se  meut  autour  d'une  parallèle  à  l'axe  ter- 
restre ,  en  conservant  sur  cette  ligne  une  inclinaison  constante ,  que 
sa  vitesse  angulaire  est  égale  à  celle  de  la  Terre,  et  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  rotation  terrestre;  en  d'autres  termes,  l'axe  du  solide  se 
mouvra  comme  une  lunette  parallatique.  En  tenant  compte  des  parties 
périodiques  dans  les  équations  (48),  on  voit  que  l'axe  du  solide  décrit 
le  chemin  d'une  lunette  parallatique  avec  un  mouvement  de  nutation 
circulaire  d'une  étendue  excessivement  petite,  le  diamètre  du  cercle 

1                 ■          .             2«sin5„  1      1       '     j     I         »    •     1  ^  1 

de  nutation  étant  .  et  la  durée  de  la  période  ayant  pour  valeur 

~  ou  sensiblement  '^-  Si  l'on  suppose  po  =  60,  l'angle  ^  corres- 
pond à  — ■  Pour  ce  cas,  le  diamètre  du  cercle  de  nutation,  pris  sur  un 
cercle  de  o™,3^  fie  contour,  s'étendrait  sur  une  longueur  plus  petite 
que de  millimètre.  Dans  les  expériences,  telles  qu'on  les  a  exé- 

^  no  000  '  * 

cutées  jusqu'ici,  on  peut  évidemment  faire  absli-action  de  la  nutation 
que  nous  venons  d'indiquer. 

Je  considère  maintenant  le  mouvement  du  solide  ,  lorsque  les  mo- 
ments principaux  d'inertie  C,  A  ne  sont  pas  égaux  ,  et  j'écris  l'équa- 
tion (9)  comme  il  suit  : 

sin^  9-TT  =  l-'-^  poipo  —  a'icosôo)  (cosô,,—  cosô) 

i.                        .                        2/2SiD=e„              ,                            fl-  ,  ù  C    \ 

cos  5  —  cos  9„  H — -, 7--t-  -,--, ;r\  icos  &  —  cos  &„) 
X  {fj«.sin-^5-^[(f;.  -  i)cos9o  -cos9]^} 

On  peut  placer  oz^  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux  parties  de  l'axe  de 
figure  du  corps  tournant;  nous  le  mettrons  de  manière  que  0o  so't 
positif.  Dans  les  expériences,  po  est  une  très-grande  quantité  par  rap- 
port à  n  ;  nous  pourrons  donc  regarder  ]j?  po  (fo  —  awcosSo)  comme 
positif;  il  serait,  au  reste,  aisé  de  discuter  les  cas  particuliers  où 
j5u  =  2?jcos9o  et  où  po  est  plus  petit  que  1110.01,^^.  Dans  cette  suppo- 
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sition ,  je  pose 

(5o)  ^2^  |J.='po(pO  —  2«cos9o), 

et  l'équation  précédente  devient 

(5i)  sin*Ô^  =  rtA*(cosÔ„— cos9)(cos9-M)(cos9  — N)(P-cosô), 

en  désignant  par  M,  N,  P  les  racines  de  l'équation 

(  ^_cos9„  +  ^iifî^^ 

(5.)  „,  ' 

\  -^  tA^  ~  cosÔo)|f-('  —  or-)  +  [jr  — (p.  — 1  )cos9o]^j  =  o  , 

et  en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  — .  suivant  que  le  coefficient  du 
terme  du  troisième  degré  dans  le  polynôme  précédent  est  négatif  ou 
positif. 

L'équation  (5i)  convient  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter; 
dans  les  expériences ,  on  donne  à  û„  non  pas  une  valeur  très-petite  et 
de  même  ordre  que  «,  mais  une  valeur  très-grande  par  rapport  à  n,  en 
sorte  que  la  quantité 


2  (ipo/2  sin'  6, 


-  =  2  -  sin    &n 


\  P» 


cos6o 


est  une  fraction  extrêmement  petite.  Si  on  ne  place  pas,  à  l'origine  du 
mouvenaent,  l'axe  de  figure  du  solide  extrêmement  près  de  la  direc- 
tion parallèle  à  la  partie  nord  de  l'axe  terrestre,  si  cosôo  diffère  assez 

de  —  I   pour  que  la  différence  soit  plus  grande  que     ^'  °   , -":  alors 

I  .  •    -  /i  7.  n  0,11.  sin'  6o 

la  quantité  cosôf, a^~~ —  *^''*  comprise  entre   -(-  i  et  —  i  ,  et 

pourra  être  représentée  par  le  cosinus  d'un  angle  a,  con>pris  entre  o 
et  i8o  degrés.  Les  conditions  que  nous  venons  de  considérer  sont 
toujours  réalisées  dans  les  expériences;  lorsqu'elles  ont  lieu,  nous 
poserons 

1 1■■^\                                                                r          2u«û|,sin'So 
(5j)  COS(Z  =  COS&o *— -75 ■' 


PURES  Eï  APPLIQUÉES.  a8i 

et  l'équation  (Sa)  deviendra 

(54)     JC  —  COSa  -H  p  (j?  -■  COS^o)  {|L/.  (i  —  x"^)  -\-  \x  —  {tJ.  —  I  ,COSÔo]*i  =  o. 

Si  l'on  fait 

X  ^  cos  do     et     X  =  cos  a , 

le  premier  membre  de  l'équation  (54)  donne 

2  fi  «  p,  sin' e„               n' 2!i/2p„sm'e„  ,        .    „  p  ,  \  a   12  i 
't^ '      —  T-,  -^ — y; \  p-  sur  a  -!-  [  cos  a  —  (fj.  —  1  )  cos  &o  J  !  • 

Ces  deux  résultats  sont  de  signes  contraires;  donc  l'équation  (54;  a 
toujours  une  racine  réelle  comprise  entre  cosôp  et  cos  a  :  cette  racine 
peut  donc  être  représentée  par  le  cosinus  d'un  angle  6',  plus  grand  que 
dg  et  plus  petit  que  a,  et  d'ailleurs  extrêmement  peu  différent  de  60, 
puisque  a  —  dg  est  une  très-petite  quantité. 

Pour  avoir  quelques  notions  sur  les  deux  autres  racines  de  1  équa- 
tion (54),  je  considère  d'abord  le  cas  où  jx  est  plus  grand  que  l'unité  : 
c'est  ce  cas  qui  est  ordinairement  réalisé  dans  les  expériences.  Si  l'on 
remplace,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (54),  x  par  un  nombre 
positif  suffisamment  grand,  comme  le  terme  du  troisième  degré  a  im 
coefficient  négatif,  on  sait,  par  la  théorie  des  équations,  qu'on  aura  un 
résultat  négatif;  d'une  autre  part,  si  l'on  fait 

x  =  I, 
on  obtient 

1  —  cos  a  +  p(i  ~  cos  ffo)  [  '  —  (/^-  ~  ')  cos  doY^ 

quantité  qui  est  positive  ;  donc  l'équation  (54)  a  une  racine  réelle  com- 
prise entre  -l-  i  et  +  oc  .  On  voit,  de  la  même  manière ,  que  la  troisième 
racine  réelle  de  l'équation  (54)  est  comprise  entre  —  i  et  —  x>  .  On 
peut  donc  représenter  les  racines  de  l'équation  (54)  pai' 

cos  0'  ,         I  +  £-,        —   I  —  0"^, 

£-  et  6-  étant  des  nombres  positifs. 

Alors  l'équation  (5i)  peut  s'écrire  ainsi  : 

.ICI 

(55  )    sin-  5  y^,  =  h-  (cos^q—  cos5)(cos5  —  cos5' 1  (cosô  -\-i-\-&^){i-i-z'-  —  cos5). 

Tome  XViU.  —  Août  iS53.  36 
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Le  produit  h-  {cas  6  +  t  +  t?^)  (i  +  p^  —  cosô)  est  positif  pour  toute 
valeur  de  9;  donc  les  valeurs  admissibles  de  Q  doivent  rendre  positif  le 
produit  (cosÔq  —  cosô)  (cos9  —  cosô'),  ce  qui  exige  que  5  soit  compris 
entre  les  valeurs  très-rapprochées  6„,  6'.  L'équation  (55)  montre,  en 
outre,  que  0^,  6'  sont  les  limites  de  9,  et  qu'à  ces  limites  —  est  nul. 

Il  résulte  de  là  que  l'axe  de  figure  du  corps  conserve,  par  rapport 
à  l'axe  terrestre,  une  inclinaison  sinon  rigoureusement  constante,  au 
moins  sensiblement  constante. 

6  étant  égal  à  9^  ou  plus  grand  que  9g,  cosô^  —  cosô  est  toujours 
positif;  d'une  autre  part,  p^  étant  très-grand  par  rapport  à  «,  la  quan- 
tité p.(5„  +  n  {cos9g  -h  cos9)  —  [j.n  cosS^  est  aussi  positive;  d'où  il  suit 
que  la  valeur  -J^,  donnée  par  la  deuxième  équation  (8),  est  toujours 
positive.  De  là  on  conclut  que  la  projection,  sur  un  parallèle  ter- 
restre, de  l'axe  de  figure  du  corps,  tourne  d'un  mouvement  continu  , 
toujours  dans  le  même  sens  et  en  sens  contraire  du  mouvement 
terrestre. 

Pour  connaître  la  loi  des  variations  de  9  et  ij/,  on  s'y  prendra  connue 
dans  le  cas  déjà  examiné  pour  un  corps  sphérique.  En  etfet ,  en 
posant 

(56)  cas  9  =;  cosôocos'.r  +  cos^'sin'-j:, 

l'équation  (55)  donne 

,     ,                ,      /            .„         cos  6o  -+-  cos  0'          cos  6o  —  cos  6'  \  ~  * 

h  fit  —  1  dx  [  i  -h  â-  -{ — + cos  2  X 


I  „         cos  0„ -(- cos  9'        cos9„  —  cos  6'  \     '^ 

X  (  I  4-  e^ cos  ■>.x\ 

et  en  posant 

-,  ces  9,1  —  cos  6'  .  cos  9o  —  cos  <*' 

sm  2  A  = 5 -,»       sin2v=  — , „  -,- 

2  -+-  7.6'-+-  cos  9o  -H  cos  9  9.  -+-  ?.  s'  —  cos  9„  —  cos  9 

cette  équation  devient 

hdt  —  -~r^ 77  (i  +  tang^X  -f-  a  tane/.cos  o.x)    ^ 

cos  9o  —  cos  9    ^  o  ^  '' 

I 

X  (i  -I-  tang^v  —  9.  tang/ji  cos  a  JT     '' . 
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D'après  le  théorème  d'Euler,  on  a 

-i  « 

(i  +  tang^  /,  +  i>.  tang  À  cos  ix)    ^  =  Aq  -+-  V    A,  ces  2ix, 

(i  +  tang^  V  —  2  tangv  cos  ijc)    ^  =  Bq  -f-  2    B,-  cos  2/.r , 

i  étant  un  nombre  entier  pris  entre  i  et  oc  ;  A^,  A,,  Bo,  B,  étant  des 
coefficients  que  le  théorème  apprend  à  former.  Si  l'on  multiplie  les 
deux  séries,  on  a  une  nouvelle  série  de  la  forme 

Co  +    y'      C,  cos  21 X  , 

dont  les  coefficients  sont  faciles  à  former,  et  alors  l'équation  précé- 
dente devient 


h dt  =  ^^^^"g^^""»;  f C„  +  V^  Q  cos  2 ia:] , 


d' 


ou 


,^    ,  7  8  Vtansr).  tancv  /„  v^°°  C,    .         .     \ 

*■    '  '  cos  6„  —  cos  i     \    "  ^^i    2  (  / 

et  les  équations  (56),  (57)  doiment  !a  loi  des  variations  de  5.  Au 
moyen  des  expressions  (  56 ) ,  (5^),  on  pourra  trouver  la  valeur  de  i}(, 
en  s'y  prenant  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  déjà  traité  de  la 
sphère. 

Nous  venons  d'examiner  ce  qui  a  lieu,  au  moins  d'une  manière  gé- 
nérale, lorsque  p.  est  plus  petit  que  l'unité,  et  nous  pourrions  nous 
borner  à  ce  cas ,  puisque  c'est  celui  dans  lequel  les  expériences  sont 
ordinairement  établies;  néanmoins  il  est  bon  de  considérer  maintenant 
ce  qui  a  lieu  lorsque  p.  est  plus  grand  que  l'unité. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (541  a  toujours  une  racine  réelle  comprise 
entre  cos6(,  et  cos  a,  racine  que  nous  désignerons  par  cos  5';  mais  on 
ne  peut  plus  dire  que  les  deux  autres  racines  sont  réelles  et  comprises 
entre  +  i  et  +  »  ,  ou  entre  —  i  et  —  00  .  Pour  avoir  quelques  no- 
tions sur  les  deux  autres  racines,  j'ordonne  d'abord  l'équation  (54),  et 

36.. 
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j'ai 

or'  +  jc-  cos &„  -h  x\  i  -h  "rJ a  —  (i  —  u.-)  cos- 6 g  1    —r, r 

r, 1  cosa  +  7-cos6o  [m.  -+-  (.«•  —  0^  '^os-  5ol  1' 

OU 

(58)   i  "'  *  "'  ""'"  ""  "  '  ^'^'  -^  [t^,  -   '  -"  •=''  ""'  *«1 1 
Je  pose 

P  =  —7 ;  H ^^^ (l   +  P.)  cos"  Ôo- 

QA'  cos  a  .Fa  •  \  ■)  /■     1 

et  l'équation  (58)  devient 

(Sg)  x^  +  x^  cos9o  +  Vx  -h  Q  =  o. 

Je  pose 

,  ^.  ,  cos  e„ 

(60)  a:=:J--^, 

et  l'équation  (39)  se  réduit  à 

(61)  x^ -h '5px  —  :iq  =  o; 

en  posant 

P       cos'  6„ 

s'B,         P  ( 

2"]  6 


,  ,         1  cos^Q»         Pcos6„        ^\ 


Lorsqu'on  se  place  dans  les  conditions  ordinaires  des  expériences ,  ^„ 
est  très-grand  par  rapport  à  n,  alors  p  est  positif,  et  les  racines  de 
l'équation  (58)  sont,  l'une  réelle,  et  les  deux  autres  imaginaires;  ofi 
pout  donc  représenter  ces  racines  par 

cos  ô'.     a  -\-  h\  —  r ,     n  —  h  \  —  \ , 
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et  l'équation  (5i)  deviendra 

(62)  sin=5—  =  /^••'(cosôo—  cos6)(cosô  —  cos5')[(cos5  —  af+h-]. 

Le  produit  h^  [(cos$  —  ay  -+-  b^]  étant  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  6,  on  conclura  comme  précédemment  que  6  varie  entre  les  limites 

extrêmes  ôo ,  0',  et  que  -~  est  constamment  positif. 

§  IIL 

lUoiii'fment  des  diverses  pièces  d'un  gyroscope. 

Probltîme.  Un  appareil  est  composé  de  deux  anneaux  et  d'un  corps 
solide  de  révolution;  les  trois  pièces  sont  liées  entre  elles  de  telle  sorte 
(ju  elles  ont  leur  centre  de  gravité  commun,  et  que  chacune  peut  tour- 
ner autour  d'un  axe.  Cette  liaison  est  établie  de  la  manière  suivante  : 
le  plus  grand  anneau  ou  l'anneau  extérieur  peut  librement  tourner 
autour  dun  de  ses  diamètres  qui  est  fixe  sur  la  Terre  et  qui  a  une  di- 
rection quelconque  par  rapport  à  elle ,  le  diamètre  perpendiculaire  à 
cette  ligne  fixe  sert  d'axe  de  rotation  à  l'anneau  intérieur  dont  l'un 
des  diamètres  coïncide  avec  cet  axe.  L'axe  du  corps  tournant  est  porté 
par  le  deuxième  anneau  suivant  le  diamètre  de  cet  anneau  qui  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  même  de  l'anneau.  Cette  construction  posée,  on 
donne  au  corps  tournant  un  mouvement  de  rotation  quelconque ,  on  pince 
Vanneau  qui  le  porte  sur  le  support  qui  lui  est  destiné  dans  Vanneau 
extérieur,  on  dirige  l'axe  du  corps  tournant  suivant  telle  ligne  qu'on 
veut,  puis,  après  avoir  constaté  que  les  deux  anneaux  sont  immobiles 
par  rapport  à  la  Terre,  on  délivre  l'appareil  en  l'abandonnant  à  lui- 
même;  il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  mouvement  que  prennent 
les  diverses  pièces  de  ce  système  mobile  en  supposant  que  l'appareil 
est  emporté  par  la  Terre  dans  son  mouvement  diurne. 

PP'  est  l'axe  fixe  sur  la  Terre  autour  duquel  l'anneau  extérieur  peut 
tourner. 

PNP'N'  est  une  position  quelconque  du  cercle  moyen  de  cet  anneau, 
et  donne  ce  qu'on  appelle  le  plan  de  l'anneau. 

î^oN'  est  le  diamètre  de  l'anneau  extérieur  perpendiculaire  PP'.  Ce 
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diamètre  ne  peut  se  mouvoir  que  suivant  un  plan  perpendiculaire  à 
PP',  et  qui  est  représenté  dans  la  figure  par  ANA'N';  ce  plan  est 
évidemment  fixe  sur  la  Terre. 

La  ligne  NN'  sert  d'axe  de  lotation  à  l'anneau  intérieur. 

QNQ'N'  représente  une  position  quelconque  àyL  plan  de  l'anneau 
intérieur,  et  NN'  est  la  direction  d'un  diamètre  dé  cet  anneau  dont  le 
centre  est  au  point  o. 

QQ'  est  la  direction  du  diamètre  de  l'anneau  intérieur  perpendicu- 
laire à  NN'.  C'est  suivant  QQ'  que  Taxe  du  corps  tournant  est  soutenu 
par  l'anneau  intérieur,  et  ce  corps  a  son  centre  de  gravité  en  o;  il  est 
clair  que  le  point  o,  se  trouvant  sur  la  ligne  PP'  qui  est  fixe  siu"  la 
Terre,  se  trouve  aussi  lui-même  invariablement  lié  à  la  Terre  et  emporté 
avec  elle. 


P' 


^ 

-^ 

\ 

-^^ 

T-^  - 

/  -— - 

-%:   \ 

A""" 

kj 

// 

^-r^^- 

^\ 

^^ 

\ 

dx^ 

V 

IV 

/     J^^ 

Je  place  au  point  o  l'origine  des  axes  déjà  désignés  par  ojr,  oy^  oz\ 
je  place  oz  sur  op,  et,  par  suite,  les  axes  ox,  oj  dans  le  plan  ANA'N'. 
.Si,  par  le  point  o,  on  mène  la  partie  nord  de  la  parallèle  à  l'axe  terres- 
tre, et  qu'on  la  projette  sur  le  plan  ANA'N',  on  aura  la  direction  que 
nous  prendrons  pour  l'axe  ox.  Dans  ces  conditions,  en  désignant  par  o) 
l'angle  que  oP  fait  avec  l'axe  austral  de  la  Terre,  par  n  la  vitesse  angu- 
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laire  terrestre,  on  aura 

p  ^  n  sin  «,     (y  =  o,     r  =  —  n  cos  «, 

d'après  les  équations  (17)  de  la  première  section.  Alors  les  équa- 
tions (5)  et  (9)  de  la  troisième  section  deviennent 

I  —l'^m  [(X  -  i/')  dx  -h  (Y—  i^")  rfy-  -h  (Z—  iv")  «-/z], 

=  V /«[j:-  (Y—  t»";— j-(X—  «")]('//  +  /z cos oj (/ ^ w (x" + j') 

+  iTi  sin  w  2  »j  X  dz  ; 

les  sommes  indiquées  par  le  signe  ^  s'étendent  à  toutes  les  pièces  du 
gyroscope;  m  est  la  masse  d'un  point  quelconque  de  l'appareil;  X  —  li , 
Y  —  v",  Z  —  w"  sont  les  composautes  de  la  pesanteur  suivant  ox,  oj, 
oz,  en  supposant  que  l'attraction  terrestre  est  la  seule  force  appliquée 
à  l'appareil.  Comme  la  pesanteur  est  considérée  invariable  dans  toute 
l'étendue  du  système,  et  que  le  centre  de  gravité  est  au  point  0,  ces 
équations  se  réduisent  à 

,  v^        dx--\-  dr- ■+-  dz,' 

l  '^Z'« Â^ =  0' 

(2)  '  d^m{x^-j-£-)  =ncos'^d^iii{x''+y-) 

'  -h  in  sin  w  ^ nixdz. 

Je  désignerai  par  les  caractéristiques  S,  S,,  So  les  parties  de  ces  diverses 
sommes  qui  se  rapportent  respectivement  au  corps  tournant,  à  l'anneau 
intérieur  et  au  grand  anneau.  Pour  former  ces  sommes  partielles,  je 
rappellerai  quatre  propositions  qui  ont  été  démontrées  dans  la  section 
précédente. 

Un  corps  solide  de  révolution  quelconque  a  son  centre  de  gravité 
au  point  o;  on  prend  dans  ce  solide  trois  axes  rectangulaires  qui  lui 
sont   invariablement  liés,  savoir:  or,,  oj,,  oz,,  et  tels  que  oz,  coui- 
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cicte  avec  l'axe  de  figure.  On  désigne  par  B,  B',  S,",  r,,  r/,  y;",  Ç,  Ç'.  'Ç  les 
cosinus  des  angles  que  ces  axes  font  respectivement  avec  ox,  oy ,oz;  par 
0,  $,  ¥  les  trois  angles  caractéristiques  qui  servent  à  déterminer  la  posi- 
tion du  solide  par  rapport  à  ces  axes;  par  II,  cX-,  *ï  les  composantes 
suivant  ojr, ,  oy^,  oz,  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  apparente  du 
corps;  par  ©  le  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  de  figure;  par  X  le 
moment  d'inertie  relatif  à  une  droite  quelconque  perpendiculaire  à 
cet  axe  et  menée  par  le  centre  de  gravité.  Cela  posé,  on  sait  que 
Ion  a 

'£  =  cos  0  cos  W  —  sin  0  sin  t  cos  0 , 
S'  =;  —  sin  $  cos  W  —  cos  «P  sin  T  cos  0 , 
:=  —  sin  Tsin0, 


(3) 


(4) 


r,    =:  cos  $  sin  W  +  sin  $  cos  W  cos0 , 
/;  '  =  —  sin  $  sin  T  -i-  cos  <1>  cos  W  cos  0 , 
r," ^  —  cos  ^  sin  0, 

Ç  :=  sin  <I>  sin  0 , 
Ç'  =  cos$  sin  0, 
Ç"  =  cos  0  ; 

n  =  sm  <I>  sin  0  -—  +  cos  $  -p  i 
(it  de 


A-  =  sin  4>  cos  0 


sin  <t> 


rf*  ,-  dW 

T  =  -r  +  cos  0  -r-- 


dt  dt 

TSous  avons  démontré  dans  la  troisième  section  que  l'on  a 


dx''  ■+■  dy-  -(-  dz' 


.     I  d&  .    „  _ 

=  A     -—  -I-  sin"  0 

dt- 


(5) 


y  m  (^cÇ-  rÇW'<»sin='0^  +e«cos0, 

^  \         rff  -^    dt)  dt  ' 

^W(;a-*+7=')  =  ('A,  _  S)sin"0-f-  C, 

"î^  </3  offi  \fr  r\         /-  „  rf(sinHsin0) 

2  >  mx  — -  =:  S«  cos  *t  Sin  0  —  e  cos  9  —^ ; 

/^  dt  dt 


_  (2-A-  eUinHsin=0 


dt' 
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le  signe  J  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  tout  le  corps  solide 
que  l'on  considère.  Les  équations  (5)  se  déduisent  des  équations  (24), 
(28),  (29),  (3o),  (42)  et  (44)  de  la  troisième  section,  §§  III  et  IV. 

Appliquons  maintenant  les  propositions  contenues  dans  les  équa- 
tions (  5)  tour  à  tour  au  solide  tournant  et  aux  deux  anneaux. 

Pour  le  solide  tournant,  l'axe  de  figure  est  oQ.  Je  désigne  par  5 
J'angie  que  cet  axe  fait  avec  oz.  Je  projette  cet  axe  sur  le  plan  xoj\ 
ok  étant  cette  projection,  je  désigne  par  tj;  —  90"  l'angle  jroA  qu'elle 
fait  avec  ox,  en  sorte  que  t|;  détermine  la  partie  oN  de  l'intersection 
NON'  du  plan  ocoj  avec  un  plan  mené  par  o,  perpendiculairement  k 
oQ.  C'est  sur  oQ  que  je  place  l'axe  oZf.  Je  désigne  par  f  l'angle  Nox, 
que  l'axe  mobile  ox,  du  corps  fait  avec  oN.  Les  trois  angles  caracté- 
ristiques du  solide  sont  0 ,  <i^ ,  <p  ;  je  nomme  p  la  composante  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation  du  solide  par  rapport  à  oQ,  et  A,  C  le» 
deux  moments  d'inertie  de  ce  corps.  J'ai  donc 

{6\       e  =  e,     ¥  =  (];,     <I>  =  y,     «  =  p,     .A,  =  \,     S=C, 

et  les  équations  (5)  deviennent 

i    S'" dT^ =^(^  +  ^'"^l?FJ^^''' 

S  nt  (  JC  -^  —  r  ^  I  =  A  sin^  Q'-^  -h  Ca  cos  Ù , 

'  \  r  t  ■■'       fit     !  Ht  " 


/  _  \  \        dt        '^     dt  :  dt 

(7)         I 

S/»(x--+-j')  =  (A-C)sin^9  +  C. 

j  ^Stiixdz  :=  Cp  cosij;  sin5  lit  —  C  cos  Od  (sinij;  sin  d) 

\  —  (2A  — C)sini^  sin^Ôf^S. 

Pour  l'anneau  intérieur,  l'axe  défigure  est  une  droite  oD  perpendi- 
culaire au  plan  QNQ'N'.  La  droite  oN  est  donc  perpendiculaire  à  oD, 
et  comme  elle  est  perpendiculaire  au  plan  QoA,  il  en  résulte  que  ce 
plan  contient  oD,  et  que,  par  suite,  DA  est  la  projection  de  oD  sur 
le  plan  xo/  ou  du  prolongement  de  oD.  Nous  prendrons  pour  axe  de 
figure  de  l'anneau  la  partie  de  cet  axe  qui  se  projette  sur  oA  et  qui 
est  désignée  par  oD  sur  la  figure.  Alors  l'angle  que  cet  axe  fait  avec  oz 
est  9  -+-  90°;  le  plan  QNQ'N',  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  figure 
de  l'anneau,  coupe  le  plan  xojr  suivant  NoN',  et  la  partie  oNde  cette 
trace  est  déterminée  par  l'angle  a:oN  =  «j/-  Rifn  n'empêche  de  mettre 

Tome  XVUl.  -  \oin  i853.  ^"J 
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sur  oN  l'axe  ojc,  relatif  à  cet  anneau,  alors  l'angle  No.r,  est  nul.  Les 
angles  caractéristiques  de  cet  anneau  sont  donc 

0=5+  90",     ^'  =  (f  ,      «I»  =  o. 

On  a,  en  outre,  par  l'équation  (4), 

dt 

et    si  l'on  désigne  par  C,,  A,    les  momenls  d'inertie  principaux  de 
l'anneau  ,  en  sorte  que  l'on  ait 

e  =  C,,     ,11.  =  A,, 
les  équations  (5)  deviendront 

S,  m — =  A,     3^  +  cos-  e  -j^    +  c,  sin^e  -p-  ^ 

'  dt  '  \df  dt-  J  dt^ 

I        dy  dx\  .  <,  f  di         ^  t  r,  ''^ 

S,  m    .r  -; 7-  — -  ^  A.  cos-  &  -p  -t-  G,  sin''  &  -^ , 

iQ\      I  \       de        -      dt  /  dt  '  dt 

S,  m  [x^  +  j^)  =  '  A,  —  C,  )  cos-  5  -+-  C,  . 
28,  mxdz-=z  —  C,cos(|icos5sin  9<Y(1/  +  C,  sin5  ^/   sintj/cosô) 
(  a  A,  —  C,)  sint}/  cos*9<^6. 

L'axe  de  figure  de  l'anneau  extérieur  est  la  droite  A  \'  qui  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  l'anneau  ;  l'intersection  de  ce  plan  avec  xoj 
est  NoN'.  Si  l'on  prend  oA  pour  oz,  et  qu'on  place  o.i; ,  sur  oN  ,  les 
angles  caractéristiques  de  cet  aiuieau  seront 

0=0,     ^—<^,     <I»  =  o  ; 
on  aura 

'^  =  0, 

et  les  équations  (5)  deviendront 

!^          dx--i-d}'-i-di'  .      <fij»' 

S.>  m —r-, =  Aj  ^-  1 
dt'  ^  dt' 

„  I      dy  dx\  .     rfJ/ 

Sj  m  [x''  -h  j^)=  Aj, 
•i  Sa  inxdx  =  0; 
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A;  est  le  moment  d'inertie  de  Tannean  extérieur  par  ra|)|)ort  a  PP'. 
\ii  moyen  des  équations  (7),  (8),  (9),  les  équations  (2)  deviennent 

^/|(A  +  A.)27  +  [(A+C,-A.)sin^e+A.^A,]^  +  Cp»j  =  o, 

^/j[(A  +  C,  -  A,)sin2Ç-f-  A,  +  A,]'^  +  Cpcosô! 

(10);  =  ncosw(A  +  C,  —  A, +  C)  (/sin^ô 

i  p       CjO  cos(j>sinÔ<Y«  —  C  cosÔf/(sin  i|;  sinS,        -i 

F  +  «  sin  w      —  C,  sin^ô  sin(|;<^ô  —  (2  A  —  C)sin*Ôsintj;f/$  1. 
1  L  -  (2  A,  —  C,^cos='9sini|/r/9  J 

Pour  abréger,  je  poserai 

A-i-A,  =  rt,     A+C,  —  A,  =  A,     A, -f-A,  =  3, 


(11 

[  11^  =z  h  sin-  5  +  ;) ,      k  =:  n  cos  w  ,     k'  =  n  sin  oj  ; 

alors  les  équations  (10)  deviendront 

diu^'^-h  Cpcos$)  =  k.[b-C)d. sin^e 

V      C|(i  cosji  sin9/Y/ —  C  cos5r/(sind>  sin  ô)  I 

[-  (2*  —  C)sin^6sin|^$  -  {a  —  b)  cos."" Q %m  <]f  iW \ 

On  peut  avoir  une  troisième  équation  entre  les  angles  (|;,  Q  et  la  vitesse 
ji,  en  remarquant  que,  d'après  les  liaisons  du  système,  rien  n'empêche 
de  donner  un  mouvement  de  rotation  virtuelle  au  solide  autour  de 
oQ,  sans  faire  mouvoir  les  deux  anneaux.  On  obtiendra  ainsi  la  for- 
mule (32)  de  la  section  précédente,  la  somme  ^  ne  s'étendant  qu'au 

solide  tournant ,  et  cette  équation  deviendra,  pa;  les  transformations 
indiquées  dans  cette  section,  celle  qui  est  écrite  la  dernière  au  n"  5o, 
§  Y  ;  c'est-à-dire  qu'iudépendanuîient  des  équations  (12  ,  on  aura 

(  1 3  )  d{p  —  k  cos  0  -+-  k'  sin  6  sin  tj>  j  =  o. 


37.. 
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§  IV. 

Mnuvfment  du  gyroscope  lorsque  les  deux  anneaiu:  sont  invariablemeut  liés  entre  eux 
et  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 

Dans  ce  cas,  l'angle  9  ou  QoP  est  constant  et   égal  à  90  degrés: 
par  suite,  les  équations  (i  i) ,  [12),  (i3)  se  réduisent  à 


i  dr  A  +  2  A,  -h  A 


■    p")   :=0, 


^ '  ^  ^  1  rf  (  — ^  \  =  /2  sin  « p  cos  ût  cit. 

I       ^dtj  A  -1-  2  A,  4-  Aj  r  ^ 

[p  -\-  ti  siriGj  sin(j>)  =  o. 

Ces  équations  sont  analogues  aux  équations  (i),  (2),  (3)  du  premier 
problème  et  conduisent  à  des  conséquences  semblables.  Ainsi  l'axe 
oQ  oscillera  autour  de  ox  comme  ligne  d'équilibre,  lorsque  la  rota- 
tion du  solide  se  fera  de  droite  à  gauche  autour  de  ©Q,  et  la  durée 
des  oscillations  très-petites  sera 


„,  ,  /a +  2  A,  4- A, 

V       C  n  po  sin  û) 

Lorsque  l'axe  PP'  de  l'anneau  extérieur  sera  vertical ,  on  aura 

cos  y  =  sin  w. 

La  ligne  ox  sera  la  partie  nord  de  la  méridienne,  et  la  durée  des  oscil- 
lations autour  de  la  méridienne  deviendra 


/a  -i-  2  A, 


A, 

cos  7 


Supposons  qu'on  fixe  l'anneau  extérieur  perpendiculairement  au  mé- 
ridien ,  son  axe  PP'  étant  vertical ,  et  qu'on  laisse  à  l'anneau  intérieur 
la  liberté  de  tourner  autour  de  NN',  qui  est  alors  perpendicidaire  au 
méridien;  dans  ce  cas,  B  n'est  plus  constant,  mais  <]^  =  90",  et  les  for- 
mules (12),  (r3)  se  réduisent  à 


d 


rf9'  C 


rf/'     ■     A  +  A,P    )=°' 

d{p  —  n  sin  7  cos  9  +  n  cos 7  sin  d)  =  o. 
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La  deuxième  formule  (12)  ne  sert  pas  ici ,  puisque  le  système  ne 
peut  pas  tourner  librement  autour  de  oz.  La  dernière  équation  peut 
s'écrire  ainsi  : 

dp  ^=.  nd  cos  (  Ô  +  w  )  ; 

or  Ô  est  l'angle  que  oQ  fait  avec  oz  ou  o  P  ,  w  est  l'angle  que  oz  fait 
avec  la  parallèle  à  la  partie  australe  de  l'axe  terrestre,  w  -i-  6  est  donc 
l'angle  que  oQ  fait  avec  cette  parallèle;  si  l'on  désigne  par  ^^  l'angle 
que  oQ  fait  avec  le  prolongement  septentrional  de  cette  parallèle, 
on  a 

9  +  w=:7r  —  f/,     dQ  ^  —  du, 

et  nos  équations  deviennent 

ducPu  C  dp 

dtdf-    "^   A  +  A,  ^  rfF  ~  °' 

rfp  =  —  nd .  cos  u  ■=  n  sin  u  du , 


d'où 


-^  +  -~X^  sinM  =0,       p  =  /S'o  -  «(COSM  -  cos?/o) 


par  suite,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  «-, 

d''u  Cnp' 

-T-,  +  -, — 4-  sin  u  =  o. 

dt'         A  +  A, 

D'où  l'on  voit  que  l'axe  oQ  oscillera  autour  de  l'axe  du  monde,  et 
que  la  durée  de  ses  oscillations  sera 


/À  -1-  A,  . 


les  valeurs  de  T',  T"  pourront  servir  pour  déterminer  n  et  7. 

On  aurait  pu  placer  l'axe  PP'  perpendiculairement  au  méridien,  et 
laisser  à  l'anneau  extérieur  la  liberté  de  tourner  autour  de  PP';  alors 
la  valeur  générale  de  T  s'applique  à  ce  cas,  en  faisant  u  =  90",  ce  qui 
réduit  T  à 


r=V 
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§  V. 

Mouvement  du  gyroscope  lorsque  l'axe  fijce  de  l'appareil  est  parallèle  à  l'axe  terrestre  , 
et  que  l'anneau  intérieur  peut  librement  tourner  dans  le  grand  anneau. 

Je  suppose  que  la  ligne  PP'  est  parallèle  à  l'axe  terrestre  ;  alors  j  ai 
w^o,     k  ^  n,     A"'  =  o, 

et  .les  formules  (12) ,  (i3)  du  §  111  deviennent 

,  /     dr-         2  d^'       ^,   A 

(0  W(«'^  +  Cf;cosô)  =  n{h-C:d.sm'9, 

\  d  {p  —  n  ces  $)  =  o; 
les  intégrales  premières  sont 

dB'  2  d^-        /■   2 

dt-  dr 

(^)  L^^  +  Cscos^  =  n(b-C)sm-9  -h  m'. 


'■p 


=  n  cos 


tn,  m',  in"  sont  trois  constantes  arbitraires. 

Je  suppose  qu'on  imprime  au  corps  tournant  un  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  son  axe  de  figure  ,  qu'on  place  ensuite  l'anneau  qui 
porte  cet  axe  dans  l'anneau  extérieur  du  gyroscope  sur  les  supports 
destinés  à  porter  les  couteaux  mobiles;  on  t'ait  alors  tourner  l'anneau 
extérieur  autour  de  PP',  l'anneau  intérieur  autour  du  tranchant  des 
couteaux ,  et  de  cette  manière  on  dirige  l'axe  du  corps  tournant  sui- 
vant telle  direction  fixe  sur  la  Terre  qu'on  veut  choisir:  ces  préparatifs 
étant  achevés  et  l'immobilité  des  anneaux  par  rapport  à  la  Terre  étant 
d'abord  maintenue  et  vérifiée,  on  délivre  l'appareil  sans  lui  donner 
d'impulsion  et  on  l'abandonne  à  lui-même;  je  compte  le  temps  à 
partir  de  ce  dernier  instant  et  je  désigne  par  Ôq,  '^0  '^s  valeurs  initiales 
(le  5.  di;  à  cette  époque,  on  a 

d6  di, 

dt  ^        dt 
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j'indique  par  po  la  valeur  initiale  de  p,  qui  n'est  autre  chose  que  la  vi- 
tesse apparente  de  rotation  du  corps  lorsque  <  =:  o,  et  je  iléterinine  Jes 
constantes  m,  m',  m"  par  les  équations  suivantes  : 

m  =  C  p ,-. . 
(3)  '  /«'  ^  Cpo  cos^o  —  n{h  —  C)  sin^  Oq  , 

{  m"  =:  po  —  n  cos  Qo  ; 

alors  les  équations  (2)  deviennent 


-^u^-L  =  c^pl-p^), 


(4)     i,,2  J!:=c(pocosô„  -pcosÔ)  +  «(C-è)  (sin^Ô,,  -  sin-Ô), 

p  =  Po  +  «  (  cos  6  —  cos  9o  )  ; 
j'élimine  p,  et  j'ai 

ia  ^  +  u^-TT  =  aCpon(cos9o  —  cos 6)  —  C»'(cosôo  —  cos6/-, 
u^  —=.  (cos  60  —  cos  6)  [Cpo  —  C^^cos  9^  +  bn{cosdo  -+-  cos  7)]. 

Je  multiplie  par  «-la  première  de  ces  équations,  et  je  retranche  le 
carré  de  la  deuxième,  afin  d'éliminer  ~;  j'ai,  après  avoir  divisé  par  a, 

dQ- 
,  „ .     l  M-  —  =  X^  (cos  60  —  cos  d  )  (cos  ô  —  H  ) 

j_„2(cos5o-  cos9)*[Cm^  +  (Ccosôo-  f>cose„  -  /;  cos  Ô )■•']. 

On  a  posé ,  pour  plus  de  simplicité , 


}'  = 


C'-'po  (po —  2  n  cos  80) 


'                                     1  „                ^           2rt(6sin'9„-f-f/j 
f  H  =  cos  9„  —  .^TT ri  ■ 

I  "         c  (  p»  —  2  ,T  cos  9„) 

Je  suppose,  ce  qui  est  permis,  qu'on  a  placé  l'axe  oz,  sur  la  partie  de 
Taxe  de  figure  du  corps  tournant  pour  laquelle  p^  est  positif;  alors  1^ 
est  positif,  lorsque  p„  est  plus  grand  que  incosQ;  nous  admettrons 
que  la  vitesse  primitive  de  rotation  est  assez  grande  pour  qu'd  en  soit 
ainsi,  et  même  qu'elle  est  telle,  que  H  est  compris  entre  -f-  i  et  —  1  : 
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cela  aura  lieu  tontes  les  fois  que  pg  sera  notablement  plus  grand  que  n, 
et  que  cos  5^  ne  sera  pas  très-peu  différent  de  —  i.  La  quantité  H  peut 
être  regardée ,  dans  ces  conditions  ,  comme  égale  au  cosinus  d'un  angle 
5'  compris  entre  o  et  i8o  degrés,  et  on  peut  poser 

(8)  H=cos6'. 

En  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  de  n-,  l'équation  (6)  peut  s'écrire 
ainsi  : 

(g)  ir  —  =1'  (cos  6  g  —  cos9)(cos5  —  cos  5'). 

Comme  il  est  permis  de  regarder  b  comme  positif,  puisque  l'appareil 
peut  toujours  être  disposé  de  manière  qu'il  en  soit  ainsi ,  u^  sera  une 
quantité  positive ,  et  l'équation  (9)  montre  que  6  se  trouvera  toujours 
compris  entre  les  valeurs  extrêmes  6g,  6'.  La  valeur  de  H  donnée  par 
l'équation  (7)  fait  voir  que  la  différence  des  angles  6q,  6'  est  extrêmement 
petite  et  du  même  ordre  que  n  en  général  :  d'après  cela,  on  peut  dire 
que  l'axe  de  figure  du  corps  tournant  reste  incliné  sur  l'axe  terrestre 
d'une  quantité  sinon  rigoureusement,  au  moins  sensiblement  con- 
stante. Pour  connaître  les  variations  de  ô,  je  pose 

(10)  cos  6  =  cos  6g  cos* X  -t-  cos  6'  sin^  x  ; 

au  moyen  de  cette  nouvelle  variable,  on  tire  de  l'équation  (9) 

2  arfS 


(lO  t.dt 


,  cos  Bj —  cos  8  )  Sin  ix 


Si  l'on  porte  dans  cette  équation  la  valeur  de  ud6,  qu'on  déduit  de 
l'équation  (jo),  et  qu'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  de  «',  ou  a 

,      ,     .     ,         2  ^  b  sin-  6,  -t-  D  r                       /i  ("1  cos  6,  ,  >  I    ■ 

(12)    katz= ^— I  —  ^  .  ,.  , T-,  (  f  —  cos  a  x)    dx  ; 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  commencer  x  en  même  temps  que  t, 
1  ,  2  k/6  sin'ô,+ J  r  n  S  cos  6,  I 

L     i  ^    ^3;  ' I I     J 1 I     /y» 

-j,  I  sin  9o  L  Csin'ô,  (p, —  2/1  cos  6.)  J 

I  /là  cos  9,  \/ 6  sin' 9,-1- D  sin  2  X 


C  sin'  9,  ( p,  —  2/1  cos  9,) 
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les  équations  f  10)  et  (1  3)  donnent  la  valeur  de  5  pour  chaque  époque  t 
au  moyen  de  l'auxiliaire  x.  L'équation  (10)  fait  voir  que  6  est  égal 
à  ^0,  ou  a  6',  suivant  que  .r  est  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair 

de  fois  -•  Si  l'on  désigne  par  T  la  différence  des  valeurs  de  t  corres- 
pondant a 

.r=/^,      et     :c  =  (;  +  ,)^, 


y  étant  un  nombre  entier,  on  a,  par  l'équation  (i3), 
,    ,,  rr        TT  V  A  sin' 9,1 -f- 3  r  nh  cos^„ 

('4)  T=       UioS„       L'~ 


C  sin-  9„  ( po  —  2 «  cos  9„  ] 


Cette  valeur  de  T  est  indépendante  dey,  et  donne  le  temps  périodique 
des  variations  de  6. 

La  deuxième  équation  (5)  donne,  lorsqu'on  y  met  la  valeur  de  m^, 
qu'on  tire  de  l'équation  (10),  celle  de  dt  fournie  par  l'équation  1  12),  et 
qu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  de  «*, 

/    -N                        j,            2  n  û„  Jb  sin' 9, -h  !>     ,  \    • 

(10)  <Yd;  =  ,    .    '"   , —  (i  —  cos  2jr)  ^^: 

d'où 


^         '  T  TO  >sin9a(po—  2/2COs9o)  \  2  / 

(j^o  est  la  valeur  initiale  de  d^. 

Je  désigne  par  'F  la  différence  des  valeurs  de  i|(  correspondant  à 

x=/^,     .r  =  (/  +  i)^. 
et  j'ai 


(17)  ,f.__^^ 


>  sin  9o  (  po  —  2  «  cos  9o  ) 


Cette  valeur  de  ^  est  indépendante  de/;  elle  exprime  la  variation  con- 
stante qu'éprouve  l'angle  ii<,  lorsque  l'angle  B  passe  de  l'une  à  l'autre 
de  ses  valeurs  extrêmes  ôp,  9'. 

Les  valeurs  de  t,  T,  (j;,  T  données  par  les  équations   précédentes 
reproduisent  celles  que  nous  avons  trouvées  lorsque  nous  avons  traité 
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le  problème  analogue  à  celui-ci,  sans  avoir  égard  à  l'influence  des 
anneaux  du  gyroscope. 

Si  l'on  divise  Y  par  T.  on  aura,  en  négligeant  les  quantités  dun 
ordre  supérieur  à  celui  de  n, 


Ce  quotient  est  positif  et  égal  à  la  vitesse  angulaire  de  la  Terre.  On 
conclut  de  là  que,  si  l'on  projette  sur  un  parallèle  terrestre  l'axe  du 
corps  tournant,  cette  projection  tournera  avec  une  vitesse  moyenne 
égale  ai  n,  de  sorte  que  si  le  temps  croit  en  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est  T,  l'angle  dont  tournera  la  projection  variera  suivant 
une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  n  ;  ces  variations  auront 
lieu  en  sens  contraire  du  mouvement  de  la  Terre. 


Le  travail  qui  précède  est  extrait  de  divers  Mémoires  que  j'ai  pré- 
sentés à  l'Académie  des  Sciences,  et  dans  lesquels  j'ai  donné,  en  outre  : 

i".  Deux  nouvelles  démonstrations  des  formules  fondamentales  (19) 
et  (20)  de  la  première  section  ; 

1".  L'application  de  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires pour  déterminer  l'influence  de  la  fonction  perturbatrice  dans 
le  mouvement  du  pendule  simple: 

3".  Les  lois  du  pendule  lorsqu'on  a  égard  à  la  fois  à  la  résistance 
de  l'air  et  au  mouvement  diurne. 


■"■S^^^K>^^^ 
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REMARQUES 

Sur  les  différences  qui  distinguent  l' interpolation  de  M.  Gauchy 
de  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  qui  assurent  la 
supériorité  de  cette  méthode; 

Pak  m.  Jules  BIENAYMÉ. 

[Extrait  des  Compirs  rendus  dr  l'Académie  des  Sciences,  tome  XXX  V]l  ,  séance  du  4  jiiiHet  i853. 


«  Depuis  quelque  temps,  l'attention  de  plusieurs  observateius  s'est 
portée  sur  une  méthode  d interpolation  que  M.  Cauchy  a  publiée 
en  i835  [*],  et  il  semble  qu'on  ait  regardé  cette  méthode  comme 
ayant  quelque  chose  '  d'analogue  aux  avantages  de  la  célèbre  mé- 
thode des  moindres  carrés.  Il  serait  fâcheux  que  les  observateurs 
fussent  trompés  à  cet  égard  par  ce  qui  a  pu  être  dit  des  deux  mé- 
thodes, car  elles  diffèrent  complètement;  et  si  le  procédé  de  M.  Cau- 
chy témoigne,  comme  tout  ce  qui  sort  de  sa  plume,  de  l'ingénieuse 
industrie  qu'il  sait  apporter  jusque  dans  les  questions  pratiques,  ce 
procédé  n'en  est  pas  moins  tout  à  fait  en  contradiction  avec  les  prin- 
cipes du  calcul  des  probabilités.  Ce  désaccord  ne  paraît  pas  être  connu, 
quoiqu'il  soit  très-facile  de  l'apercevoir.  Mais  c'est  ce  que  le  temps 
limité  dont  les  observateurs  font  le  sacrifice  à  l'analyse,  ne  leur  permet 
pas  de  rechercher.  Un  avertissement  peut  donc  leur  être  utile  ;  et  sans 
toucher  le  moins  du  monde  à  la  valeur  que  chacun  attachera  au  pro- 
cédé de  M.  Cauchy,  comme  moyen  d'interpolation  (de  séries  conver- 
gentes surtout),  il  sera  permis  de  montrer  que  ce  procédé  n'est  qu'une 
modification  de  l'élimination  ordinaire  entre  plusieurs  équations  du 
premier  degré  ;  modification  déjà  prescrite  par  les  auteurs  qui  se  sont 

[*  ]  Voir  le  tome  II  de  ce  Journal ,  page  ig3  ,  année  iSSt. 
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occupés  des  moindres  carrés,  et  que  M.  Gauss  a  réduite  en  algorithme; 
qu'il  n'oftre  aucun  degré  spécial  de  probabilité  quand  on  l'applique  à 
des  équations  plus  nombreuses  que  les  inconnues  à  déterminer;  qu'au 
contraire,  il  ajoute  alors  aux  risques  d'erreur,  et  n'en  assigne  pas  la 
mesure;  enfin,  que,  comme  moyen  d'élimination,  il  s'appliquerait 
parfaitement  à  la  méthode  des  moindres  carrés,  si  par  hasard  le 
nombre  des  inconnues  était  trop  considérable  pour  qu'on  voulût  les 
calculer  toutes,  et  que  les  dernières  ne  donnassent  d'ailleurs  que  des 
termes  moindres  que  les  erreurs  des  quantités  observées,  supposées 
seules  dans  un  membre  de  l'équation.  Il  est  vrai  qu'alors  rien  ne  serait 
plus  simple  que  de  supprimer  d'avance  ces  inconnues,  que  ferait  re- 
connaître l'examen  préalable  qui  doit  toujours  être  fait  des  équations 
considérées,  avant  d'v  appliquer  un  procédé  quelconque. 

M  Pour  montrer,  aussi  simplement  que  la  matière  le  comporte,  com- 
ment le  procédé  de  M.  Cauchy  n'est  qu'une  modification  de  l'élimi- 
nation ordinaire,  il  suffit  de  reprendre  cette  élimination.  Soit  donc  uii 
nombre  n  d'équations,  entre  tout  autant  d'inconnues,  de  la  forme 

(1)  Xt  llh  +  X-ibh  -H  X36V,  +  ...  +  X„lf,  =  W/,. 

•»  Si  l'on  multiplie  toutes  ces  équations  par  lui  premier  système  de 
facteurs  arbitraires  A:,_a,  et  qu'on  ajoute  les  produits;  puis  par  lui 
second  système  de  facteurs  A,,/,,  et  qu'on  ajoute  de  même  les  produits; 
et  qu'on  répète  cette  opération  n  fois,  il  est  visible  qu'on  obtiendra  n 
équations  de  la  forme 

(2)  j",  S.rt/iA,,;,  +  .z.S./j/,A-,./,  + J",S.C;iA-,_/,+  ...+jr„S./AA-,,/,— S.w/,A-,./,; 

(3)  x,S.a,,kij,  -i-.r.,S./^/,Av,/, +  X3 S. C/,Av_ /,  +  ...  -i-.r„S.//,A,./,  =  S.w,,A-,y, . 

»  Quels  que  soient  les  facteurs  arbitraires  A,  ces  équations  poiuront 
remplacer  les  premières,  pourvu  que  chaque  système  de  facteurs  soit 
différent,  afin  que  les  nouvelles  équations  ne  rentrent  pas  les  unes 
dans  les  autres.  Mais  il  est  palpable  que  le  choix  de  ces  facteurs  n'in- 
fluera pas  sur  les  valeiu's  finales  des  inconnues,  dont  ils  disparaîtroiU 
entièrement  lorsqu'il  y  aura  autant  d'inconnues  que  d'équations  pri- 
milivement  données.  Il  n'en  serait  pas  de  même  s'il  y  avait  plus  d'équa- 
tions que   d'inconnues;  mais  c'est  un  point  sur    lequel    il  sutliri    d» 
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revenir  pins  tard,  car  rien  n'empêche,  dans  ce  cas  même,  de  supposer 
d'abord  autant  d'inconnues  que  l'on  voudra,  sauf  à  annuler  ensuite  les 
coefficients  dune  partie  de  ces  inconnues. 

»  Maintenant  on  procédera  à  l'élimination  de  x,  entre  la  première 
des  nouvelles  écjuations  et  chacune  des(n —  i}  autres,  comme  à  l'or- 
dinaire, en  rendant  égaux  les  coefficients  de  cette  inconnue,  et  retran- 
chant successivement  la  première  équation  de  chacune  des  [n  —  i) 
autres. 

>)  Par  exemple,  poiu-  retrancher  de  l'équation  de  rang  /,  qui  a  été 
écrite  ci-dessus  (3)  conmie  type  de  toutes,  ou  multiplie  la  première  par 
le  rapport  des  coefficients  de  jc,, 

S  ■  a/,  ki_  I, 

et  l'on  obtient  sans  peine  une  équation  ne  renfermant  plus  Xf  : 

+  X3  (.s,6'aA',-,a  —  s.c-^Â-,.^  ^*  '-M  +  . .. 


S.wa^V.a  —  ^-'^h^Lh 


s. a/,  X-, 
S.(7aX-,,a 


»  Il  y  aura  (n  —  i)  équations  de  cette  forme,  et  elles  ne  renfer- 
meront plus  que  [n  —  1)  inconnues. 

»  Si  1  on  fait  attention  à  la  composition  des  coefficients  de  ces  équa- 
tions, on  voit  que  l'un  quelconque  , 


S-Cy,A",-,A  —  S.C/^k,^^ 


S.a/i-f,,* 


peut  s'écrire 


S,C/,ki  /,  —  S >ci/,ki  /,  ' 

=  S .  Af_ ,,    c,;  —  a,, 

■y  s.  a/,  A-,_A  / 

=  S. A,,/,  Ac/„ 
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pourvu  qu'on  ait  dénommé,  avec  M.  Cauchy,  par  Ac^,  les  différences 

entre    parenthèses,   et  qu'on  ait    formé    toutes   ces  différences.   Ce 

seront 


»  Alors  les  [n  —  i)  équations,  entre  les  («  —  i)  inconnues,  pren- 
nent la  forme 

a 2  S.  A  /'aAo.a  +  J^sS.Ac^A-o.A  -1-  •■•  =  S.  Au^Ao,/,, 
Xj  S .  A  ^A  ki,/,  +  a?3  S .  A  C/,  A-,-.  A  +  . . .  =  S .  A  w/,  k;,,. 

»  Il  est  manifeste  que  l'on  formerait  ces  équations,  en  retranchant 
Ja  somme  (2)  des  produits  par  les  facteurs  k\_,,  des  n  équations  (i)  don- 
nées, de  chacune  de  ces  équations ,  après  avoir  multiplié  cette  somme 

par  — — —  Il  viendrait  ainsi  [n  —  \)  équations  de  la  forme 

j^o  A  6/,  +  aTj  A  c^  + . . .  +  x„A  //,  =  A  Wy,  ; 

et  en  les  multipliant  par  les  facteurs  du  système  A.,,/,,  on  retomberait 
sur  .la  première  des  {n—  i)  équations  déjà  obtenues.  Les  autres  dépen- 
draient des  systèmes  de  facteurs  désignés  par  A,./;,  etc. 

»  Rien  ne  vient  donc  mêler  le  second  système  de  facteurs  avec  le 
premier;  et  il  est  placé  de  même  que  si  l'on  ne  l'avait  introduit  qu'a- 
près l'élimination  de  la  première  uiconnue  jc,;  mais,  comme  on  i"a 
vu,  c'est  absolument  comme  si  on  l'avait  introduit  fout  d'abord. 

»  A  présent,  rien  n'est  plus  aisé  que  de  poursuivre  l'élimination  des 
inconnues  les  unes  après  les  autres.  En  représentant  par  A°  des  diffé- 
rences formées  avec  les  différences  A  et  le  système  de  facteurs  A\,  /,, 
comme  les  A  l'ont  été  avec  les  coefficients  et  les  facteurs  A,  /,  ;   par 
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exemple. 


A-  c,  = 


S.àc/,  /-,  /, 


A-  w;,  =  A  W/,  —  A  Z>/, 


il  est  clair  qu'on  parviendra  à  («  —  2)  équations  entre  («  —  2)  incon- 
nues, de  la  forme 

.r^  s .  A^  C  /-,,  /,  + . . .  +  S .  A-  //,  ^,-  ,,  =  S ,  A^  w,,  A-,-. ,, . 

»  En  agissant  ensuite  de  la  même  manière  sur  ces  équations,  on  éli- 
minerait encore  une  inconnue;  et  il  est  superflu  de  pousser  plus  loin 
l'opération.  Le  but  est  actuellement  atteint  ;  c'était  de  montrer  que 
les  facteurs  A,,^,  quels  qu'ils  soient  (M.  Caucliy,  on  le  sait,  les  prend 
égaux  à  ±  1),  peuvent  être  introduits  dés  le  commencement  de  l'opé- 
ration, sans  modifier  le  moins  du  monde  les  résultats.  On  pouvait  pen- 
ser que  M.  Cauchy  n'introduisant  le  deuxième  système  de  facteurs 
qu'après  avoir  formé  les  différences  A,  ce  système  aurait  à  subir 
quelque  condition  spéciale  si  l'on  voulait  remonter  à  la  combinaison 
des  équations  primitives  qui,  basée  sur  ce  deuxième  système,  laissei-ait 
pourtant  chacun  des  k^j,  tout  à  tait  arbitraire.  On  pouvait  craindre  que 
les  Ao,/,  ne  vinssent  à  exiger  des  facteurs  compliqués  j)arles  opérations 
qui  conduisent  aux  équations  successives.  Il  est  à  présent  facile  de  recon- 
naître que  les  choses  ne  se  compliquent  pas  ainsi,  et  que  l'élimination 
successive  d'une  inconnue  laisse  en  dehors  des  calculs  tous  les  sys- 
tèmes de  facteurs  d'un  indice  plus  élevé  que  l'indice  de  cette  incon- 
nue. Si  bien  que  ces  facteurs  jouent  le  même  rôle  (jue  s'ils  venaient 
d'être  introduits  arbitrairement. 

))  Or  ils  donnent  les  mêmes  résultats  que  les  équations  (2)  et  (3j, 
où  ils  sont  introduits  dès  l'origine.  Et  il  est  très-aisé  de  voir  qu'ils 
donnent  les  mêmes  résultats ,  à  quelque  nombre  m  <  n  qu'on  réduise 
ces  équations,  et  les  inconnues  qu'elles  renferment.  Car  on  parvien- 
dra successivement  (et  c'est  là  le  côté  ingénieux  du  procédé,  qu'on 
l'attribue  à  M.  Cauchy  ou  à  M.  Gauss  [*]),  on  parviendra  aux  n  équa- 

[*]  Ce  qui  disringue  surtout  le  procédé  de  M.  Cauchy,  c'est  le  calcul  des  restes  d'  &>/, , 
à  cha(jue  élimination  d'inconnues. 
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tioi/s  : 

.X,  S.a,,k,/,  -+-  jC2S.b/,k,^/,  -+-  x^S.Chkfj,  -!-...-(-  J"„S  .  //,^,,/,  =  S .  w/,A-,,;i, 

x^S.^-Chk^,,  +...+  a-„S.A-4A-3,A=  S.A^waÂ-3,/,, 

jr„S.A"-'/AA„,A  =  S. A"-'  «/,A„.A. 

»  Que  si  Ion  sarréte  à  m  inconnues,  les  premiers  termes,  dans  les- 
quels entrent  ces  inconnues,  seront  précisément  les  mêmes  que  si  l'on 
eût  pris  les  équations  entières. 

»  D'un  autre  côté,  on  voit  tres-clairement  que  ces  premiers  termes, 
déduits  de  n  équations  de  la  forme 

X^  Clj,  +  J^s  ^y,  +   .  .  .  +  X„gh  =  «A? 

présentent  le  résultat  ordinaire  de  l'élimination  entre  ces  équations  ré- 
duites au  nombre  m,  par  la  multiplication  de  m  systèmes  de  //  facteurs 
arbitraires  et  par  l'addition  des  produits. 

»  Or  on  sait,  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  quels  doivent  être 
ces  m  systèmes  chacun  de  n  facteurs,  pour  que  l'erreur  finale  due  aux 
erreurs  partielles  des  quantités  observées  w^  soit  un  minimum  ;  en 
d  auties  termes,  pour  que  le  résultat  soit  tel,  que  la  somme  des 
carrés  des  différences  entre  les  w^  et  les  premiers  membres  des  n  équa- 
tions données  devienne  un  minimum.  Les  facteurs  A,/,,  pour  satisfaire 
à  cette  condition  évidemment  avantageuse ,  doivent  être  les  coeffi- 
cients mêmes  des  inconnues.  Les  facteurs  de  M.  Cauchy  sont,  au  con- 
traire, tous  égaux  à  ±  I  :  ils  ne  sauraient  donc  donner  un  résultat 
aussi  probable  ni  aussi  avantageux  que  l'est  celui  de  la  méthode  des 
moindres  carrés. 

»  Il  y  a  plus:  ces  facteurs  n'assignent  aux  résultats  aucune  proba- 
bilité spéciale;  car  ils  prennent  leurs  signes  de  manière  que  toujours 
^'~*  gh^i./t  soit  positif,  si  g/,  indique  précisément  les  coefficients  de 
l'inconnue  a-,  de  rang  /,  avec  laquelle  apparaissent  les  facteurs  kj/,, 
dans  l'ordre  d'élimination  suivi  par  M.  Cauchy.  Or  il  n'y  a  là  rien  qui 
assigne  plutôt  une  grandeur  qu'une  autre  aux  erreurs  qu'on  laisse 
subsister. 
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»  Que  l'on  considère  effectivement  le  pieniier  résultat 

Les  facteurs  A,  j^  sont  ±  i ,  pris  de  manière  que  S  .  rt/,A,_/,  est  égale  à  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  a^i.  Partant 

S.«/,/^,,/, 

est  une  moyenne  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  fractions  a 
dénominateur  positif, 

«A 

»  Si  £a  est  l'erreur  de  u/,,  l'erreur  de 

S  6)/i^i.ft  S.e/,  k.h 

= T—     sera -^  , 

c'est-à-dire  une  moyenne  entre  les  fractions  —•  Il  en  résulte  que  l'er- 

«A  ^ 

rein-  de 

A  &)A  =  "A  —  «A  g  „   , 

S    «AA|,^ 

sera 

«A  —  «/,  ï r    \ 

b.fi/iK,,/, 

et  comme  ;r — r^  est  tout  au  plus  égale  à —•  la   plus  grande  des  frac- 
tions  —5  on  aura  seulement 

«A 

Or,  à  cause  du  signe  et  de  la  grandeur  de  a,,  relativement  à  la  valeur 

absolue  de  «„,  il  se  pourra  que  e^  —  «/,  -"  fasse  une  somme  supérieure 

à  la  plus  grande  des  erreurs  s^. 

»  Ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  à  tous  les  degrés  de  l'opéiation, 
de  sorte  que  rien  ne  garantit  que  les  erreurs  n'iront  pas  en  croissant. 

Tome  XVIII. —  Septembre  i853.  -JQ 
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»  Mais  ce  n'est  pas  tout  :  si  l'opération  est  arrêtée  à  une  inconnue 
quelconque,  elle  introduit  par  sa  nature  même  une  autre  espèce  d'er- 
reur; puisqu'on  néglige  alors  une  suite  de  termes  qui,  dans  chaque 
équation,  devraient  non  pas  être  négligés,  mais  retranchés  des  w^  avani 
de  procéder  à  l'élimination.  Appelant  ces  quantités  négligées  f?^,  il  es! 
manifeste  qu'il  arrivera  aux  <?/,  ce  que  l'on  vient  de  reconnaître  pour 
les  s^;  et  que  les  combinaisons  \âh,  A"(?/,,  A'c?;^,  etc.,  pourront  grandir 
et  non  décroître  dans  la  suite  des  calculs.  Il  sera  fort  difficile  d'eu 
être  averti;  car  les  quantités  Aw/, ,  A^w^,  etc.,  que  M.  Cauciiy  prend 
pour  indices  du  terme  de  l'opération,  sont  sujettes  elles-mêmes  à 
croître  et  à  décroître.  On  en  voit  un  exemple  dans  l'interpolation 
même  faite  par  l'auteur,  et  publiée  dans  les  Nouveaua:  Exercices  de 
Mathématiques,  Prague,  !835.  Ainsi  l'on  n'est  pas  sûr  qu'il  faille  ar- 
rêter les  calculs  d'après  la  grandeur  de  ces  indices. 

»  Il  faut  se  hâter  d'ajouter  que  M.  Cauchy  n'a  proposé  sa  méthode 
que  pour  interpoler  des  séries  dont  la  convergence  est  assurée  préa- 
lablement; et  que  dans  cette  circonstance  particulière,  les  Aw/, , 
A-M/„  etc.,  iront  sans  doute  en  diminuant.  Mais  son  exemple  même 
prouve  que  ce  cas  spécial  n'est  pas  exempt  de  la  difficulté  signalée  ; 
et  cependant  la  convergence  était  très-grande.  Il  est  bien  clair  que 
cette  difficulté  affectera  à  bien  plus  forte  raison  l'emploi  qu'on  poiura 
faire  de  sa  méthode  à  des  équations  de  condition,  où  les  inconnues  el 
leurs  coefficients  ne  forment  pas  une  suite  très-convergente  dans  le 
premier  membre.  Or  on  semble  aujourd'hui  vouloir  faire  de  cette  mé- 
thode une  règle  générale,  également  bonne  dans  tous  les  cas. 

»  On  voit  que  cela  n'est  pas;  que  c'est  uniquement  un  moyen  d'éli- 
mination qui  peut  offrir  des  avantages  dans  certaines  circonstances. 
L'interpolation  est  un  problème  tellement  indéterminé,  qu'il  est  bon 
d'avoir  divers  procédés,  même  pour  éliminer  entre  les  équations  aux- 
(juelies  on  décide  qu'il  faut  s'arrêter.  A  ce  titre,  ce  sera  à  l'observateur 
à  discuter  le  problème  qu'il  doit  résoudre;  et  à  constater  s'il  y  a  jjour 
lui  quelque  utilité  à  appliquer  le  procédé  de  M.  C.uichy,  au  lieu  des 
méthodes  d'interpolation  que  l'on  emploie  le  plus  souvent.  Mais  quand 
il  voudra  obtenir  les  erreurs  minimum,  on  voit  qu'il  ne  devra  pas 
substituer  ce  procédé  à  la  méthode  des  moindres  carrés. 

»  Au  surplus,  d'après  tout  ce  qui   précède,   il  est  visible  (|ue  les 
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coefficients  A,  ^  [leuvent  être  ceux  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Il  est  donc  très- praticable,  dans  cette  méthode,  de  faire  les  élimina- 
tions successives,  en  transformant  le  système  déquations  à  m  incon- 
nues, eu  un  système  qui  n'aura  qu'une  équation  à  m  inconnues,  une 
à  (/«  —  j)  inconnues,  une  à  [m —  2),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  une 
équation  à  une  seule  inconnue,  et,  si  l'on  veut,  de  prendre  en  consi- 
dération la  grandeur  des  restes. 

>i  Si  donc  il  se  rencontre  quelque  avantage  particulier  au  procédé, 
on  l'obtiendra  sans  sacrifier  le  moins  du  monde  les  avantages  bien 
supérieurs  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  Aussi  Laplace  avait-il 
prescrit  précisément  le  même  mode  d'élimination  (voir  le  i*^'  supplé- 
ment à  la  Théorie  des  Probabilités).  Longtemps  auparavant,  M.  Gauss 
l'avait  réduit  en  algorithme.  Les  quantités  qu'il  désigne  par  [èc,  i], 
[hb,  i],...,  [cd,  2],  etc.,  sont  analogues  aux  A  de  M.  Cauchy  (voir 
Disquisitio  de  elementis  Palladis,  181  i;  ou  Thcoria  Comhi/i adonis 
nbservationum j  1828,  supplément,  page  17  ;.  On  peut  même  recon- 
naître une  marche  identique  dans  les  éliminations  de  Legendre  [Nou- 
velles Recherches  sur  les  Orbites  des  Comètes,  i8o5).  Cette  marche 
a  dû  s'offrir  à  tous  les  auteurs,  parce  que  c'est  la  plus  courte  que 
l'on  connaisse  pour  ini  système  d'équations  du  premier  degré.  Elle 
faisait  partie  de  l'enseignement,  attendu  qu'elle  est  éminemment  pra- 
tique. En  effet,  quand  une  fois  les  équations  sont  ainsi  ramenées  à 
contenir  chacune  une  inconnue  de  moins,  rien  n'est  plus  facile  que 
d'écrire  à  la  première  vue  la  valeur  d'une  cpielconque  des  inconnues. 

»  On  peut  s'assurer   que   pour  m  équations  entre  m  inconnues, 

cette  marche  n'exige  que  — 5—  (2/«"+  5/n-)-  6)  opérations  monômes, 

divisions  ou  multiplications,  soustractions  et  additions.  Pour  g  in- 
connues, par  exemple,  il  suffit  de  568  opérations  :  nombre  qu'on 
trouvera  très-petit ,  si  l'on  réfléchit  que  le  dénominateur  connnun 
aurait,  suivant  l'expression  générale, 

1X2x3x4x5x6x7x8x9  =  362  880  termes  ; 

et  que  chacun  des  9  numérateurs  en  contenant  le  même  nombre,  il 
V  aurait  en  tout  3628800  termes,  chacun  de  10  facteurs,  ou  36  mil- 
lions d'opérations. 

39- 
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»  Il  seiait  inutile  d'entrer  ici  dans  de  plus  longs  développements 
à  ce  sujet.  Les  praticiens  reconnaîtront  assez,  par  ce  qui  précède,  quels 
avantages  on  pourra  retirer  ou  non  de  ces  sortes  de  combinaisons. 
Les  indications  données  sur  la  réduction  du  procédé  de  M.  Cauchy  à 
l'élimination  entre  des  équations,  sommes  de  produits  des  équations 
données  par  des  facteurs  arbitraires,  jettent  un  tel  jour  sur  la  nature 
de  ce  procédé,  que  l'on  pourra  en  juger  bien  mieux  les  ressources  ou 
les  défauts  suivant  les  cas. 

»  En  terminant,  il  faut  insister  encore  une  fois  sur  la  différence  et 
même  la  contradiction  qui  existe  entre  ce  procédé  et  la  méthode  des 
moindres  carrés,  ou  toute  autre  basée  sur  le  calcul  des  probabilités. 

»  P.  S.  M.  Cauchy,  à  qui  le  sujet  de  ces  remarques  avait  été  com- 
muniqué verbalement,  paraît  en  avoir  admis  la  justesse,  car  il  vient 
de  proposer  de  corriger,  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  les 
valeurs  trouvées  par  son  calcul.  La  Note  que  ce  profond  anahste 
a  fait  insérer  à  ce  sujet  dans  le  Compte  rendu  de  Vj^cadéniie  des 
Sciences,  séance  du  27  juin  dernier,  semble  toutefois  appeler  la  prompte 
publication  de  ce  qui  précède  :  car  la  correction  de  l'illustre  au- 
teur ne  tend  rien  moins  qu'à  doubler  le  travail  si  pénible  de  l'éli- 
mination. On  a  pu  voir,  en  effet,  ci-dessus,  que  son  élimination  né- 
cessite exactement  les  mêmes  opérations,  en  même  nombre,  que  la 
méthode  des  moindres  carrés.  Prendre  des  valeurs  approchées  pai-  un 
procédé  si  complexe,  puis  les  corriger  par  les  moindres  carrés,  re- 
vient donc  à  faire  deux  fois  tous  les  calculs.  Or  la  résolution  des  équa- 
tions qui  renferment  plusieius  inconnues,  est  de  toute  nécessité  très- 
longue,  quelque  voie  que  l'on  veuille  suivre;  et  la  pratique  se  refuse 
à  tout  ce  qui  en  accroît  les  fastidieux  calculs.  » 
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Extraits    de    deux  Mémoires    sur  les  propriétés  générales 
et  la  dépendance  mutuelle  des  courbes  algébriques; 

Par   m.    STEINER, 

Membre  de  rAcadémie  royale  des  Sciences  l't  Pniresseur  à  l'Université  de  Berlin. 


(Traduit  de  l'allemanc]  par  M.  Woepc.kf.. 


PROPRIETES  GENERALES  DES  COURBES  ALGEBRIQUES. 

Dans  la  séance  des  sections  réunies  de  rAcadémie  de  Berlin  du  10  août  lïiAH  1*1 
M.  Steiner  présenta  un  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des  courbes  ali^ébriques. 

Ces  courbes  sont  considérées  dans  ce  Mémoire  relativement  à  leur  degré  et  à  leur 
classe;  on  y  explique  la  nature  des  points  doubles  et  de  rebroussement,  des  tani,'entes 
doubles  et  d'inflexion,  et  l'on  fait  voir  la  dépendance  mutuelle  entre  ces  éléments  d'un 
côté  et  le  degré  et  la  classe  des  courbes  de  l'autre  côte.  Qu'on  désigne  par  ^  et  k  respec- 
tivement le  degré  et  la  classe  d'une  courbe  K?  =  ^  ,  par  r/et  r  le  nombre  de  ses  points 
doubles  et  de  rebroussement,  par  t  et  w  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  et  d'in- 
flexion,  on  aura  les  trois  équations  suivantes  : 

(1)  ^.(._,)  =  ^._^P.rf+3r, 

(2)  X-(/- —  i)  =  g^ -H  2f-f- 3n', 

(3)  3^(^--i)  =  6rf+8/-  +  «'. 

Des  six  quantités  qui  figurent  dans  ces  équations,  trois  étant  données,  ces  équations 
servent  à  trouver  les  trois  autres.  Cela  donne  lieu  à  soixante  formules. 

Pour  la  détermination  des  courbes  par  des  points  donnés,  le  théorème  connu  suivant 
se  présente  comme 

Premier  théorème  fonu.\mental.  Par  \n[n  -+-Z\  — i  points  «,  donnés  quelconques 


[*]  Nous  donnons  ici  cet  entrait  des  Comptfs  rendus  mensuels  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Berlin,  principalement  parce  que  dans  les  morceaux  suivants  on  devra  souvent  renvoyer 
aux  définitions  et  au.t  tl. écrémes  qu'il  contient. 
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il  passe  un  nombre  infini  de  courbes  du  «''"■'  degré  A",  et  toutes  ces  courbes  passent, 
en  outre,  nécessairement  par  \{n  —  \){n  —  2  )  autres  points  déterminés  rt„  de  manière 
à  former  un  faisceau  de  courbes  B  (A."}  ayant  n-  points  en  commun. 

Appelons  les  points  a,  les  points  déterminants ,  les  points  «„  les  points  nécessaires,  et 
tous  ces  n-  points  a  ensemble  \e&  points  fondamentaux  du  faisceau  B  (  A"). 

Ce  théorème  est  nn  des  plus  essentiels  et  des  plus  féconds  pour  l'examen  des  propriétés 
des  courbes,  parce  qu'il  donne  lieu  à  des  développements  nombreux.  Mentionnons  entre 
autres  la  génération  des  courbes  par  des  faisceaux  de  courbes  de  degrés  inférieurs,  ab- 
solument analogue  à  la  génération  des  coniques  par  des  faisceaux  de  droites  projec- 
tives  ;  puis  un  grand  nombre  de  théorèmes  sur  les  contacts  des  courbes,  conduisant  en 
particulier  à  différentes  propriétés  remarquables  des  vingt-huit  tangentes  doubles  des 
courbes  du  quatrième  degré. 

Le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  Berlin  établit  relativement  aux  polaires  quel- 
ques points  de  vue  nouveaux  et  plus  étendus  qui  amènent  une  foule  de  nouveaux 
résultats. 

Si  d'un  point  donné  quelconque  P  on  mène  les  tangentes  à  une  courbe  donnée  A" 
(  que  nous  appellerons  la  base] ,  les  /?  (  n  —  i)  points  de  contact  se  trouveront  sur  une 
courbe  A"~'  ;  et  si  du  même  point  P  on  mène  les  tangentes  à  cette  nouvelle  courbe,  les 
[n  —  i)(/j  —  2)  points  de  contact  se  trouveront  sur  une  courbe  A"~-;  en  continuuut  ainsi, 
on  obtient  successivement  les  courbes  A""',  A"~%  A"~',...,  A-,  A',  que  nous  appelle- 
rons respectivement  la  1'%  2',  3", . .  . ,  (« —  2)'=,  (/?  —  i)'  àe&  polaires  successives  du 
point  P  par  rapport  à  la  base  A",  et  que  nous  représenterons  par  les  symboles  suivants  : 

(P),  :  A"=  A"-',    (P),  :  A"=  A»-=, 
(P)^:A"  =  A"-^    (P)„_,  :A"  =  AS    (P)„_,  :  A«  =  A', 

ou  ,  par  exemple ,  la  formule 

(P),  :  A"  =  A"-' 

exprime  que  la  x"'"'  polaire  du  point  P  par  rapport  à  la  base  A"  est  une  courbe  du 
degré  (n  —  x),  donc  A""-'.  La  («  —  2 )'™'" polaire  A=  est  une  conique,  et  la  (n  —i)''"" 
polaire  A'  est  une  droite. 

Si  le  pôle  P  se  meut  sur  une  ligne  quelconque  L  (directrice  i,  chacune  de  ses  po- 
laires, par  exemple  la  x"'"",  parcourra  une  série  continue  de  courbes  A"~',  que  nous 
désignerons  par  S  (  A""-*);  cette  série  de  courbes  enveloppera  une  courbe  que  nous  aj)- 
pelons  ta  x''"'  enveloppe  polaire  E^  du  pôle  mobile  P,  ou  simplement  la  x"""  polaire  de 
la  directrice  L  par  rapport  h  In  base  A".  Nous  exprimons  cela  par  les  symboles  suivants  : 

(4'  (L),:  A"=:S(A«-)  =  E,. 

si  la  directrice  L  est  une  courbe  donnée  du  degré  r,  donc  D',  le  degré  de  charun(  de 
ses  pol.iircs  E,,  E,,...,  E„_i  sera  déterminé;  à  savoir,  on  aura  généralement 

(5)  (D^),:  A"  =  E;<'-^"-"  <"-''; 
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c'est-à-dire  ta  x""" polaire  de  la  courbe  D' par  rapport  à  la  base  A"  est  une  courbe  Ex 
du  degré  r  (  /■  +  2  j;  —  3  )  (  «  —  x);  ou  si  le  pôle  P  se  meut  sur  la  courbe  W,  son  .rj'""  en- 
icloppe  polaire  Ej  est  une  courbe  du  degré  r{r-\-  ix  —  3)(«  —  x). 

Pour  la  première  et  la  dernière  polaire ,  donc  pour  x  =  i  et  pour  x  ■=^  n  —  i ,  on  ;i , 
en  particulier, 

16,  (D--),  :  A"=:e:''-'""-'', 

et 

(7)  (D')._,  :A"  =  E;;!:r"'-^''; 

si,  au  contraire ,  on  a 

/■=  I, 

donc,  si  la  directrice  est  une  droite  D',  on  aura,  d'après  l'écjuation  (5), 

(8)  [\y)r.^"  =  K''~''"'''~'\ 

<t  pour  x  =z\  et  X  =  n  —  i  ,  il  suit 

(9)  (D'),  :A"  =  e;, 

et 

iio)  (D'  V,  :  A"  =  EÏ/iT''  =  ©""'  ; 

c'est-à-dire,  si  te  pôle  P  se  meut  sur  une  droite  D'  [équation  gj]  ,  sa  première  enve- 
loppe polaire  est  de  degré  nul,  E°  ,  ce  qui  indique  que  tes  courbes  de  ta  série  S(A"~') 
se  coupent  en  i^n  —  i  )•  points  a ,  auxquels  se  réduit  l'enveloppe  ,  ou  que  la  série  des  po- 
laires A"~'  se  transforme  dans  un  faisceau  B  {A"~'  )  ;  et  puis  [  équation  (  1  o)],  la{n  —  i  )''"" 
polaire  d'une  droite  D'  par  rapport  à  la  base  A"  est  une  courbe  ©"~'  du  degré  7.  (n  —  2  ) 
et  de  la  classe  [n  —  1  ) . 

Pour  l'examen  des  polaires,  le  théorème  suivant,  généralement  connu,  sert  comme 

Seconij  théorème  fondamental.  Si ,  par  rapport  à  la  même  base  A",  on  prend  les 
premières  polaires  P"~'  et  Q"~'  de  deux  points  quelconques  P  et  Q,  et  si  l'on  prend  en- 
suite ta  première  polaire  de  P  par  rapport  h  la  courbe  Q"~'  et  la  première  polaire  de  Q 
par  rapport  h  P''~',  ces  deux  polaires  seront  une  seule  et  même  courbe  R"~',  ce  que 
//nus  l'xprimo/is  par 

(.1)  (Q).  :[(P).  :  A"]  =  {P),  :[iQ),  :A"]  =  R"-. 

Ce  théorème  est  aussi  fécond  que  le  précédent;  par  Hne  application  rcpeice  de  la 
loi  qu'il  exprime,  on  trouve  d'abord  que 

(.2)  (Q),  :  [(P).  :  A"]  =  (P).:  [(Q),.  :  A']  =  r— /, 
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On  en  conclut  aussi  que ,  si  le  point  Q  se  trouve  sur  la  .x''""  polaire  de  P,  donc  sur  V""', 

la  (n  —  x)''""  polai/e  de  Q ,  donc  Q',  passera  par  le  point  P. 

De  même,  on  en  déduit  le  beau  théorème  de  réciprocité  suivant  : 

Si  la  x''""  polaire  d'un  point  P,  donc  P"-',  a  un  point  double  Q,  réciproquement  la 

1,1  — X  —  i)''""  polaire  deQ,  à  savoir  Q'^',  aura  le  premier  point  P  pourpoint  double. 

Les  points  doubles  des  polaires  jouent  un  rôle  important,  ainsi  qu'on  le  voit  dans 
l'exemple  suivant  : 

Le  lieu  du  point  P,  dont  la  première  polaire  P"-'  a  un  point  double  Q ,  est  une  courbe 
du  degré  3(«  —  2)(«  —  2), 

=  p;'"-^'\ 

rt  le  lieu  du  point  double  Q  est  une  courbe  du  degré  2)[n  —  2 ) , 

cette  dernière  courbe  Q»  est  donc  en  même  temps  le  lieu  du  point  Q  dont  la  («  —  2)'"""' 
polaire  Q'  a  un  point  double  P,  et  la  première  courbe  P,  est  le  lieu  de  ce  point  double. 
Conséquemment ,  la  polaire  Q-  est  une  conique  formée  de  deux  droites  qui  se  coupent 
en  P. 

Les  courbes  P»  et  Q»,  et  d'autres  semblables,  seront  appelées  courbes  nodalcs\*'\ 
conjuguées  de  la  base  A".  Elles  jouissent,  entre  autres,  des  propriétés  suivantes  : 

La  courbe  Q„  passe  par  les  3«  [n — 2  )  points  d'inflexion  de  la  base  A",  et  la  courbe  P, 
touche  toutes  les  tangentes  d'inflexion  de  A".  La  courbe  P„  est  de  la  classe  3  (n —  1  )  (n  —  2)  ; 
et  c'est  à  la  même  classe  (/n'appartiendra ,  en  général,  la  courbe  R,,  qui  est  enveloppée 
de  la  droite  PQ;  cette  courbe  R»  touche  pareillement  les  tangentes  d'inflexion  de  ta 
base  A",  etc.  La  [n — i)'*""  polaire  d'une  courbe  quelconque  D'',  à  savoir  D''(''+2"-»> 
[équation  (7)],  touche  la  courbe  nodale  ?„  en  3  r{n  —  2  )  points,  etc.  La  courbe  no- 
dule Po  a 

Z[n  —  2)(4'«  —  9)  tangentes  d'inflexion  ; 

\{^n  — 2)[(3n'+l)(«  —  4)  +28]  tangentes  doubles  ; 

I2(«  —  2)(/z  —  3)  points  de  rebroussement ,  et 

\(n  —  2)[3(«  —  2)'  —  •4("  —  2)-l-ii]  points  doubles. 

Pour  que  P|  et  V,  soient  deux  points  tels  que  leurs  polaires  premières  V~'  et  P"~' 
se  touchent  en  un  point  X,  il  faut  que  la  droite  P,  P,  touche  toujours  la  courbe  P,  en 
un  point  P  ;  le  point  X  sera  te  pôle  Q  réciproque  de  P,  et  la  droite  PQ  sera  ta  tangente 

commune  des  susdites  polaires  au  point  X  =:  Q.  Donc  toutes  les  polaires  premières  P"""' , 
[*1  La  traduction  littérale  du  terme  Kern-Curra  employé  par  M.  Sleiner  serait  courbe-noyau 
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P"-',...  ne  peuvent  setoucher  qu'en  des  points  Q  ijui  se  trouvent  sur  la  courbe  nodale  Q„ 
lesquels  points  sont,  en  conséquence,  des  points  doubles  des  polaires  prises  séparément.  A 
chaque tangenteW,  de  la  courbe  V.Jl correspond  un faisceaude polaires premières\éc[U'a.- 

îion  9  '] ,  B  (  P'"'  ) ,  lesquelles  se  touchent  en  un  seul  et  même  point  Q  ,  qui  est  le  pôle  ré- 
ciproque du  point  de  contact  P  de  la  tangente.  Si ,  en  particulier,  PP,  est  une  tangente 

d'inflexion  de  la  courbe  nodale  P„,  ses  polaires  B  (P°~')  auront  un  contact  du  deuxième 

ordre  en  Q  ;  et  si  PP,  est  une  tangente  double  de  P„,  les  polaires  B  (P""';  se  toucheront  en 
deux  points  différents  Q.  Si,  enfin,  P  est  un  point  double  de  la  courbe  P„ ,  sa  première  po- 
laire P""'  aura  deux  points  double*:  Q;  conséqueminent,  il  existe  autant  de  polaires 
premières  ayant  deux  points  doubles  qu'il  existe  de  points  doubles  de  ta  courbe  no- 
dale P„;  etc. 

La  totalité  des  polaires  premières  P"~',  P"~',  P"~',...  forme  un  réseau  qui  est  déter- 
ininé  par  trois  quelconques  d'entre  elles  qui  n'appartiennent  pas  à  un  même  faisceau, 
et  par  lequel  la  base  A"  est  déterminée  ensuite  de  son  côté.  Si  les  trois  courbes  données 
ont  des  points  communs  [i,  2,  3,...,  et  tout  au  plus  {(n — \)[n-\-7.)  —  a],  ces 
))oints  seront  des  points  doubles  de  la  courbe'nodale  Q„. 

Donc  le  lieu  des  points  doubles  [ou  des  points  de  contact  )  de  toutes  les  courbes  P*  qui 
passent  par  les  mêmes  4-x(x+  3)  —  2  points  donnés  d,  sera  une  courbe  Q^('—')  qui 
aura  les  points  d  pour  points  doubles.  Si  les  courbes  P'  sont  assujetties  à  passer  par 
■^  x[x--i-  3)  —  (  points  d,  elles  formeront  un  faisceau  B  (  ?■")  et  auront  ensemble  3(x  —  1)' 
points  doubles. 

Au  sujet  des  polaires  (enveloppes  polaires)  mentionnées  ci-dessus,  nous  faisons  ob- 
server que  si  l'on  en  prend  une  pour  directrice,  il  lui  correspondra  pareillement  une 
série  de  courbes  polaires,  dont  une,  en  particulier,  sera  appelée  sa  polaire  réciproque. 
Or,  si  de  la  Jt'*""  polaire  d'une  courbe  D' ,  donc  [équation  (5)]  de 

on  prend  la  (n — ■  .c )''""  polaire,  donc  la  polaire   réciproque,  celle-ci   devrait   être   la 
courbe  donnée  D'^  ;  mais,  en  vertu  de  la  formule  générale  (5  ) ,  en  posant 

r  [r  -\-  IX  —  3)  (  n  —  .r)  =  s, 

elle  sera  une  courbe  du  deyré  j[.v  -)-  2  («  —  x)  —  3  J.t.  Ici  la  contradiction  apparente 
est  plus  frappante  encore  que  dans  le  cas  de  la  polarité  ordinaire,  où  la  base  est  une 
conique,   et  pour  lequel  cas  cette  contradiction  a  été  éclaircie  par  M.  Poncelet.  Dans 
le  cas  actuel ,  nous  expliquons  le  paradoxe  comme  il  suit  : 
La  première  polaire  de  D'  par  rapport  à  la  base  A"  est 

Tcnie  W  IIL  -  Septembre  i3:)3.  4» 
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et  pour  la  (n  —  i  )'"•""  polaire  de  cette  dernière,  on  a ,  d'après  la  formule  (  7  ) , 


E„_; 


,l(„-l)[,-(r_()(„-0- 


tandis  que,  en  vertu  de  la  réciprocité,  on  devrait  obtenir  la  courbe  originale  D^.  Ce 
que  ce  résultat  présente  de  surprenant  s'explique  par  la  considération  que  la  courbe  £„_, 
est  formée  : 

1°.  De  («  —  I  )^  fois  la  courbe  D''  conjointement  avec  ses  3r(/'  —  2)  tangentes  d'in- 
flexion et  ses  jr[r —  2){r-  —9)  tangentes  doubles,  où  chaque  tangente  d'inflexion 
doit  être  comptée  comme  une  droite  triple,  et  chaque  tangente  double  comme  une 
droite  double  ;  donc  de 

{n—  i)=X  (D'+  2rf+  3«'); 

2°.  Des  3r(r  —  1)  [n  — 1)["  —  2)  tangentes  communes  à  la  courbe  D^  età  la  courbe 
nodale  P„. 

Une  courbe  donnée  Q'  peut  être  touchée  par  les  courbes  d'un  faisceau  B  (  P/*  )  donne 
dans  le  même  plan,  en  ly  (17  -(-  2p  —  3)  points  R,  lesquels,  conjointement  avec  les 
3{p  —  i)-  points  doubles  du  faisceau  B(PP)  se  trouvent  toujours  sur  une  courbe 
R7  +  '/'-'.  Deux  faisceaux  de  courbes  quelconques  E  (  P/"  )  et  B  (Q'  )  étant  donnés  dans 
un  même  plan,  le  lieu  du  point  R  où  les  courbes  des  deux  faisceaux  se  touchent  deux 
à  deux  ,  est  une  courbe  du  degré  {7p  -\-  2q  —  3)  ;  et  le  nombre  des  points  R, ,  en 
lesquels  deux  courbes  Vp  et  Q'/  des  deux  faisceaux  ont  un  contact  du  deuxième  ordre, 
est 

=  3[(/^  -hq)(p-hq~6)  +  2pq-h  5]. 

Trois  faisceaux  do  courbes  quelconques  Bi'P'') ,  B  (Q')  et  B  (R')  étant  donnes  dans 
un  plan,  le  noudire  des  points  en  les(|uels  ces  courbes  se  touchent  trois  à  trois  est,  en 
général, 

—  ^{pq  -hpr-i-qr)  —  6(p  +  q -h  r  -  i). 

On  voit  facilement  que  ces  considérations  générales  donnent  lieu  ,  pour  les  courbes 
du  troisième  et  du  quatrième  degré  en  particulier,  à  un  grand  nombre  de  relations 
intéressantes  et  en  pnrlie  entièrement  nouvelles;  notamment  on  arrive  ainsi  à  des  pro- 
priétés remarquables  des  vingt-huit  tangentes  doubles  de  la  courbe  du  quatrième  degré , 
matière  (jui  jusqu'à  présent  a  fourni  peu  de  résultats  aux  géomètres  qui  en  ont  entre- 
pris l'examen.  La  courbe  du  troisième  degré  |)résenle  encore  plus  de  cas  spéciaux  ;  on 
démontre  à  cette  occasion  que  Yiiivnlution  est  la  véritable  base  d'un  grand  nombre  de 
ses  propriétés. 

Différents  systèmes  de  corrélation  conduisent  soit  à  des  résultais  analogues  à  ceux 
qu'on  obtient  par  la  polarité,  soit  à  des  théorèmes  nouveaux  sur  les  courbes  algé- 
briques. 
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II. 

PRÉSENCE    DES    COURBES  A   CENTRE    DANS   LA   DISCUSSION   DE    COURBES 
GÉNÉRALES. 

Polniies  intérieures. 
§  I-. 

Par  chaque  point  P  situé  dans  le  plan  d'une  conique  C-'  on  peut  toujours  mener  une 
corde  réelle  on  imaginaire  aa.  ayant  le  point  P  pour  point  milieu.  En  général ,  on  ne 
peut  mener  par  P  qu'une  seule  corde  de  ce  genre.  Dès  qu'on  peut  mener  deux  cordes 
de  ce  genre  par  un  même  point  P,  on  pourra  en  mener  une  infinité,  et  P  sera,  en  ce 
cas,  le  centre  de  C-. 

Cette  considération  peut  être  étendue  aux  courbes  supérieures.  Si  par  un  point  quel- 
conque P  situé  dans  le  plan  d'une  courbe  donnée  C",  on  mène  une  droite  S,  elle  cou- 
pera la  courbe  eu  m  points.  On  peut  demander  maintenant  que  la  droite  soit  menée 
de  telle  sorte  que  deux  quelconques  des  m  points  d'intersection,  soit  «  et  n,  ,  soient 
également  distants  de  P  et  placés  de  part  et  d'autre  de  ce  point  (  non  pas  réunis  dans 
un  point  de  contact).  Pour  abréger,  appelons  toute  droite  S  contenant  un  tel  couple  de 
j)oints  d'intersection,  corde  simplement,  et  les  points  a  et  o,,  extrémités  de  la  corde-, 
si  une  droite  contient  deux  de  ces  couples  de  points  d'intersection,  soit  a  et  n, , 
b  et  è|,  nous  l'appellerons  corde  double,  et  nous  la  désignerons  par  S,;  donc  S.  aura 
deux  couples  d'extrémités.  Pareillement,  il  y  aura  lieu  à  des  cordes  triples,  qua- 
druples, etc. 

Le  nombre  de  toutes  les  cordes  S  passant  par  un  même  pôle  P,  et  la  position  de 
leurs  extrémités  a  et  a,  sont  déterminés  par  le  théorème  suivant  : 

I.  Par  chaque  point  P  situe  dans  le  plan  d^une  courbe  donnée  C"'  //  passe,  en  gêne- 
rai,  ^m[m —  i)  cordes  S,  dont  les  m{m — \)  extrémités  [a  et  a,)  se  trouvent  toujours 
sur  une  courbe  l'"~'  dont  le  degré  est  inférieur  au  degré  de  la  précédente  d'une  unité , 
et  qui  a  nécessairement  le  pôle  V  pour  centre  [*]. 

[*]  On  dcroootre  ce  théorème,  entre  autres,  par  la  considération  géoraélrique  suivante  ;  Qu'on  fasse 
décrire  à  la  courbe  G",  dans  son  plan  ,  autour  du  pûle  fixe  P,  une  demi-révolution  de  180  degrés,  ei 
qu'on  désigne  la  courbe  dans  cette  nouvelle  position  par  C" ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  qu'on 
imagine  la  courbe  CT  symétrique  à  C"  par  rapport  au  point  P,  de  sorte  que  C^-i-C^  représentera 
une  seule  courbe  C""  ayant  P  pour  centre,  et  dans  laquelle  chaque  point  p  appartenante  C"  a  son 
correspondant/),  appartenant  àC7,  et  réciproquement.  Les  courbes  C"  et  C"'  auront  des  asymptotes 
parallèles  Conscqucmment,  m  de  leurs  m' points  d'intersection  se  trouvent  sur  la  droite  à  l'infini  G. 
donc  les   m(m  — i)  points  d'interseclion  qui  reslenl  se  trouveront  sur  une  courbe  l"""'  du  degré 

40.. 
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Lfs  extrémités  dont  il  s'agit  sont  prérisément  formées  par  tous  les  points  il'intersec- 
tion  des  deux  courbes.  Si,  dans  un  cas  particulier,  il  passe  par  un  même  pôle  P  |)lus 
de  -j  m  (m  — i)  cordes  S,  ne  fût-ce  qu'une  seule  corde  de  plus,  il  en  passera  une  infi- 
nité ,  de  sorte  que  la  courbe  donnée  C"  aura  elle-même  le  point  P  pour  centre. 

Si  de  toutes  les  droites  passant  par  P  on  ne  considère  que  les  droites  T  sur  lesquelles 
deux  des  m  points  d'intersection  avec  la  courbe  C"'  sont  encore  également  distants  de  P, 
mais  placés  du  même  côté  de  P,  de  manière  à  coïncider  dans  un  point  de  contact  de 
la  droite  T,  il  existe,  comme  on  sait,  m  {ni — i)  tangentes  de  ce  genre,  dont  les 
m  (m  —  i)  points  de  contact  se  trouvent  sur  une  courbe  A'""',  que  nous  appelons  la 
première  polaire  du  pôle  P  par  rapport  à  la  courbe  C"  (  voyez  l'extiait  précédent). 

Eu  égard  à  l'analogie  que  présente  cette  relation  avec  celle  que  nous  venons  d'énon- 
cer, nous  appellercns  la  courbe  I""'  la  polaire  intérieure  (quoique,  sous  d'autres 
points  de  vue,  celte  dénomination  ne  soit  pas  parfaitement  convenable),  et  la  courbe 
A'"~'  \a  polaire  extérieure ,  ou  simplement  la  première  polaiie  du  pôle  P  par  rapport 
à  la  base  C".  Les  deux  polaires  sont  donc  toujours  de  même  degré.  En  outre,  il  existe 
entre  elles  la  relation  importante  que  voici. 

H.  Les  deux  polaires  A"'~'  etX"'^^  d'un  point  quelconque  P  par  rapport  à  la  même 
courbe  donnée  C"  ont  m  —  i  points  d'intersection  à  l'infini ,  situés  sur  la  droite  à  l'in- 
fini G„  ;  conséquemment ,  leurs  asymptotes  sont  parallèles  deux  à  deux,  et  les  deux 
asymptotes  formant  un  de  ces  couples  sont  à  ta  fois  réelles  ou  imaginaires;  en 
outre,  les  (m  — l)  [m  —  2)  autres  points  d'intersection  des  deux  polaires  se  trouvent  sur 
une  courbe  C'-'""'')  du  degré  [m  —  2  ). 

§   II. 

Discutons  d'abord  diverses  questions  particulières  relatives  à  la  polaire  intérieure  et 
conduisant  en  partie  à  des  résultats  intéressants.  On  pourra  demander  qu'est  ce  qui 
s'ensuivra  pour  la  polaire  I"—'  ou  pour  sa  relation  avec  la  base  C""  lorsque  le  pôle  P  se 
trouve  sur  la  base  même,  ou  si,  en  particulier,  il  en  est  un  point  singulier;  ou,  ce  qui 
aura  lieu  relativement  à  la  polaire  I'"^',  si  la  base  prend  une  forme  spéciale,  par 
exemple  si  elle  se  décompose  en  parties;  ou,  enfin,  s'il  existe  dans  le  plan  de  la 
base  des  pôles  particuliers  donnant  lieu  à  une  forme  particulière  de  la  polaire  inté- 
rieure, j)ar  exemple  à  une  décomposition  en  parties,  etc.  Voici  un  aperçu  succinct  des 
cas  les  plus  importants. 


(m  — 1);  ■'*  formeront,  «.'n  outre,  deux  a  doux  des  couples  de  points  syniélriquos  par  rapport  il  l'(car 
si  a  est  un  point  d'intersection  de  C™  avec  C",  son  correspondant  <i,  appartiendra  opaloment  «n\  deux 
courbes  i  la  fois).  En  conséquence,  ces  points  d'intersection  seront  les  exticmilcs  de  ini{m—  il 
cordes  n«,  de  la  courbe  C™  (e!  de  même  de  L",'),  et  la  courbe  1'""'  aura  lo  pôle  V  pour  centre. 
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I.    Mndifications  de  la  polaire  intérieure ,  si  le  pôle  P  fe  trouve  sur  la  base  C™  même. 

11  faut  distinguer  les  deux  cas  »?  =  2  fi  et  m  =  2v  —  i  ;  donc  deux  espèces  de  polaire 
intérieure 

I2,v.-i     gj     i-i-—-^^ 

dent  la  première  passe  toujours  par  son  propre  centre,  c'est-à-dire  par  son   j.ropre 
pôle  P,  et  se  distingue  encore  sous  d'autres  points  de  vue  de  la  seconde. 

i".  Si  le  jiôle  P  est  un  point  quelconque  de  la  base  G". 

(y.,   1    ■"      '  aura  la  lnng«nti-  de  C"  .ju  point  H  (  î)  j--'  — '•*  ^„^^  „„  p„j„,  doui.ip  p„  jj 

pour  lanijeiite  d'inflexion . 

2".   6/  P  fi^  «//  point  d'injlexion  de  la  base  G"'. 

(«;  1'  ■"■      '  aura,  en  commun  avec  la  base,  la    |        (,5)  \^'  —  '^  ^ura  un   point  double  en  P  a\ec 
tangente  en  P  pour  tangente  d'inflexion.  |    deux    tangentes    d'inflexion   dont    une   coïncide 

I    avec  la  tani;enle  d'inflexion  de  la  base. 

3".  Si  P  est  un  point  double  de  la  base. 


(a)  1    '  aura    en    P   nu   point    ti'inflexior; 

triple,   et  trois  tangentes  d'inflexion   avec   les- 
(pielles  elle  a  des  contacts  du  quatrième  ordre. 


[fi]  I  aura   un  point  double  en  V  avec 

deux  tangentes  d'inflexion  qui  coïncident  avec 
les  deux  tangentes  de  la  base. 


4°.   Si  P  esl  un  point  de  rebroussement  de  la  base. 

(a)  1   ''          aura  en    P   un    point    d'inflexion    |  (^5)1    '  ~     aura  en  P  la  tangente  de  rebroiÉS- 

iriple  avec  trois  tangentes  d'inflexion,  de  sorte   1  sèment  do  la  base  pour  tangente  de  rebrousse- 

qu'elle  y  a  avec  chacune  deces  tangentes  nn  eon-    I  ment  double  et  pour  tangente  d'inflexion  double 

tact  du  quatrième  ordre  comme  dans  le  cas  prc-    I  car  elle  y  touche  la  tangente  de  rebroussement  dp 

cèdent  (3°).  la  base  doublement,  avec  deux  branches,  et  con- 

I  sèquemmenl  elle  s'y  touche  aussi  elle-même. 

Si,  par  exemple,  la  base  donnée  est  seulement  du  quatrième  degré,  donc  G',  la  po- 
laire intérieure  V  sera  formée  dans  les  deux  cas  (3,  a)  et  (4,  a)  de  trois  droites  31' 
passant  par  P,  savoir  de  trois  cordes  doubles  aa,  ou  S2,  ayant  un  couple  d'extrémités 
b  et  b,  coïncidentes  en  P.  En  niénie  temps,  la  polaire  extérieure  A' aura  en  commun  avec 
la  base  le  point  double  ou  de  rebroussement,  ainsi  que  les  tangentes  correspondantes 
(deux  tangentes  réelles  au  cas  3,  une  tangente  de  rebroussement  au  cas  4)-  En  vertu 
du  théorème,  §  I"',  II,  il  stiit  :  que  les  trois  droites  31'  dont  la  polaire  intérieure  est 
formée,  ou  les  trois  cordes  doubles  Si  =  aa^  qui  passent  par  le  point  P,  doivent  être  res- 
pectivement parallèles  aux  trois  asymptotes  3  A,  de  la  polaire  extérieure  A'  ;  et  récipro- 
quement, que,  si  l'on  mène  par  P  une  droite  5  parallèle  h  une  asymptote  de  A',  cette 
limite  sera  rencontrée  par  la  baie  G'  en  deux  points  a  et  a,  également  distants  de  P. 
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5°.   Si  P  est  un  point  {m  —  t )"'p''  de  la  hase  C". 

La  polaire  intérieure  I""',  aussi  bien  que  la  polaire  extérieure  A""',  sera  formée  des 
m  — I  tangentes  de  la  base  au  point  P. 

II.   Modifications  de  lu  polaire  intérieure  si  la  base  est  formée  de  différentes  parties , 

La  base  C'"  peut  de  différentes  manières  se  déconnposer  en  parties,  c'est-à-dire  elle 
peut  être  formée  de  deux  ou  de  plusieurs  courbes  de  degrés  inférieurs,  ou  même  exclu- 
sivement de  droites,  auxquels  cas  le  théorème  du  §  P"'  reste  toujours  vrai,  ce  qui 
donne  lien,  entre  autres,  aux  théorèmes  particuliers  suivants: 

1°.  Si  la  base  C'"  est  formée  de  m  droites  G  : 

Étant  données  dans  un  plan  m  droites  quelconques  G,  si  l'on  mène  par  un  pôle  quel- 
conque P  entre  ces  droites  prises  deux  à  deux  les  cordes  S,  ou  a  ai  ayant  P  pour  point 
milieu  du  segment  compris  entre  les  deux  droites  respectives ,  ce  qui  donne  lieu  à 
^  m[m  —  l)  cordes  aa,  ;  les  m  [m  —  i  )  extrémités  a  et  a,  seront  toujours  sur  une  courbe 
I™""'  du  degré  [m  — i)  ayant  P  pour  centre. 

2°.  Si  la  base  C"  est  formée  de  deux  courbes  C'"*  et  G'  ,  o«  a  +  p  =  m  : 
Étant  données  dans  un  plan  deux  courbes  quelconques  C"  et  C^,  si  l'on  mène  par  un 
pôle  quelconque  V  les  \  a.  la.  —  i)  cordes  aa^  de  la  courbe  C",  ainsi  que  les  t  P  ( P  —  ' ) 
cordes  bb^  de  la  courbe  Q'^ ,  et,  en  outre,  les  ap  cordes  ab  entre  les  deux  courbes  [c'est- 
à-dire  des  droites  ayant  leurs  extrémités  a  et  b  situées  sur  C"  et  sur  C  respectivement , 
et  ayant  P  pour  point  milieu  du  segment  compris  entre  a  et  b);  les  extrémités  de  toutes 
ces  cordes ,  au  nombre  de 

a(a  — !)-(-  p(p—  I)  -l-2ap  =  TO(OT  — I), 

seront  toujours  sur  une  courbe  \"'~'  du  degré  (a  -|-  p  —  \)  ou  [m  —  i  )  ayant  P  pour  centre. 

Cet  énoncé  renferme  le  théorème  particulier  : 

Que  par  chaque  point  P  situé  dans  le  plan  de  deux  courbes  quelconques  C"  et  O  ,  il 
passe,  en  général,  «p  cordes  ab  ayant  leurs  extrémités  sur  tes  deux  courbes  respective- 
ment, et  leur  point  milieu  en  P. 

On  en  déduit  encore  sans  difficulté  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  dans  un  plan  deux  courbes  quelconques  C"  et  C"  ayant  a.  p  points  d'in- 
tersection c,  si  l'on  mène  par  un  pôle  quelconque  P  les  \a[a —  i)  cordes  aa,  de  la 
courbe  C",  ainsi  que  les  -|-  p(  p  —  i)  cordes  bb,  de  la  courbe  C'',  les  extrémités  des  deux 
S)  sternes  de  cordes  conjointement  avec  les  points  d'intersection  c ,  en  tout 

a  (  a  —  I  )  -t-  p  (  p  —  I  )  4-  a  p  =  //;  (  m  —  I  )  —  a  p  points , 
seront  toujours  sur  une  courbe  l'"''  du  degré  (a  H-  p  — i)  avant  le  pôle  P  pour  centre. 
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lîl.   Position  nu  Uni  du  pote  P  si   la  polaire  intérieure  doit  se  décomposer  en 
différentes  parties. 

Ce  cas  donne  déjà  lien  à  des  discussions  assez  compliquées  quand  même  la  base  don- 
née n'est  encore  que  d'un  degré  peu  élevé,  par  exemple  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré,  ainsi  qu'il  résultera  des  recherches  suivantes. 


I.  Si  !a  base  donnée  est  seulement  du  troisième  degré  C,  de  sorte  que  la  polaire  ia- 
It-rieure  d'un  pôle  quelconque  P  est  une  section  conique  P,  celle-ci  ne  pourra  se  dé 
roinposer,  s'il  y  a  lieu,  qu'en  deux,  droites,  rt  l'on  peut  demander  si  cette  décomposition 
peut  réellement  avoir  lieu  ,  et  où  sera  situé,  en  ce  cas,  le  pôle  P,  ou  quel  en  sera  le 
lieu  géométrique.  De  fait,  on  trouve  que  cette  décomposition  peut  se  faire  de  deux 
manières  dilTérentes,  et  qu'en  conséquence  il  existe  aussi  deux  lieux  distincts,  à 
savoir  : 

Le  lieu  du  pôle,  dont  la  polaire  intérieure  I-  se  décompose  en  deux  droites,  est  formé 
de  deux  courbes  distinctes  : 

A.  La  base  donnée  C  elle-même,  et 

B.  Une  courbe  déterminée  du  second  degré  K-,  qui  est  la  seconde  polaire  de  la 
droite  G^  par  rapport  à  la  base  O  (  voyez  l'extrait  \) ,  ou  qui  est  l'enveloppe  de  tous  tes 
diamètres  de  C. 

Car,  si  l'on  coupe  la  courbe  C  par  une  transversale  quelconque  15,  et  que  Ion  déter- 
mine ensuite  le  centre  de  gravité  d  des  trois  points  d'intersection ,  tous  les  centres  de 
gravité  provenant  d'un  système  de  transversales  parallèles  jP  se  trouveront  sur  une 
même  droite  D  qu'on  appelle  diamètre  de  la  courbe  C ,  et  par  rapport  à  laquelle 
nous  appelons  la  direction  des  transversales  la  direction  conjuguée  à  ce  diamètre.  Or 
tous  les  diamètres  D  de  la  courbe  C%  parmi  lesquels  il  faut  compter,  en  particulier,  ses 
asvmptotes  A,,  touchent  ta  conique  E-.  Si  les  trois  asymptotes  soiit  toutes  réelles,  E- 
sera  l'ellipse  inscrite  dans  le  triangle  des  asymptotes  qui  touche  les  côtés  de  ce  triangle 
dans  leurs  points  milieux.  Lorsqu'en  particulier  les  trois  asymptotes  se  coupent  en  un 
même  point ,  E'  se  réduit  à  ce  point ,  de  sorte  que  tons  les  diamètres  passent  par 
ce  point.  Si ,  au  contraire ,  il  n'existe  qu'une  seule  asymptote  réelle,  la  conique  E- 
sera,  en  général,  une  hvperbole  qui  touche  cette  asymptote  en  un  point  qu'il  est  facile 
de  construire. 

Voici  maintenant  une  discussion  plus  détaillée  des  deux  lieux  géométriques  Ik) 
et(B). 

II.  i.  Si  le  pôle  P  se  trouve  sur  la  base  C  elle-même  (A),  des  trois  cordes  S  qui  pas- 
sent par  P,  et  que  nous  appellerons  respectivement  na,,  iô, ,  ce,,  l'une,  soit  rc, , 
coïncidera  avec  la  tangente  en  P,  et  ses  deux  extrémités  c  et  c,  coïncideront  avec  P,  de 
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sorte  qu'on  peut  les  considérer  comme  étant  situées  sur  les  deux  autres  cordes ,  soit  c 
sur  flo,  et  e,  sur  bb^.  Ainsi  la  conique  P  se  décompose  dans  les  deux  cordes  aca, 
et  bc,b,,  que  nous  désignerons  par  S,,  ou,  selon  les  circonstances,  par  S  et  S,.  Donc 
il  correspond  h  chaque  pôle  P  situé  sur  la  base,  seulement  deux  cordes  véritables  S,  ;  la 
troisième  coïncide  avec  la  tangente,  denent  infiniment  petite ,  se  réduit  à  son  point  de 
contact  P.  Si,  en  même  temps,  on  considère  aussi  la  polaire  extérieure  A'  du  même 
pôle  P ,  il  suit  que  (  voyez  §  I",  II)  : 

Pour  chaque  pôle  P  situé  sur  la  base  C,  les  deux  cordes  correspondantes  S  et  S,  sont 
parallèles  aux  asymptotes  de  sa  polaire  extérieure  A^  Donc  ces  deux  cordes  sont  réelles 
ou  imaginaires,  selon  que  la  polaire  A'  est  hyperbole  ou  ellipse,  et  réciproquement.  Lors- 
qu'on particulier  A'  est  une  parabole ,  les  deux  cordes  S  et  S,  coïncident ,  et  réciproque- 
ment. Il  n'existe  en  tout  que  six  de  ces  pôles  particuliers  pour  lesquels  les  deux 
cordes  S  et  S,  se  réunissent  en  une  seule  ab  ou  S„,  tandis  qu'en  même  temps  la  polaire  A- 
défient  une  parabole.  Nous  désignerons  ces  pôles  par  P„.  Les  six  pôles  V^sont  les  inter- 
sections des  deux  courbes  O  et  E-[*].  Chacune  des  six  cordes  S„  jouit  de  la  propriété 
que  les  tangentes  à  la  base  O  qu'on  fait  passer  par  ses  extrémités  a,  b  sont  paral- 
lèles. Lorsque  le  pôle  P  est ,  en  particulier,  un  point  d'inflexion  de  la  base,  une 
des  deux  cordes  S  et  Si  ,  soit  S ,  coïncide  avec  la  tangente  d'inflexion ,  et  alors  K' 
aussi  est  formé  de  deux  droites ,  savoir  de  la  tangente  d'inflexion  et  de  la  droite  H 
conjuguée  harmonique  dupoint  d'inflexion  [**].  En  outre,  H  sera  parallèle  à  S,.  Donc, 
fn  ce  cas,  chacune  des  deux  polaires  I-  et  A-  est  formée  de  deux  droites  dont  deux 
coïncident  avec  la  tangente  d'inflexion,  tandis  que  les  deux  autres  S,  et  H  sont  pa- 
rallèles. 

Les  couples  de  cordes  S  et  S,  sont  tous  assujettis  à  la  loi  suivante  : 
Toutes  les  cordes  S, ,  en  lesquelles  se  décompose  la  polaire  intérieure  V  lorsque  le 
pâle  P  se  trouve  sur  la  base  O  même ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  toutes  tes  cordes  aca, 
dont  les  points  milieux  c  se  trouvent  .mr  la  base,  touchent  une  courbe  déterminée  de  la 
sixième  classe.  S',  et  du  dix-huitième  degré.  G". 

Voici  quelques  détails  sur  les  propriétés  dont  cette  courbe  jotiit  relativement  à  la 
base ,  et  autres. 

'*]  Dans  le  iMcmoire  dont  nous  avons  parle  dans  l'extrait  I ,  on  démontre  :  Que  la  courbe  E'  est 
I,'  lieu  de  tous  les  pôles  V  pour  lesquels  la  polaire  extérieure  A'  dei-ient  une  parabole,  et.  qu'en  gé- 
néral, la  polaire  A'  est  hyperbole,  ellipse  ou  parabole,  selon  que  le  pôle  H  est  situé  respectivement  en 
dehors  de  E',  dans  l'intérieur  de  E',  ou  sur  la  circonférence  même  deE'.  Les  mimes  conséquences  s'ap- 
pliq\ient  aussi  à  la  polaire  inlérieuro  V,  parce  que  l'  el  A'  sont  toujours  semblables  et  semblablemcni 
placées.  //  n'existe  ,  en  général,  qu'un  seul  pôle  déterminé  P,  dont  les  polaires  A'  et  l' soient  des  cercles. 
Si  le  pôle  P  est  situé  au  centre  de  la  courbe  F.',  ses  polaires  -A'  et  V  seront  semblables,  semblahlement 
placées  et  concentriques  à  la  courbe  E'  {-vojrei  aussi  ci-dessous,  extrait  I\  ,. 

[**)  M.  Steincr  désigne  par  celle  expression  la  droite  qui  jouit  de  la  propriétédeienconlrer  chaque 
transversale  S  menée  par  le  point  d'indexion  ,  en  un  point  h  qui  forme  avec  les  trois  autres  points 
rrintersectlon  de  la  transversale  et  de  la  courbe  un  sysiènio  de  quatre  p'iinls  liarmoniques ,  h  rlanl 
Je  conjugué  harmonique  du  point  d'inflexion. 
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2.  La  courbe  S'  touche  la  hase  C.  (Unix  srs  neuf  points  d'inflexion,  ainsi  que  dans  ses 
trois  points  situés  h  l'infini  a.,.,  de  sorte  qu'elle  a  en  commun  avec  la  base  les  trois  asymp- 
totes A,  ;  mais  la  courbe  Sf  toue/ie  chacune  de  ces  trois  asymptotes  encore  dans  un 
autre  point  déterminé,  de  sorte  qu'elle  n  ces  asymptotes  pour  tangentes  doubles.  Comme 
la  base  est  également  de  la  sixième  élusse  Ù  =  K',  les  trente-six  tangentes  communes 
aux  deux  courbes  ne  consistent  que  dans  les  neuf  tangentes  d'inflexion  et  les  trois 
asymptotes  de  la  courbe  C%  parce  que  chacune  de  ces  douze  droites  doit  être  comptée 
pour  trois  tangentes  communes  aux  deux  courbes. 

5.  La  courbe  S^  touche  les  six  cordes  particulières  S„ ,  dont  il  a  été  question  ci-dessus, 
dans  leurs  points  milieux  P„;  donc  elle  y  rencontre  la  base  C.  En  conséquence,  nous 
connaissons  déjà  trente  des  3.  18  ^  54  points  communs  aux  deux  courbes,  savoir  tes 
neuf  points  d'inflexion  et  les  trois  points  à  l'infini,  comptés  chacun  pour  deux  points , 
et  puis  les  six  points  V„.  Les  vingt-quatre  autres  points  forment  chacun  une  extrémité  a, 
de  certaines  cordes  particulières  aca,,  que  nous  désignerons  par  ^, ,  et  qui  jouissent  : 
i"  de  la  propriété  que  les  tangentes  à  la  base  qu'on  fait  passer  par  l'autre  extrémité  a  et 
par  le  point  milieu  c,  sont  parallèles;  1"  de  la  propriété  de  toucher  la  courbe  ^\  dans  les 
six  points  a,  mêmes.  Des  courbes  du  huitième  degré  peuvent  passer  par  les  vingt-quatre 
points  «,. 

4.  Les  douze  tangentes  communes  aux  courbes  S^  et  E'  consistent  :  i"  dans  les  trois 
asymptotes  de  la  base ,  comptées  chacune  pour  deux;  et  2°  en  six  cordes  S,  qui  sont  en 
même  temps  diamètres  de  la  base  ;  les  six  points  milieux  c  de  ces  six  cordes  se  trouvent 
sur  une  section  conique  C'. 

5.  La  droite  G„  est  une  tangente  triple  de  la  courbe  S'  et  la  touche  en  trois  points  g^  , 
chacun  desquels  forme  relativement  aux  trois  points  a^(^)  le  quatrième  point  d'un  sys- 
tème harmonique  ;  c'est-à-dire  si  par  un  point  quelconque  on  mène  trois  droites  A, 
a,  C  parallèles  aux  trois  asymptotes  A,  de  la  courbe  C',  et  qu'on  détermine  ensuite  par 
rapport  à  ces  droites  les  trois  quatrièmes  droites  harmoniques  A,,  B,  ,  C, ,  de  sorte  que 
ABA.C  ,  ABCB,  ,  AC|  liC  soient  des  faisceaux  harmoniques  ,  ou  bien  ,  si  dans  le  triangle 
des  asymptotes  on  mène  des  trois  sommets,  par  les  points  milieu-r.  des  côtés  opposés ,  trois 
droites  A,  ,  B, ,  C,,  alors  ces  droites  seront  dirigées  vers  les  points  de  contact  g^  situés 
h  l'infini.  Les  trois  droites  construites  de  cette  manière  sont  aussi  respectivement  pa- 
rallèles aux  axes  des  trois  paraboles  asymptotiques  qui  ont  avec  la  conrlie  SJ  un  con- 
tact du  quatrième  ordre  aux  trois  points  i"',.  Comme  la  courbe  S'  est  du  dix-huitième 
degré,  elle  doit  avoir  en  commun  avec  la  droite  G,,  outre  les  neuf  points  déjà  mentiou- 
nés(les  Zg^  comptés  deux  fois  et  les  3«^),  encore  neuf  autres  ])oints  d^.  Ces  points  rf„ 
sont  déterminés  par  la  relation  que  tes  tangentes  ou  asymptotes  JJ„  de  la  courbe  uni  leur 
correspondent,  passent  par  les  points  d„  de  la  base  C,  en  chacun  desquels  cette  dernière 
est  touchée  par  un  diamètre  D^,  et  que  les  asymptotes  en  question  ont  la  direction  con- 
juguée à  ces  diamètres  (I).  Il  existe  neuf  diamètres  D,,  de  ce  genre,  attendu  que  ce 
sont  des   tangentes  communes  aux  courbes  C   et   E-,   lesquelles  sont   :ui   uoudjte  de 
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douze,  mais  dont  trois  sont  les  asymptotes  A,  de  C-'.  Les  neuf  asymptotes  |3„  sont  en 
même  temps  des  cordes  ad,a,  (=  S,)  jouissant  de  la  propriété  particulière  que  les  trois 
tangentes  A,  A,  et  D„,  qu'on  mène  à  la  base  C^  par  les  extrémités  a,  a,  et  le  point  mi- 
lieu d^,  se  rencontrent  en  un  même  point  Q.  Donc  il  existe,  en  général,  dans  une  courbe 
du  troisième  degré  C\  neuf  transversales  ju),, ,  telles  que  l'un  des  trois  points  d'intersec- 
tion d„  est  le  point  milieu  du  segment  compris  entre  les  deux  autres  a  et  a,;  i/ue  les 
trois  tangentes  correspondantes  se  rencontrent  en  un  même  point  Q,  et  que  la  tan- 
gente Ji^  passant  par  d„  est  en  même  temps  un  diamètre  de  la  courbe.  On  passe  ici  sous 
silence  les  relations  que  la  courbe  S°  a  avec  certaines  autres  courbes  intimement  liées 
à  la  base  C,  relativement  aux  neuf  droites  îl,,  et  aux  neuf  points  Q.  On  les  examinera 
dans  une  autre  occasion. 

6.  Par  un  point  quelconque  Q  il  passe,  en  général,  six  cordes  S, ,  ou  aca, ,  et  leurs  six 
points  milieux  c  se  trouvent  toujours  sur  une  conique.  Si  Q  se  trouve  sur  la  base  C^  mé'me, 
celle-ci  aura  en  ce  point  un  contact  avec  la  conique.  Si  l'on  fait  passer  Q  à  l'infini,  trois 
des  six  cordes  S,  coïncideront  avec  G»,  les  trois  autres  seront  parallèles  ,  et  leurs  points 
milieux  c  se  trouveront  sur  le  diamètre  D  conjugué  à  leur  direction,  dont  ils  seront  en 
même  temps  les  points  d'intersection  avec  la  base  C'.  Consequemment ,  les  tangentes  à 
la  courbe  S°,  ou  les  cordes  Si,  ne  sont  parallèles  que  trois  à  trois,  ayant  pour  points 
milieux  les  trois  extrémités  du  diamètre  D  de  la  base  C  conjugué  a  leur  direction,  et 
réciproq  uement. 

t.  Le  point  de  contact  v  de  toute  corde  «(■«,  =  S,  avec  la  courbe  S,,  qui  est  son 
enveloppe,  se  détermine  par  la  simple  construction  suivante  :  Qu'on  fasse  |)asser  par 
ses  extrémités  a,  a,  et  son  point  milieu  c,  des  tangentes  à  la  base  C,  que  nous  dési- 
gnerons par  A ,  A, ,  C  ;  que  les  points  d'intersection  de  A  avec  A,  ,  de  A  avec  C  et  de  C 
avec  A,  soient  désignés  par  /;,  q,  y,  respectivement;  qu'on  prenne  sur  A  et  A,  des 
iioints  p  et  p,,  tels  que  7  et  r/,  soient  les  points  milieux  des  segments  p^  et/^p,  ;  qu'on 
mène  ensuite  les  droites  af>,  et  a,,}!  et  qu'on  désigne  leur  point  d'intersection  par  r:  la 
droite /.</■  passera  par  le  point  de  contact  cherché  s  de  la  corde  oa,.  Observons  encore 
que  la  droite  C, ,  qu'on  fait  passer  par  les  points  f  et  ^,  \  laquelle  est  parallèle  à  C  et 
située  avec  C  du  même  côte  de  p,  mais  à  une  double  distance  de  p),  coupe  la  corde  «o, 
dans  un  point  .v,  qui  est  le  conjugué  harmonique  de  s  par  rapport  an  et  a, ,  c'est- 
à-dire  asa,s,  forment  un  système  de  quatre  ])oints  harmonicjues.  Lorsque,  en  parti- 
culier, C  passe  par  p,  C,  coïncide  avec  C ,  ■«,  avec  c,  et  s  ])asse  à  l'infini. 

8.  De  (2)  on  déduit,  entre  autres  ,  le  théorème  suivant  : 

Qu'on  imagine  dans  un  même  plan  deux  courbes  semblables  du  troisième  degré, 
C^  et  CJ,  dont  les  dimensions  homologues  soient  dans  le  rapport  de  ?.  :  i,  et  qu'on  ^xe 
la  position  de  l'une,  disons  de  C-*  ;  l'autre  courbe  pourra  prendre  vingt-quatre  positions 
différentes,  telles  que  les  deux  courbes  (prises  directement,  non  symétriquement)  soient 
semblablement  placées  et  se  touchent  rn  un  couple  de  points  homologues  m  et  /«,,  et,  en 
outre,  en  deux  points  non  homologues  n  et  q,.  Des  courbes  du  huitième  degré  peuvent 
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passer  par  les  vingt-quatrr  points  m  tir  la  courbe  C=,  et  rie  même  par  les  vini^t-quatre 
points  /II,  de  la  courbe  C  J . 

III.  Si  le  pôle  P  se  trouve  sur  la  courbe  E^  (I,  B),  les  trois  cordes  S  qui  lui  corres- 
pondent, savoir  «n,,  bb,,  ce,,  auront  leurs  extrémités  a,  b,  csur  une  droite  I,  et,  con- 
séquemment,  leurs  autres  extrémités  a,,  b,,  c,  sur  une  autre  droite  I,,  Ainsi  la  polaire 
intérieure  V  se  décompose  en  deux  droites  I  et  I,  qui  sont  parallèles,  également  dis- 
tantes du  pôle  P,  et,  en  outre,  projectivement  égales,  parce  que 
ah  =  a,b,,      ac^a,c,,      bc^b,c,. 

Dans  ce  cas,  la  polaire  extérieure  est  toujours  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle 
aux  droites  I  et  I,  (II,  Ij.  Parmi  les  pôles  situés  sur  E',  les  suivants  se  distinguent  par 
des  propriétés  particulières  : 

1°.  Les  six  points  d'intersection  P,,  des  deux  courbes  C  et  E^  Pour  chacun  de  ces 
jjoints,  la  corde  ce,  est  infiniment  petite,  et,  en  conséquence,  les  droites  I  et  I,  coïnci- 
dent en  même  temps  que  les  cordes  aa,  et  bb,  (désignées  ci-dessus  par  S  et  S,  )  avec 
la  corde  désignée  ci-dessns  par  S„. 

2°.  Il  existe  trois  pôles  particuliers,  que  nous  désignerons  par  X,  Y,  Z,  tels  que 
pour  ces  pôles ,  non-seulement  h  polaire  intérieure,  mais  en  même  temps  aussi  la  po- 
laire extérieure  A'  (  la  parabole)  se  décompose  en  un  couple  de  droites  A  et  A, ,  paral- 
lèles entre  elles  et  parallèles,  en  outre,  aux  droites  correspondantes  I  et  I,.  Outre  ces 
trois  points  X,  Y,  Z,  il  n'existe  dans  le  plan  aucun  autre  pôle  dont  la  polaire  exté- 
iieure  A'  se  décompose  en  deux  droites  parallèles. 

Relativement  à  toutes  les  droites  I,  I,,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Tous  les  couples  de  droites  I  et  I,  ,  en  lesquels  se  décompose  la  polaire  intérieure  1-, 
lorsque  le  pôle  P  se  trouve  sur  la  courbe  E',  touchent  une  courbe  V  de  la  sixième  classe 
et  du  quatorzième  degré,  ayant  les  six  cordes  So  pour  asymptotes  et  la  droite  G«  pour 
tangente  quadruple.  Cependant  la  courbe  P  touche  la  droite  G„,  non  pas  en  quatre, 
mais  seulement  en  deux  points  distincts ,  mais  en  chacun  de  ces  deux  points  doublement , 
de  sorte  quen  chacun  de  ces  points  elle  se  touche  elle-même.  Ces  deux  points  sont  en 
même  temps  les  points  que  la  courbe  E'  «  en  commun  avec  la  droite  G,,  ou  les  points 
situes  à  l'infini  sur  les  asymptotes  de  Y.-.  Si  l'on  mène  par  le  pôle  P  une  troisième  droite  !„ 
parallèle  aux  droites  I  et  I,,  elle  aura  pour  enveloppe  une  courbe  I^  de  la  troisième 
classe  et  du  quatrième  degré,  qui  aura  la  droite  G„  pour  tangente  double  et  la  tou- 
chera dans  les  deux  points  qu'on  vient  de  distinguer.  Cunséqnemment  aussi,  tout  le 
système  des  différents  couples  de  droites  I  et  1,  Jouit  de  la  propriété,  que  chaque  point  11 
du  plan  sera,  en  général,  le  centre  il' une  section  conique  qui  touche  trois  de  ces  roupies, 
savoir  les  trois  couples  correspondant  aux  trois  droites  I,,  qui  passent  par  le  point  jp. 

Les  trente-six  tangentes  communes  à  la  courbe  V  et  à  la  base  Ç?  consistent  en  dix- 
huit  couples  de  droites  I  et\,. 

Si  les  droites  I  et  I,  sont  tangentes  à  lu  base  C  ,  deux  des  trois  points  «,  b,  r  situés 
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sur  1,  disons  h  et  r  ,  se  réunissent  en  un  point  de  contact  (bc)  ou  a,  de  même, 
les  points  6,  et  c,  situés  sur  I,  se  réunissent  en  un  point  de  contact  {b,c,)  ou  a,;  en 
conséquence,  les  cordes  bb,  et  ce,  forment  en  coïncidant  la  corde  de  contact  aa, ,  que 
nous  désignerons  par  ^,,  et  dont  nous  désignerons  le  point  milieu  ou  le  pôle  corres- 
pandant  P  par  P,.  Appelons  les  segments  égaux  a  a.  =  a,  a, ,  pris  sur  I  et  I,  respective- 
ment ,  tangentes  parallèles  égales  ;  mais ,  comme  leurs  directions  de  a  vers  «  et  de  oc, 
vers  a,  sont  opposées  l'une  à  l'autre,  appelons-les  dhsemblablement  dirigées.  Ceci  pose, 
le  théorème  précédent  donne  lieu  au  théorème  que  voici  : 

Une  courbe  quelconque  du  troisième  degré  C'  u,  en  général,  dix-huit  couples  de  tan- 
gentes égales  et  parallèles,  mais  dissemblablement  dirigées,  xa  et  x,a,,  et  les  points  mi- 
liciur  P,  des  dix-liuil  cordes  de  contact  ^,  (  =  aa,  j  se  trouvent  sur  la  conique  li',  déter- 
minée ci-dessus. 

Des  trente-six  -angentes  communes  à  la  courbe  V  et  à  la  courbe  S,  (H),  douze  coïn- 
cident avec  la  droite  G.,  S'X  autres  sont  les  six  cordes  particulières  So  II ,  I  ! .  (.7  les 
dix-liuit  qui  restent  sont  formées  de  neuf  couples  de  droites  I  ef  I,. 

Attendu  que  ces  dernières  (comme  tangentes  à  la  courbe  S'  )  forment  eu  même 
temps  neuf  couples  de  cordes  parallèles  et  projectivement  égales  S,  (ou.  pour  les  dis- 
tinguer les  unes  des  autres,  S,  et  Sj),  de  sorte  que 

I  rr  S,  =r  abc,      I,  :=  S|  =^  fl,  6,  c,     et     ab  ^=  bc  =  a,  b,  =  b,c,, 

si  b  et  b,  sont  les  points  moyens,  donc  les  points  milieux  des  cordes  S,  et  S\,  ou  aura  , 
en  désignant  par  P'  le  pôle  correspondant  ou  le  point  milieu  de  la  droite  bb^ ,  le  théo- 
rème suivant  : 

Dans  une  courbe  quelconque  C,  il  existe  en  tout  neuf  couples  de  cordes  parallèles  et 
égales  S,  '"'S',  et  tes  neuf  points  milieux  P'  des  droites  bb,  qui  joignent  les  points  mi- 
lieux de  ces  cordes,  se  trouvent  sur  la  conique  E-. 

Observons,  relativement  aux  quarante-deux  points  communs  aux  courbes  T  et  C, 
que,  si  a  est  un  de  ces  points  et  I  la  tangente  correspondante  de  la  courbe  1*,  et  si 
l'on  imagine,  en  outre,  le  couple  correspondant  de  droites  I  et  I,  avec  son  pôle  P  situé 
sur  E',  qu'.dors  les  tangentes  menées  par  les  pnints  P  et  a,  respectivement  aitx  courbes  E' 
et  C  sont  toujours  parallèles.  On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

.Si  l'on  fait  décrire  à  la  courbe  donnée  C  dans  son  plan  une  demi-révolution 
[  de  1 80  degrés)  autour  du  centre  E  de  la  conique  E",  si  l'on  désigne  la  courbe  dans  cette 
nouvelle  position  parCJ^  ;  si,  en  outre,  on  imagine  une  conique  Ej  semblable  et  sembla- 
hlement  placée  à  la  conique  E',  mais  de  dimensions  doubles ,  et  dont  le  centre  E,  se 
trouve  sur  la  courbe  C',  et  si  l'on  fait  mouvoir  cette  conique  Ej  de  telle  .forte  qu'elle  reste 
toujours  semblablement placée  à  E'  ou  que  ses  ares  restent  toujours  parallèles  à  eu.r- 
me'mes pendant  que  son  rentre  E,  parcourt  toute  la  courbe  C',  alors  la  courbe  donnée  C' 
sera,  en  général,  touchée  quarante-deux  fois  par  la  conique  E'  mue  de  cette  manière. 


PUB  ES  ET  APPLIQUÉES.  325 

IV.  Dans  ce  qui  précède,  il  a  été  plusieurs  fois  (piestion  de  certaines  cordes  S„,  ^o 
et  ,^1,  pour  lesquelles  les  tanj,'entes  menées  par  leurs  exlréinités  à  la  base  C  étaient 
])arallèles.  On  a  considéré  six  cordes  So( II,  1),  vingt-quatre  cordes  ^„  (  II,  5)  et  dix- 
huit  cordes  ^,  (III).  Examinons  cette  propriété  isolément,  et  désignons  par  ^  toute 
rru'de  qui  joint  les  deux  points  de  contact  a  et  n,  de  deux  tangentes  parallèles  21  et  31, 
(le  la  base  C\  On  obtiendra  les  résultats  suivants  : 

Toutes  les  cordes  o9  qui  joignent  les  points  de  contact  de  deux  tangentesparallètes  de  ta 
base  donnée  C'',  touchent  une  courbe  aS  qui  est  de  la  neu\>icnie  classe  et  {tout  au  plus] 
du  trente- sixième  degré.  Puis:  La  courbe  oO  a  six  tangentes  triples  *,,  qui  se  rencon- 
trent deux  à  deux  dans  les  trois  points  ci-dessus  mentionnés  X,  Y,  Z  'III)  situés  sur  la 
courbe  E',  et  qui  passent,  en  outre,  trois  h  trois  par  quatre  points  q,  r,  s  et  t,  de  manière 
à  former  les  six  côtés  d'un  quadrilatère  complet  rqst.  La  même  courbe  touche  aussi  les  trois 
asymptotes  de  C.  Son  point  de  contact  avec  chaque  asymptote  sera  te  centre  d'une  hyper- 
bole qui  a  avec  C'  un  contact  du  quatrième  ordre  au  point  de  contact  a^  (II,  2)  de  C 
avec  cette  asymptote.  En  désignant  par  %■„  toute  tangente  de  C'  qui  est  parallèle  à  une 
de  ses  trois  asymptotes  ,  et  par  a„  son  point  de  contact,  il  existera,  en  général,  12  2v„  et 
I  au».  Ces  douze  tangentes  3l„  sont  en  même  temps  des  cordes  particulières  ^  et  touchent 
la  courbe  S"  dans  les  mêmes  points  ii„.  Si ,  en  outre  ,  on  désigne  par  tî  toute  tangente 
à  la  courbe  C  qui  est  parallèle  à  une  de  ses  neuf  tangentes  d'inflexion,  par  t)  son  point 
de  contact ,  et  par  ro  le  point  d'inflexion  correspondant  à  cette  tangente  d'inflexion  ,  il 
existera  en  tout  trente-six  points  V  ,  et  conséqueinment  aussi  trente-six  cordes  un'  =  sP  , 
qui  Jouissent  de  la  propriété  particulière  de  toucher  la  courbe  ^  précisément  aux 
points  x>.  En  outre,  les  neuf  tangentes  d'inflexion  mêmes  touchent  aussi  la  courbe  «8  j 
e-i  qualité  de  tangentes  paiticulières  3,  aux  points  qui  leur  correspondent.  De  ceci 
et  de  plusieurs  théorèmes  précédents,  on  déduit  les  relations  suivantes  entre  la 
courbe  5?"  et  les  courbes  C"  et  S,  : 

La  courbe  ^^  touche  la  base  C  dans  .u'S  neuf  points  d'mjlexion  et  dans  les  douze 
jioints  rt„.  Les  cinquante-quatre  tangentes  communes  aux  deux  courbes  consistent: 
I"  dans  les  neuf  tangentes  d'inflexion  de  C',  comptées  chacune  pour  trois;  2°  dans  les 
douze  tangentes  ^„,  comptées  chacune  pour  deux;  et  3°  dans  les  trois  asymptotes  Aj 
de  C   ,  ce  (jui  fait  en  tout  fijupianle-quatre  tangentes. 

Les  cinquante-quatre  tangentes  communes  aux  deux  courbes  o9  et  S'  consistent: 
1  "  dans  les  neuf  tangentes  d'inflexion  et  dans  les  trois  asymptotes  de  la  base  C,  comptées 
chacune  pour  deux;  1°  dans  les  vingt-quatre  cordes  ^^  mentionnées  ci-dessus  \\1,  3); 
et  3°  dans  les  six  cordes  S„  { II ,  1),  ce  qui  fait  en  tout  cinquante-quatre  tangentes. 

Des  |)oints  communs  aux  deux  courbes  «5  et  C'  nous  en  connaissons  déj.'i  soixante- 
dix-huit,  savoir  les  neuf  points  d'inflexion  et  les  douze  points  a^  comptés  deux  fois,  et 
les  trente-six  points  v    Si  maintenant  le  degré  de  la  courbe  ^"  n'est  pas  inférieur  au 
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trente-sixième  (ce  que,  cependant,  je  n'ai  pas  encore  suffisamment  démontré),  il  manque 
encore  trente  points;  chacun  de  ces  trente  points  sera  le  troisième  point  d'intersection 
d'une  des  cordes  adi  (==  ^")  avec  la  base  C,  et  en  même  temps  le  point  de  contact  de 
cette  corde  avec  la  courbe  ^\  D'après  la  position  des  soixante-dix-huit  points  pré- 
cédents, on  conclut  rjiie  des  courtes  du  dixième  degré  peuvent  passer  par  ces  trente 
derniers  points. 

Le  point  de  contact  s  d'une  quelconque  des  cordes  M,  =:  «55  avec  la  courbe  eS',  qui  en 
est  f  enveloppe,  est  déterminé  par  la  simple  relation  suivante  :  que  si  l'on  prend  les 
centres  de  courbure  m  et  m,  de  la  base  C  relativement  aux  deux  extrémités  a  et  (t,  de  la 
corde,  S  se  trouvera  sur  la  droite  qui  Joint  m  et  m,  ,  de  sorte  que  la  droite  mm,  coupe  tou- 
jours la  corde  M,  au  point  de  contact  cherché  S.  De  cette  relation,  on  conclut  entre 
autres  : 

Qu'il  existe,  en  général,  trente-six  couples  de  rayons  de  courbure  parallèles,  égaux, 
et  semblablement  dirigés  dans  une  courbe  quelconque  C"'  du  troisième  degré. 

En  désignant  par  jffl  le  point  milieu  de  chaque  corde  (ta,  =  ^,  il  suit  encore  que: 
Le  lieu  des  points  milieux  JSBL  de  toutes  les  cordes  ^  qui  joignent  les  points  de 
contact  de  tangentes  parallèles  de  la  base  donnée  C^,  est  une  courbe  JW  du  douzième 
degré  et  de  la  quatre-vingt-seizième  classe,  qui  touche  la  base  O  dans  ses  neuf 
jioints  d'inflexion,  la  rencontre  dans  les  six  points  P,,,  et  a  pour  points  quadruples  ses 
trois  points  situés  à  l'infini  a,,  ce  qui  fait  en  tout  le  nombre  complet  des  trente-six 
points  communs  au.x  deux  courbes. 

Les  trois  fois  quatre  asymptotes  de  la  courbe  Svi'  qui  sont  respectivement  parallèles 
aux  trois  asvmptotes  de  O  sont  respectivement  situées  au  milieu  entre  chaque  asymp- 
tote et  les  quatre  tangentes  5^(,  (|ui  lui  sont  parallèles. 

La  courbe  j{|''  rencontre  la  courbe  E'  dans  les  mêmes  six  points  Pj  et,  en  outre, 
dans  les  dix-huit  points  P,  (III). 

Si  l'on  prend  pour  pôle  P  le  point  milieu  Jfl  d'une  quelconcpie  des  cordes  aa,z=  ^ , 
sa  polaire  intérieure  1'  touchera  la  base  C'  dans  les  extrémités  a  et  ai  de  la  corde. 
Pour  tout  autre  pôle,  I-  et  Q  ne  peuvent  se  toucher.  Donc  ces  deux  courbes  ne  peu- 
vent pas  avoir  un  seul  contact  en  un  seul  point  ;  mais  dès  qu'elles  ont  un  contact 
simple  en  im  point  quelconque  (i,  elles  ont  nécessairement  encore  un  second  contact 
dans  un  autre  point  a, ,  et  alors  les  tangentes  .31  et  /ït,  passant  par  ces  points  de  contact 
sont  parallèles,  et  la  corde  de  contact  aa,  passe  par  le  pôle  P  en  l'ayant  pour  point 
Ujilieu.  Donc  : 

Le  lieu  du  pôle  dont  la  polaire  intérieure  V  iloit  toucher  la  base  C'  est  la  courbe  du 
douzième  degié  ivl''  que  nous  avons  déterminée  ci-dessus;  les  courbes  V  et  C  se  tou- 
chent toujours  en  deux  points  simultanément,  et  les  deux  tangentes  aux  dtux  points  de 
contact  sont  parallèles.  De  là  il  suit  : 

Qu'il  ne  peut  JMS  exister  dans  la  base  donnée  C  deu.c  cordes  ^  qui  se  coupent  ilans 
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leurs  points  miliriu: ;   et,  cnnsé(jiiemment ,  la  tourbe  Sfl'    ne  peut  avoir  aucun   autre 
point  multiple  hormis  les  trois  points  quadruples  a ^  mentionnés  ci-dessus. 

§  IV. 

Si  lii  hase  donnée  est  une  courbe  générale  du  quatrième  degré  C,  et  si ,  consequem- 
inent,  la  polaire  intérieure  d'un  pôle  quelconque  est  une  courbe  du  troisième  degré  1-, 
cette  dernière  ne  pourra  se  décomposer,  s'il  y  a  lieu  ,  qu'en  une  courbe  du  second 
degré  et  une  droite ,  ou  en  trois  droites.  Cette  décomposition  ne  pourra  avoir  lieu  que 
par  suite  d'une  coïncidence  de  deu.x  d'entre  les  six  cordes  oa, ,  èé, ,  ce,,  dd^,  ee,  et 
ff,  qui  passent  par  le  pôle  P  (  lesquelles  deux  cordes  forment  alors  une  corde  double  S,} . 
Car,  comme  en  ce  cas  il  ne  peut  pas  passer  par  les  deux  couples  d'extrémités  «  et  a,, 
6  et  è,  qui  se  trouvent  sur  S.,  une  courbe  P  proprement  dite  ,  il  faut  que  la  courbe  se 
décompose,  et  que  S,  même  en  forme  une  partie:  L'autre  partie  passera  alors  par  les 
huit  extrémités  des  quatre  autres  cordes  S,  et  sera,  en  général,  une  conique  P  qui  a  le 
pôle  P  pour  centre,  et  qui  pourra,  dans  des  cas  particuliers,  se  décomposer  à  son  tour 
en  deux  droites.  Cette  décomposition  peut  avoir  lieu  de  deux  manières,  à  savoir  :  i°dès 
qu'il  coïncide  encore  un  couple  de  cordes  parmi  les  quatre  cordes  qui  restent,  les 
deux  cordes  du  troisième  couple  coïncideront  nécessairement  aussi ,  de  sorte  que  I 
sera  formée  de  trois  cordes  doubles  S2  ;  2°  il  peut  arriver  que  des  extrémités  des 
quatre  cordes  ce,,  dd,,  ee, ,  J'y,,  quatre  extrémités,  dont  une  de  chaque  corde, 
soient  c,  d,  e,f,  se  trouvent  sur  une  droite  I;  alors  les  quatre  autres  extrémités  c,,  rf, , 
e,,f,  se  trouveront  nécessairement  sur  une  autre  droite  I,;  et,  en  ce  cas,  P  sera  formée 
de  trois  droites,  S„  I  et  I,,  dont  les  deux  dernières  sont  parallèles  et  également  dis- 
tantes du  pôle  P.  Conséquemment ,  la  polaire  intérieure  P  peut  être  formée  : 

A.  De  V  -(-  Sj,    c'est-à-dire  d'une  conique  P  et  d'une  droite  ou  corde  double  S,  qui 

passe  par  le  centre  P  de  la  conique  ; 

B.  (a).  De  3S, ,  c'est-à-dire  de  trois  cordes  doubles  Sj ,  passant  par  le  pôle  P  ; 

{h''.   De  Sj-f- 1 -I- I, ,  c'est-à-dire  d'une  corde  double  S,  passant  par  le  pôle  P  et  de 
deux  droites  I  et  I,  parallèles  et  également  distantes  du  pôle  P. 

Lecas(A)se  présente  le  plus  fréquemment,  tandis  que  les  de\ix  cas  (B)  n'ont  lieu  que 
])our  certains  pôles  particuliers.  Quant  au  cas  (D,  a),  il  n'existe  en  tout  que  neuf  pôles, 
que  nous  désignerons  par  P3,  pour  lesquels  la  polaire  intérieure  V  se  décompose  en  trois 
cordes  doubles  S,.  Ces  pôles  sont  en  même  temps  les  neuf  pôles  correspondants  à  la 
droite  G,  par  rapporta  la  base  donnée ,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  les  points  d'intersection 
commune  de  toutes  les  polaires  extérieures  premières  A}  par  rapport  à  C*  dont  les  pôles 
se  trouvent  sur  la  droite  G..  Les  pôles  particuliers  qui  donnent  lieu  au  cas  (B,  è)  sont 
moins  faciles  à  déterminer,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite. 

Relativement  au  lieu  du  pôle  dont  la  polaire  intérieure  se  décompose  comme  nous 
venons  de  le  dire,  et  relativement  à  l'enveloppe  de  toutes  les  cordes  doubles  qui  se  pré- 
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sentent  en  même  temps,  ainsi  qu'à  certaines  autres  circonstances  intimement  lices  à 
cette  discussion  ,   on  obtient  les  théorèmes  et  les  propriétés  suivantes  : 

Le  lieu  du  pôle  P,  dont  la  polaire  intérieure  se  décompose  en  parties  de  la  manière 
qu'on  vient  de  dire,  est  une  courbe  P"  du  dixième  degré  et  de  la  trente-sixième  classe, 
ayant  les  susdits  neuf  pôles  particuliers  Pj  pour  points  triples,  touchant  la  base  C*  dans  s<s 
quatre  points  a  ^  situés  à  l'infini,  et  ayant,  en  conséquence,  elle-même  pour  asymptotes  les 
quatre  asymptotes  de  lu  base.  Les  autres  trente-deux  points  communs  aux  deux 
courbes  P'°  et  C  sont  des  pôles  particuliers  P°  jouissant  de  la  propriété  que  la  corde 
double  correspondante  S,  se  change  dans  une  tangente  S°  de  la  base  C,  tandis  que 
l'un  des  deux  couples  d'extrémités,  soit  b  et  b,,  se  réunit  dans  le  point  de  contact  P°. 
Donc  : 

Une  courbe  quelconque  du  quatrième  degré  C'  a  en  tout  trente-deux  tangentes  S°  qui 
jouissent  de  la  propriété  d'être  coupées  par  la  courbe  en  deux  points  a  et  a,  également 
distants  du  point  de  contact  P"  [*].  Des  courbes  du  huitième  degré  peuvent  passer  par 
les  trente-deux  points  de  contact  P". 

Nous  ne  connaissons  encore  que  quatre  des  dix  points  communs  à  la  courbe  P'°  et 
à  la  droite  G,,  savoir  les  quatre  points  situés  à  l'infini  a^  ;  mais  de  ces  points,  et  des 
quatre  asymptotes  A,  qui  leur  correspondent,  dépendent  les  six  autres  points  et  les 

[*]  O  thporème  crncordc  avec  le  théorème  donni-  par  M.  le  professeur  Hesse ,  paye  i6i  (lu 
lome  X\\  V  1  du  Journal  de  M.  Crelle;  car,  aii  moyen  de  la  projection  ,  on  passe  de  riiii  de  ces  deux 
lliéorèmes  à  Taiilre,  ou  bien  ces  deux  ihéorèiiies  sont  contenus  Tun  et  l'autre  dans  le  théorème 
suivant  : 

S/  sur  chaque  laug.-ntr  d'une  courbe  donnée  du  quati  iènie  degfr  C*,  on  prend  le  quatrième  point  Q  con- 
jugué harmonique  du  point  de  contact  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  de  la  tançit'nt''  avec  la 
courbe  t  le  lieu  de  Q  sera  une  courbe  Q"  du  trente-deuxième  degré ,  qui  a  avec  la  courbe  donnée  des 
contacts  du  deuxième  ordre  dans  ses  vins^t-quatre  points  d  inflexion  (qui  a  en  commun  avec  elle  les  tan- 
gentes d'inflexion) ,  et  qui  la  coupe  dans  les  cinquante-six  points  de  contact  de  ses  l'ingl-huil  tangentes 
doubles ,  ce  qui  fait  en  tout  le  nombre  complet  des  '2\.Z  -(-  5(i  =  t1^  points  coinmuns  aur  deur  courtes. 
Les  trente-deux  tangentes  particulières  S"  dont  il  a  été  question  ci- dessus ,  sont  pai  allèles  aux  trente-deux 
asymptotes  de  la  courbe  Q". 

Qu'il  me  soit  permis  de  taire  à  celle  occasion  la  remarque  suivante: 

La  courbe  nodale,  désignée  dans  l'extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin  par  Q^' "~-^ , 
est  pour  la  hase  C*  une  courbe  déterminée  du  sixième  deyn-  QJ,  qui  passe  par  les  vingt-qnatre  points 
d'inflexion  de  la  base  C.  Or,  comme  il  passe  par  les  cent  vingt-luiil  points  communs  aux  courbes  Q" 
et  C*  une  infinité  d'autres  courbes  du  trente  deuxième  degré  ,  et  comme  ,  si  par  4  x  de  ces  cent  vingl- 
hnit  points  il  passe  une  courbe  Q*  d'un  degré  inférieur  au  trente  deuxième ,  il  passera  de  même  par 
les  118  —  4*  =  4(^2  -  ^')  aulies  points  une  inlinile  de  courbes  du  ("la  —  x)i«"«  degré,  Qj>— ',  il 
suit  :  Que  par  les  cinquante-six  points  de  contact  des  l'ingt  huit  tan^entei  doubles  de  lu  base  C*,  il  peut 
passer  une  infinité  de  courbes  du  quatorzième  digré  Q".  Car,  si  l'on  imagine  la  courbe  nodale  Q„ 
comme  ti  iple  ;  ou  a  la  manière  du  calcul ,  si  l'on  e!èvu  son  équation  il  la  troisième  puissance),  on 
pourra  la  regarder  comme  une  courbe  du  dix-liuitième  degré,  QJ',  qui  passera  comme  telle  par  les 
•if\.'i  ou  4'  18  points,  que  Q"  et  C*  ont  en  commun  dans  les  vingt-quatre  points  d'inllexion;  et  con- 
sequcmraenl ,  il  peut  passer  une  inlinité  de  coni  bes  Q'*  par  les  cîn<piante-six  points  de  contact  des 
vin;:l-huii  tangentes  doubles.  Je  montrerai,  dans  une  ocrasion  plus  convenable,  de  combien  de  ma- 
nières une  telle  courbe  Q"  peut  à  son  tour  se  dnomposer  en  parties. 
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directions  des  asymptotes  correspondantes.  Désignons  pour  un  instant  les  quatre  points 
a^  par  a,  p,  7,  S ,  et  les  six  points  inconnus  par  .r  et  x, ,  j  et  j,  ,  z  et  z,  ;  alors  chacun 
de  ces  derniers  couples  sera  formé  de  deux  points  conjugués  harmoniques  à  la  fois  par 
rapport  aux  deux  couples  de  points  qu'on  peut  former  des  quatre  premiers  points,  de 
sorte  que,  par  exemple, 

.rotjip     et     x-/x,8,     jrajKiV      et     /fll'iO,      zy.z^o     et     sfis,  7 

seront  des  systèmes  harmoniques  de  quatre  points;  ou  bien,  si  par  un  point  quelconque 
on  mène  quatre  droites  A ,  B ,  C ,  D  parallèles  aux  quatre  asymptotes  A,,  si  on  les  ar- 
range des  trois  manières  possibles  en  deux  couples,  savoir 

AB     et     CD,      AC     et     BD,      AD     et     BC, 

et  si  l'on  construit  trois  autres  couples  de  droites 

X     et     X,,      Y     et     Y,,      Z     et     Z, , 
tels  que 

XAX,B  et  XCX.D,     YAY.C  et  YBY,  D,      ZAZ,  D  et  ZBZ.C, 

soient  des  faisceaux  harmoniques;  alors  ces  droites  X,  X,,  Y,  Y,,  Z,  Z,,  sont  paral- 
lèles aux  six  asymptotes  inconnues  de  la  courbe  P'",  et  conséquemment  dirigées  vers 
les  six  points  x,X|,  XiT'i  ^1  ^1  'I^e  la  courbe  a  en  commun  avec  G^.  De  ces  trois 
couples  de  points,  deux  sont  toujours  réels,  tandis  que  le  troisième  est  imaginaire  ;  et 
d'une  manière  analogue,  des  six  asymptotes  quatre  sont  réelles  et  deux  imaginaires, 
pourvu  toutefois  que  les  premières  quatre  asymptotes  A^  soient  réelles. 

En  outre,  la  courbe  V°  passe  aussi  par  les  points  milieux  des  vingt-huit  tangentes 
doubles  de  la  base  O. 

Quant  aux  cordes  doubles  Sj,  la  courbe  P'°  sera  le  lieu  géométrique  de  leurs  points 
milieux,  mais  ces  cordes  elles-mêmes  envelopperont  une  autre  courbe,  savoir; 

Le  lieu  de  toutes  les  cordes  doubles  Sj  qui  forment  des  parties  de  polaires  intérieures 
V  décomposées ,  ou  qui  peuvent  en  général  exister  dans  la  base  donnée ,  est  une  courbe  S' 
de  la  neuvième  classe  et  du  trente-quatrième  degré  qui  a  avec  la  base  un  contact  du  troi- 
sième ordre  dans  ses  quatre  points  «„  situés  à  l'infini,  et  qui  a  conséquemment  pour 
asymptotes  les  quatre  asymptotes  de  la  base  ;  elle  touche  en  même  temps  chacune  de  ces 
asymptotes  encore  dans  un  second  point  déterminé,  de  sorte  qu'elle  a  ces  asymptotes  pour 
tangentes  doubles;  en  outre,  elle  touche  aussi  les  vingt-huit  tangentes  doubles  de  la  base 
et  a  la  droite  G^  pour  tangente  sextuple,  attendu  qu'elle  la  touche  dans  les  six  points 
x  et  X,,  y  et  y, ,  zet  z,,  déterminés  ci-dessus.  Car,  si  l'on  imagine  le  pôle  P  situé  dans 
un  de  ces  six  points,  soit  en  x,  la  corde  double  correspondante  S.,  coïncidera  avec  G. 
et  touchera  la  courbe  au  point  conjugué  x,,  et  réciproquement.  Il  en  est  de  même  pour 
les  deux  autres  couples  de  points.  Ces  contacts  sont  réels  ou  imaginaires  en  même  temps 
que  les  points  auxquels  ils  correspondent. 

Comme  la  base  C  est,  en  général,  de  la  douzième  classe,  elle  aura  en  commun 
Tome  X'.'lll.  —  Septembre  i853.  42 
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avec  la  courbe  S',  en  lout  12.9:=  108  tangentes,  lesquelles  consistent  :  1"  dans  les 
trente-deux  susdites  tangentes  S°  ;  2°  dans  les  vingt-huit  tangentes  doubles  de  la  base, 
comptées  deux  fois;  3"  dans  les  quatre  asymptotes  comptées  chacune  pour  rinc],  ce  qui 
fait  en  tout  32  +  28   3  +  4-5  =  108. 

Des  points  que  la  courbe  S''  a  en  commun  avec  la  droite  G,,  nous  en  connaissons 
déjà  seize,  savoir  :  les  six  points  de  contact  x,  Xi,  y,  y,,  z,  3,  comptées  deux  fois,  et  les 
quatre  points  a,.  La  courbe  étant  du  trente-quatrième  degré,  il  manque  encore  dix-huit 
points,  qu'on  détermine  par  la  considération  suivante,  qui  fait  connaître  en  même  temps 
quelques  autres  propriétés  : 

Par  chaque  point  donné  il  passe,  en  général,  neuf  cordes  doubles  Sz-  Si  ce  point,  que 
nous  appellerons  a ,  se  trouve  sur  la  base  C  même,  il  formera  l'une  des  deux  extré- 
mités de  chacune  des  neuf  cordes  doubles  S2,  i-t  alors  les  nexif  autres  extrémités  conju- 
guées a,  se  trouvent  sur  une  courbe  du  troisième  degré  a],  qui  a  avec  la  base  un  contact 
du  second  ordre  au  point  a,  et  de  même  les  points  milieux  P  des  neuf  cordes  doubles  se 
trouvent  sur  une  autre  courbe  du  troisième  degré  P',  qui  a  avrc  la  base  au  point  a  un 
contact  de  premier  ordre.  Si,  en  particulier,  le  point  a  est  un  point  d'inflexion  de  la  base, 
//  sera  aussi  un  point  d'inflexion  de  chacune  des  deux  courbes  a]  et  P\  Et  si  a  est  un 
des  susdits  trente-deux  points  d'intersection  P"  des  courbes  P'°  et  C,  la  hase  aura 
en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  a\,  et  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  courbe  P',  de  sorte  que  ces  deux  dernières  courbes  ont  en  ce  point  un 
contact  du  second  ordre. 

Quoique  par  chaque  point  il  passe  neuf  cordes  doubles,  celles-ci  ne  sont  cependant 
parallèles  que  trois  à  trois,  de  sorte  qu'il  n'y  a  que  trois  cordes  doubles  S.,  dirigées  à  la 
fois  vers  une  direction  quelconque  donnée;  ou,  en  d'autres  termes,  par  chaque  point  Q 
de  la  droite  G„  il  ne  passe  que  trois  cordes  doubles  S,  (non  situées  elles-mêmes  ii 
rinfini),  tandis  qui!  les  six  autres  coïncident  avec  la  droite  G,  munie.  Les  points 
milieux  P  de  trois  cordes  doubles  parallèles  se  trouvent  nécessairement  sur  un  dia- 
mètre D  de  la  base  C  (§  III,  I)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  la  troisième  polaire 
extérieure  D,  du  |)oint  Q  par  rapport  à  la  base,  et  les  trois  cordes  S2  ont  la  direction 
conjuguée  au  diamètre  D.  Qu'on  imagine,  en  outre,  la  première  polaire  extérieure  A^ 
du  même  point  Q  par  rapport  à  la  base;  elle  passera,  comme  on  l'a  déjà  observé,  par 
les  neuf  pôles  Pj,  qui  sont  des  points  triples  de  la  courbe  P'°;  et  conséquenunent  elle 
ne  |ieut  plus  rencontrer  cette  dernière  qu'en  trois  points  P,  lesquels  (en  vertu  de  la  po- 
sition des  neuf  points  P3) ,  se  trouvent  nécessairement  sur  une  même  droite.  Or,  cette 
droite  est  précisément  le  susdit  diamètre  D,  et  les  trois  points  d'intersection  P  sont 
précisément  les  points  milieux  des  trois  cordes  doubles  dirigées  vers  Q.  Donc  : 

Si  l'on  imagine  la  première  et  la  troisième  polaire  extérieure  \?  et  D,  d'un  point  (juel- 
conqur  Q  situé  sur  la  droite  G„  par  rapport  à  la  base  C,  elles  se  couperont  dans  les  trois 
pôles  P,  dont  les  trois  cordes  doubles  correspondantes  Sj  sont  ilirigécs  vers  le  même 
point  Q ,  ou  ont  la  direction  conjuguée  au  diamètre  D.  Et  si  le  point  Q  se  meut  sur  la 
droite  G,  ,  le  lieu  des  trois  points  d'intersection  P  de  sa  première  et  de  sa  troisième  po- 
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lairc  extérieure  sera  la  même  courbe  du  dixième  degré  P'",  qui  contient  tous  les  pôles 
dont  les  polaires  intérieures  V  se  décomposent  en  parties.  Toutes  les  polaires  A-  qui  se 
présentent  pendant  ce  mouvement  forment  un  faisceau  de  courbes  B(A^),  avant  pour 
points  fondamentaux  les  neuf  points  P,. 

Jl  peut  arriver  qu'une  des  polaires  A'  touche  la  courbe  P'",  ce  qui  fait  que  deux 
des  trois  points  d'intersection  P  se  réunissent  en  un  point  de  contact  jl»  de  P'°, 
A^  et  D ,  et  que  les  deux  cordes  doubles  correspondantes  S,  se  réunissent  en  une 
seule  S\.  Alors  cette  corde  *.j  touche  la  courbe  S'  au  point  correspondant  Q  (que, 
pour  ce  cas,  nous  désignerons  par  Qo)et  sera  en  conséquence  une  asyni|)(ote  de  cette 
courbe,  de  même  que  Qo  sera  un  de  ces  ])oints  qu'elle  a  en  commun  avec  la  droite  G^  , 
et  qu'on  demandait  ci-dessus.  Or,  comme  une  courbe  P/"  peut  être  touchée  par  les  courbes 
d'un  faisceau  B(Q')  en  p  [p  -^-  2q  —  3)  points  {voir  Extrait  I),  la  courbe  P'"  devrait 
être  touchée  par  le  faisceau  de  polairesB  (A-')  en  lo  (lo  -t-  2  3  —  3)  —  i3o  points  De 
ces  cent  trente  points,  cent  huit  sont  absorbés  par  les  neuf  points  communs  P  ;  il 
n'en  reste  donc  plus  que  vingt -deux  points,  parmi  lesquels  se  trouvent  encore  les 
quatre  points  o,  que  l'on  connaît  déjà ,  de  sorte  qu'il  ne  reste  que  dix-huit  points  de 
contact  Po  possibles.  A  ces  dix-huit  points  j),,  correspondront  donc  sur  la  droite  G„  les 
dix-huit  points  Qo  qu'on  avait  demandés  ainsi  que  les  dix-huit  asymptotes  ^ ,  de  la 
courbe  S' ;  cest-à-dire  les  dix- hait  points  Q„  que  la  courbe  8°  a  en  commun  avec  la 
droite  G^  et  dont  on  n'avait  pas  encore  rendu  compte ,  jouissent  de  la  propriété,  ou  sont 
déterminés  par  la  relation  que  la  première  et  la  troisième  polaire  de  chacun  d'eux,  par 
rapport  à  la  base,  se  touchent  dans  an  point  Ç»j,  et  que  l'asymptote  «©,  correspondant 
à  Qnpasse  en  même  temps  par  j)„.  Les  quatre  points  a,  jouissent  de  la  même  propriété, 
mais  en  présentant  cette  particularité,  que  chacun  d'eux  est  en  même  temps  Qo  et  |lli , 
c'est-à-dire  que  la  première  et  la  troisième  polaire  de  chacun  d'eux  touchent  la  courbe  P" 
en  ce  point  même.  La  troisième  polaire  de  ce  point  sera  l'asymptote  correspondante  de  la 
base,  de  sorte  que  les  quatre  asymptotes  de  la  base  en  seront  en  même  temps  des  dia- 
mètres particuliers.  Les  dix-huit  asymptotes  «^^  jouissent,  comme  cordes  doubles,  de 
la  propriété  particulière,  que  les  couples  de  tangentes  A  et  A,,  B  et  B,  ,  menées  à  In 
base  C'  par  les  extrémités  a  et  a„  b  et  b,  des  cordes  doubles,  ont  leurs  points  d'intersec- 
tion sur  le  diamètre  correspondant  D,  de  sorte  que  ce  diamètre  est  une  diagonale  du 
quadrilatère  complet  AA,  BB,  dont  les  deux  autres  diagonales  sont  jxirallèles  à  ^^ . 

Chaque  diamètre  D  rencontre  la  courbe  P'"  premièrement  dans  les  trois  points  P, 
situés  en  même  temps  sur  la  polaire  correspondante  A^,  et,  en  outre,  en  sept  autres 
points  P;  les  premiers  trois  points  se  distinguent  des  sept  autres  points  en  ceci  que  les 
cordes  doubles  Si  correspondant  aux  trois  points  ont  la  direction  conjuguée  au  dia- 
mètre, tandis  que  les  cordes  doubles  correspondant  aux  sept  autres  points  sont  conju- 
guées chacune  a  un  autre  diamètre,  respectivement.  Donc  :  Des  dix  pôles  P  qui  se 
trouvent  sur  un  diamètre  quelconque  D,  trois  lui  appartiennent  plus  pai ticulièrement 
en  Jouissant  de  la  propriété,  que  les  cordes  doubles  corr,  spondant  à  ces  pôles  ont  la 

kl.. 
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direction    conjuguée   h  ce  diamètre  ,    ou  sont   dirigées   vers    son  pôle  Q   situé   sur   la 
droite  G«. 

Relativement  à  la  totalité  des  diamètres,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Tous  les  diamètres  D  de  la  base  donnée  O  enveloppent  une  courbe  déterminée  D  dt 
la  troisième  classe  et  du  quatrième  degré,  ayant  trois  points  de  rebroussement  et  une  tan- 
gente double  Dj  ;  notamment  cette  courbe  touche  chacune  des  quatre  asymptotes  de  la 
base  [en  qualité  de  diamètres  particuliers)  en  un  point  qui  est  le  centre  de  gravité 
de  ses  trois  points  d'intersection  avec  les  trois  autres  asymptotes.  Nous  appelons  aussi 
la  courbe  D'  la  troisième  polaire  de  la  droite  G,,  par  rapport  à  la  base  C  [voir 
F.xtraitI). 

Conséquemment  il  passe,  en  général,  par  cliaquc  point  R  du  plan  de  la  courbe  C 
trois  de  ses  diamètres;  donc  il  passera  aussi  par  chaque  point  Q  de  G^  trois  diamètres 
parallèles  Dj ,  lesquels  ont  la  direction  conjuguée  an  diamètre  D  qui  est  la  troisième  po- 
laire du  point  Q.  Mais  les  directions  conjuguées  aux  trois  diamètres  D,  sont  différentes 
entre  elles  et  différentes  aussi ,  en  général ,  de  celle  du  diamètre  D  ;  savoir  : 

La  base  O  n'a,  en  tout,  que  trois  couples  de  diamètres  conjugués  [c'est-à-dire 
des  diamètres  dont  l'un  a  la  direction  conjuguée  h  l'autre),  lesquels  diamètres  sont  res- 
pectivement dirigés  vers  les  couples  de  points  x  et  x^,  y  et  r, ,  z  et  z,  situés  sur  la 
droite  G,  ,  et  conséquemment  parallèles  aux  couples  de  rayons  X  et  X, ,  Y  c^  Y,  ,  Z  et  Z,, 
construits  ci-dessus.  Si  l'on  imagine  le  point  Q  sitné  en  un  de  ces  six  points,  par  exemple 
enx,  le  diamètre  correspondant  D  passera  pai'  le  point  conjugué  jr,,  et  réciproquement. 
En  même  temps,  x,  sera  un  des  trois  points  P  qui  appartiennent  plus  particulièrement 
au  diamètre  D,  ou  dans  lesquels  ce  diamètre  est  rencontré  par  la  polaire  correspon- 
dante A-". 

Les  quatre  asymptotes  Aj  sont  les  diamètres  /particuliers  qui  sont  conjugués  ti  leur 
propre  direction. 

La  tangente  double  U^  de  la  courbe  D'  est  en  quelque  sorte  un  diamètre  double , 
c'' est-à-dire  conjugué  à  deux  directions  différentes,  de  sorte  qu'il  lui  correspond  aussi 
deux  pôles  différents  sur  la  droite  G„ ,  soient  Qï  et  QJ,  situés  dans  ces  deux  directions. 
De  même ,  il  faut  que  deux  fois  trois  pôles  P  lui  appartiennent  plus  particulièrement,  et 
que  les  cordes  doubles  Sj  correspondant  à  ces  pôles  aient  trois  par  trois  les  directions  con- 
juguées,  donc  soient  parallèles  ou  dirigées  vers  les  points  Q,  et  QJ. 

Les  directions  conjuguées  aux  trois  diamètres  qui  passent  par  un  point  donné  quel- 
conque R  .<!oiit  toujours  déterminées  par  les  asymptotes  des  deux  polaires  premières  A 
et  V  de  ce  même  point,  et  réciproquement. 

En  général,  chaque  pôle  P  (situé  sur  P'")  n'appartient  particulièrement  qu'à  un  seul 
des  trois  diamètres  (|ui  passent  par  ce  pôle,  savoir  au  diamètre  conjugué  à  la  corde 
double  correspondante  Seulement  des  neuf  pôles  particuliers  P, ,  chacun  appartient  en 
même  temps  aux  trois  <liamètres ,  puisqu'il  lui  correspond  aussi  trois  cordes  doubles, 
conjuguées  respectivement  à  ces  diamètres. 
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Les  trois  diamètres  qui  passent  par  chacun  des  neuf  pôles  P,  touchent  en  ce  point  tes 
trois  branches  de  la  courbe  P'°  qui  passent  par  ce  même  point. 

Si  le  pôle  Pi  (  =  P)  est  en  particulier  un  des  quarante  points  communs  aux  courbes 
P'"  et  D%  deux  des  trois  diamètres  qui  passent  par  ce  point  coïncident  avec  la  tan- 
gente D,  menée  à  la  courbe  D^  au  pôle  P^.  Le  troisième  diamètre  touche  la  courbe  D^ 
en  un  autre  point  que  nous  désignerons  par  R„  ;  désignons  ce  diamètre  par  D^.  En 
cette  circonstance,  deux  cas  peuvent  se  présenter,  savoir  le  pôle  Pi  peut  appartenir 
particulièrement  : 

1°.   Au  diamètre  D, ,  ou 
2".   Au  diamètre  Dr  ; 
ce  qui  détermine  ensuite  les  intéressantes  relations  que  voici  : 

I.  Si  le  pôle  P^  appartient  au  diamètre  D, ,  sa  polaire  intérieure  V  est  composée  dv 
P  -H  S:.,  la  corde  double  Sj  étant  en  même  temps  une  asymptote  de  la  conique  V. 

II.  Si  le  pôle  Pj  appartient  au  diamètre  D,,  sa  polaire  intérieure  est  composée  de 
S.  +  I  +  I, ,  les  droites  I  et  I,  étant  parallèles  et  également  distantes  du  pôle. 

Il  se  présente  ici  la  question  suivante  : 

Parmi  les  quarante  pôles  P^,  combien  en  appartient-il  à  des  diamètres  D,,  et  combien 
à  des  diamètres  D,  ;  ou  combien  existe-t-it  de  polaires  intérieures  se  décomposant  en 
I-  -|-  S2  de  manière  que  Sj  soit  une  asymptote  de  I-,  et  combien  en  eoriste-t-il  qui  se  dé- 
composent en  trois  droites  S2  +  I  -H  1 1  ? 

Je  ne  saurais  encore  répondre  d'une  façon  certaine  à  cette  question  ,  et  j'en  aban- 
donne la  solution  au  lecteur. 

J'ajoute  encore,  relativement  à  la  courbe  D',  que  : 

La  courbe  D'  est  le  lieu  géométrique  du  pôle  Rj,  dont  la  polaire  extérieure  A'  touche 
la  droite  G,  ;  et  la  troisième  polaire  du  point  de  contact  Q  est  précisément  le  diamètre  D 
qui  touche  la  courbe  D'  en  ce  pôle  Ro.  Or,  comme  la  polaire  intérieure  P  du  même 
pôle  Ro  a  toujours  en  commun  avec  la  droite  G,  les  mêmes  trois  points  que  la  polaire 
extérieure  A'  (§  I,  II),  il  s'ensuit  qu'elle  aussi  touche  la  droite  G^  en  Q.  Mais  j'ai  fait 
voir  que  ce  contact  n'est  possible  qu'à  condition  que  Q  soit  un  point  double  de  la 
courbe  V.  Donc,  on  peut  dire  aussi  : 

Le  lieu  géométrique  du  pôle  R„,  dont  la  polaire  intérieure  V  n'a  qu'un  seul  point 
double  Q(ou,  dans  un  cas  particulier,  trois  points  doubles  [*]),  est  la  courbe  D',  et  le 

(■]  Pour  que  la  polaire  P  puisse  avoir  detis  (011  trois  ;  points  doubles,  il  faut  qu'elle  se  compose 
de  l'-i-S,,  donc  il  faudra  que  lelieu  Jeson  pflle  soit  la  courbe  P'°,  et  en  ce  eas  les  points  doubles 
sont  les  points  d'intersection  de  V  et  S. ,  soit  (Ql,  et  ©,.  A  cette  occasion  ,  on  peut  se  demander  : 
Quelle  est  la  courbe  (Q," sur  laquelle  se  trouvent  tous  ces  points  doubles?  Lexposant  n,  qui  indique  son 
degré,  est-tl pcut-e'tre  égal  au  nombre  des  pôles  Fi  qui  appartiennent  à  des  diamètres  Dr'  Et  les  cordes 


334  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

lieu  géoméirique  du  point  double  est  In  droite  G„.  Pour  les  pôles  Pj  (  =  Roj»  liont  les 
polaires  intérieures  se  composent  de  Sj  -H  I  -H  I, ,  et  ont,  en  conséquence,  trois  points 
doubles,  il  n'y  a  qu'un  seul  de  ces  points  doubles  (savoir  l'intersection  de  I  et  I,)  qui 
se  trouve  sur  la  droite  G„;  et  pour  les  pôles  P^,  dont  les  polaires  intérieures  se  com- 
posent de  P  -)-  S, ,  les  deux  points  doubles  se  réunissent  en  un  seul ,  qui  se  trouve  sur 
G„  et  doit  être  considéré  comme  un  point  de  rebroussement. 

Si  le  pôle  R»  esc,  en  particulier,  un  des  trois  points  de  rebroussement  de  la  courbe  D', 
le  point  correspondant  Q  sera  en  même  temps  un  point  d'inflexion  de  sa  polaire  ex- 
térieure A',  et  un  point  de  rebroussement  de  sa  polaire  intérieure  P,  et  la  droite  G„ 
sera  respectivement  la  tangente  d'inflexion  et  de  rebroussement. 

Si  un  pôle  R  se  trouve  sur  le  diamètre  double  Dj  (  tangente  double  de  D'),  ses  deux 
polaires  A'  et  P  passeront  par  les  deux  points  Q;.  et  QJ  qui  correspondent,  sur 
la  droite  G^,  au  diamètre  Dj;  et  si  R  se  meut  sur  le  diamètre  D.,,  deux  couples 
(l'asvmptotes  des  polaires  A^  et  P  resteront  constamment  parallèles  à  elles-mêmes, 
attendu  qu'elles  sont  constamment  dirigées  vers  les  points  Q:  et  QJ. 

III. 

SUR    QUELQUES    PROPRIETES    DES    TRANSVERSALES    RECTILIGNES    PANS 
LES    COURBES    ALGEBRIQUES. 

§    P'. 

Une  courbe  donnée  C"  du  degré  m  est  rencontrée  par  chaque  droite  ou  transver- 
sale S  menée  dans  le  méine  plan  en  m  points  (réels  ou  imaginaires)  a.  Le  centre  de  gra- 
vité des  m  points  d'intersection  soit  désigné  par  A.  On  aura  relativement  à  ce  centre  de 
gravité  les  théorèmes  suivants  (dont  le  premier,  I ,  o  ,  est  généralement  connu)  : 

1,  a.  Si  la  transversale  S  se  meut  parallèlement  à  elle-même ,  son  centre  de  gravité 
(c'est-à-dire  le  centre  de  gravité  de  ses  m  points  d'intersection  variables  a)  décrit  une 
droite  déterminée  D,  savoir  le  diamètre  de  la  base  C"  conjugué  h  la  direction  de  S. 

b.  Si  l'on  donne  a  la  transversale  S  successivement  toutes  les  directions  possibles ,  on 
obtiendra  tous  les  diamètres  de  ta  base.  Parmi  ces  diamètres  ,  les  m  asymptotes  A,  de  la 
hase  se  présenteront  comme  les  diamètres  particuliers  qui  sont  conjugués  à  leur  propre 
direction.  Conséquemment ,  le  centre  de  gravité  de  toute  transversale  parallèle  à  une 
asymptote  est  situé  au  point  à  l'infini  a ^  de  l'asymptote.  Le  centre  de  gravité  de  la 


doubles  S,  qui  correspondiml  à  ces  pûtes  sont-elles  en  même  temps  des  asymptotes  de  la  courbe  (Q,"  .'  Au 
reste,  cette  courbe  inconnue  ({Q"  aura  les  neuf  pôles  P,  pour  points  triples,  de  intime  que  la 
courbe  P'".  l>e  lieu  des  points  doubles  de  toutes  les  polains  intérieures  1'  est  composé  de  (fSH'-t-  G 
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limite  G^,  considérée  comme  transversale,  est  indéterminé ,  se  trouve  sur  tout  diamètre 
qu'on  -voudra,  donc  dans  toute  direction  qu'on  voudra.  Tous  les  diamètres  de  la  base 
touchent  une  courbe  déterminée  de  la  [m  —  []'""  classe,  D""',  et  du  2  [m  —  2)"""  degré, 
JJJ201— i_  Pfotamment,  chaque  asymptote  A,  touche  cette  courbe  en  un  point  a„  qui  est  le 
centre  de  grai'ité  de  ses  m  —  1  points  d'intersection  avec  les  m  —  i  autres  asymptotes. 
Cette  courbe  a,  en  général,  -^  (m — 1)("' — 2)  tangentes  doubles  qui  sont  des  dia- 
mètres D-;  de  la  base  conjugués  à  la  fois  à  deux  directions  différentes.  Conséquent  ment 
il  passe,  en  général,  par  chaque  point  P  du  plan  m  —  i  diamètres  de  la  base  ;  ou  chaque 
point  P  est  le  centre  de  gravité  A.  de  m  —  i  transversales  S  passant  par  ce  point  et  con- 
juguées respectivement  à  ces  m  —  i  diamètres.  Si  le  point  P  se  trouve  sur  une  asymptote , 
cette  asymptote  elle-même  sera  un  des  m  —  i  diamètres ,  et  coïncidera ,  en  conséquence , 
avec  la  transversale  S  qui  lui  est  conjuguée  ;  et  puisque  cette  transversale ,  de  même  que 
les  autres,  doit  avoir  comme  auparavant  son  centre  de  gravité  en  P,  on  peut  considérer 
chaque  point  Ç  d'une  asymptote  A,  comme  centre  de  gravité  (f  une  transversale  S  qui 
coïncide  avec  cette  asymptote.  Si  l'on  transporte  P  au  point  à  finjini  a^  de  l'asymptote, 
les  autres  m  —  2  diamètres  seront  tous  parallèles  à  A, ,  les  m  —  2  transversales  conju- 
guées à  ces  diamètres  coïncideront  toutes  avec  G„,  et  la  transversale  conjuguée  à  \,  coïn- 
cidera avec  As,  comme  auparavant.  Enfin,  si  P  se  trouve  sur  la  droite  G ^  dans  une  di- 
rection quelconque,  tous  les  m  — i  diamètres  seront  parallèles  à  cette  direction,  cl  toutes 
les  transversales  conjuguées  à  ces  diamètres  coïncideront  avec  G,. 

c.  Comme  la  base  C"'est  de  la  m  (m  — i )'"'"' classe ,  elle  a  en  commun  avec  la  combe 
D"'"' en  tout  m  (/re  —  i)  {m  —  i)  tangentes;  donc /a  base  a,  en  général,  m[m  —  ^)[ni — i) 
de  ses  diamètres  pour  tangentes.  Parmi  ces  diamètres  particuliers,  il  faut  compter  no- 
tamment les  m  asymptotes  Aj  dont  les  points  de  contact  a,  se  trouvent  sur  G^.  Nous 
désignerons  les  m-  (m  —  2  )  autres  diamètres  par  D„  et  leurs  points  de  contact  avec  la 
base  par  d„. 

II,  a.  Si  l'on  fait  pivoter  une  transversale  quelconque  S  autour  d  un  pôle  P  situé  sur 
cette  transversale,  le  centre  de  gravité  A  décrira  une  courbe  A™  du  m'""'  degré  et  de  la 
2  [m  —  I  )"""'  classe,  qui  a  le  pôle  P  pour  point  (/« —  i  )'"/"'*,  qui  est  touchée  en  ce  point  par 
les  [m —  r  )  transversales  ayant  P  pour  centre  de  gravité  (  I,  b),  et  dont  les  m  asymptotes  2tj 
sont  respectivement  parallèles  aux  m  asymptotes  Aj  de  la  base.  Les  deux  polygone\  for- 
més des  m  droites  J3V,  et  des  m  droites  A,  sont  semblables  et  semblahlement placés  ;  ils  ont 
le  pôle  P  pour  centre  de  similitude,  et  leurs  dimensions  homologues  sont  dans  le  rapport 
de  i  :  m.  Conséquemment,  tous  les  polygones  m  ^s  formés  des  m  asymptotes  des 
courbes  A"  correspondant  à  des  pôles  P  quelconques  sont  égaux  et  semblables.  Si  l'on 
imagine,  outre  la  base  donnée  C" ,  d'autres  courbes  C^,  C?,...  ayant  en  commun  avec  la 
base  les  m  asymptotes  A, ,  il  correspondra  à  chaque  pôle  P ,  par  rapport  n  toutes  ces 
courbes,  une  seule  et  même  courbe  A"',  et,  de  même,  ces  courbes  auront  en  commun  tous 
les  diamètres  T) ,  ainsi  que  leur  enveloppe  D""'.  Parmi  les  courbes  C^,...  qui  ont  en 
commun  avec  C"  les  m  asymptotes  Aj,  il  en  criste  une ,   soit  C^,  qui  a  le  pôle  V  pour 
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point  [m  —  1  y"/»'',  et  qui  a  en  commun  avec  la  courbe  A"  les  m  —  r  tangentes  qui  la  tou- 
chent en  ce  point,  de  sorte  que  tes  branches  respectives  des  deux  courbes  se  touchent  en 
ce  même  point.  En  d'autres  termes ,  les  deux  courbes  Cp  et  A"'  sont  semblables  et  sem- 
hlablement placées ,  elles  ont  V pour  centre  de  similitude ,  et  leurs  dimensions  homologues 
sont  dans  le  rapport  de  m  :  i .  Si  l'on  fait  passer  le  pôle  P  à  l'infini  dans  une  direction 
déterminée ,  la  courbe  A"  se  décompose  dans  le  diamètre  D  conjugué  à  cette  direc- 
tion, et  dans  une  autre  partie  située  tout  entière  à  l'infini. 

h.  Attendu  que  la  courbe  A"'  passe  (en  vertu  du  parallélisme  des  asymptotes)  par 
les  m  points  a„  de  la  base  C'°  situés  à  l'infini  sur  G.,  il  faut  que  les  m  [m  —  i)  autres 
points  communs  aux  deux  courbes,  que  nous  désignerons  par  A, ,  se  trouvent  sur  une 
courbe  du  Im  — iV»™'  degré  A""'.  Ou,  par  chaque  pôle  V  il  passe  m  [m  ■ — i)  transver- 
sales particulières  S,  (=  S)  dont  les  centres  de  gravité  Ai  se  trouvent  sur  la  base  même, 
et  sont  en  même  temps  les  points  d'intersection  de  la  base  avec  une  courbe  du  [m  —  i  )""" 
dcré  A""'.  Si  le  pôle  P  se  trouve  sur  la  base  même,  celle-ci  aura  en  P  un  contact  du 
(m  —  2  )■'""  ordre  avec  A^"'  •  Le  contact  sera  du  (m  —  i )"""  ordre,  si  une  des  m  —  i  trans- 
versales,  qui  ont  P  pour  centre  de  gravité,  coïncide  avec  la  tangente  de  la  base  au 
ijoint  P.  Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un  nombre  déterminé  de  pôles ,  savoir 
pour  m  [m  — l)'  pôles.  Si  Con  fait  passer  le  pôle  P  a  l'infini  dans  une  direction  quel- 
conque, des  m  [m — i)  transversales  S,  m  seulement  resteront  présentes  dans  la  figure  ; 
elles  seront  parallèles  à  cette  même  direction,  et  leurs  m  centres  de  gravité  A,  se  trouveront 
sur  le  diamètre  D  conjugué  h  cette  direction  dont  ils  seront  en  même  temps  les  points 
ff intersection  avec  la  base.  Les  m  [m  —  2)  autres  transversales  S,  coïncideront  avec  ta 
droite  G,  ,  et  leurs  centres  de  gravité  seront  réunis  par  groupes  de  m  —  2,  dans  les  Jn 
points  a^  de  la  base,  de  sorte  qu'en  ce  cas  la  courbe  A''l~'  sera  formée  de  D-|-('"  —  2)G.. 
Dans  le  cas  particulier  où  l'on  considère  les  deux  courbes  C^  et  A"  la't,  les  m  (m  — 1) 
points  A,  communs  à  ces  deux  courbes  sont  tous  réunis  au  pôle  P,  et  la  courbe  Af"' 
se  déconrpose  dans  les  m  — i  tangentes  de  contact  [*]  en  ce  point. 

Si,  en  particulier,  la  courbe  A"  touche  la  base  C"  en  un  point  quelconque,  la  courbe 
correspondante  A'"~'  touchera  la  base  en  ce  même  point. 

c.  Si  le  pôle  P  se  meut  sur  une  droite  fixe  quelconque  G,  les  courbes  A'",  qui  lui 
correspondent,  par  rapport  à  C"',  de  la  manière  que  nous  venons  de  dire  (n  \  for- 
meront une  série  de  courbes  S  (A"  )  ayant  en  commun  ,  outre  les  m  points  a,  de  la  base , 
Ii>  centre  de  gravité  de  la  droite  G,  que  nous  désignerons  par  A^.  En  outre,  ces 
courbes  sont  disposées  dans  le  plan  ,  de  telle  sorte  que  par  chaque  point  jl  il  passe  en 
général  m —  1  de  ces  courbes,  que  la  base  a  dans  chacun  de  ses  m  points  a,  avec 
une  de  ces  courbes  un  contact  du  premier  ordre,  et  dans  chacun  de  ses  m  points  d'in- 
tersection avec  la  droite  G  avec  une  de  ces  courbes  un  contact  du  [m —  2)'  oidre,  et 
qu'elle  est  touchée  encore  par  m  {m- —  3)  de  ces  courbes  en  autant  d'autres  points. 

[*1  C'cst'à'dire  les  tangentes  communes  au  point  de  contact  des  deux  courbes 
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Les  courbes  de  la  série  S  (A™)  sont  toutes  enveloppées  par  la  courbe  D"""'  (1,  h  \  qui 
est  touchée,  en  général,  par  chaque  courbe  A'"  en  lm  —  3  points  différents.  Mais parni 
ces  courbes  A"  il  en  existe  ^{m  —  2  )  qui  ont^  avec  la  courbe  D'""'  dans  un  de  ses  points, 
un  contact  du  troisième  ordre ,  de  sorte  qu'elles  ne  la  touchent  en  outre  qu'en  2ni  —  5 
points.  Enfin  la  série  de  courbes  S  [A"")  jouit  de  la  propriété,  qu'une  courbe  donnée  quel- 
conque du  degré  q  est  touchée  par  q  [q  -\-  i)  ('"  —  ■)  '^'^^  courbes  de  ladite  série  ;'con<ié- 
f|Heminent  toute  droite  donnée  est  touchée  par  2(m  —  1)  de  ces  courbes  [*]. 

Les  m  —  I  transversales  qui  ont  le  pôle  P  pour  centre  de  gravité  (I,  è)  donneront 
lieu,  pendant  que  P  se  meut  sur  la  droite  G,  à  des  systèmes  de  transversales  consti- 
tuant ensemble  la  totalité  des  transversales  dont  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  G. 
Désignant  chacune  de  ces  transversales  par  S^,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Le  lieu  [**]  de  toutes  les  transversales  S^  dont  les  centres  de  gravité  A  se  trouvent  sur 
une  droite  donnée  quelconque  G ,  est  une  courbe,  S'g,  de  la  m"""'  classe  et  du  2  (m  —  i  )'' 
degré,  qui  a  la  droite  G,  pour  tangente  [m  —  i )'"?'",  qui  touche  les  asymptotes  A,  de  la 
base,  et  qui  touche  la  droite  G  dans  son  rentre  de  gravité  A». 

Ce  théorème  fait  en  quelque  sorte  pendant  au  théorème  [a).  Au  moyen  de  ces  deux 
théorèmes ,  on  obtient  facilement  tous  les  théorèmes  suivants  : 

m,  a.  Pour  que  la  transversale  S,  menée  dans  le  plan  de  la  base  fixe  G'",  puisse 
toucher  une  autre  courbe  donnée  quelconque  de  n"""  classe ,  K",  il  faut  que  son  centre 
de  gravité  A  soit  sur  une  courbe  du  mn'""'  degré  A"'",  qui  a  les  m  points  a^  de  la  base 
pour  points  n"'P'",  et  dont  les  asymptotes  sont  conséquemment  parallèles  par  groupes  de 
n  à  chaque  asymptote  Aj  de  la  base,  respectivement.  Les  n  asymptotes  JV,  d'un  groupe 
correspondent  aux  n  tangentes  T  de  la  hase  qui  ont  la  même  direction,  de  telle  sorte  que 


[*J  Si  le  pôle  V,  au  lieu  de  se  mouvoir  sur  la  droite  Çj,  se  meut  sur  une  courbe  du  n^'"^  degré  G'^ ,  la  série 
correspondante  S  (A™)  jouira  des  propriétés  suivantes  :  i  "  Les  courbes  de  cette  série  ont  en  commun  les  m 
points  »_  de  la  base.  1°  Par  chaque  point  P  du  plan  il  passe ,  en  général ,  n(m  —  1)  courbes  A".  3°  ia 
hase  C"  a  dans  chacun  des  m  points  a»  avec  n  de  ces  courbes  un  contact  du  premier  ordre,  puis  dans 
chacun  de  ses  mn  points  d'intersection  avec  la  courbe  G",  avec  une  de  ces  courbes  un  contact  de  l'ordre 
(  m  —  2)  ,  et  enfin  avec  nm  (m'  —  3  )  de  ces  courbes  en  d'autres  points  déterminés  un  contact  du  premier 
ordre.  ^^  Une  courbe  donnée  quelconque  du  q""'"^  degré  Q'  fil  touchée,  en  général,  par  nq[q-^-\){m  —  l) 
courbes  A™  5°  L'enveloppe  de  la  série  S  (A'")  est  composée .  (a)  des  m  points  a»  ;  (  ^)  de  la  courbe  n""' 
touchée,  en  général,  par  chaque  courbe  A'"  en  2  m  —  3  points,  tandis  qu'il  existe  ^  n{m  —  2)  de  ces  courbes 
\°'  qui  ont  avec  D"""'  en  un  de  ses  points  un  contact  du  troisième  ordre;  (•/)  de  (m  —  1)  (m  —  2)  Jbis  la 
courbe  donnée  G"  ;  (J)  d'une  courbe  déterminée  du  degré  mn ,  laquelle  cependant  n'est  touchée,  en  géné- 
ral,  par  chaque  courbe  A"  qu'en  un  seul  point. 

Si  le  pôle  P  se  meut  sur  la  base  C"  même,  celle-ci  aura  non-seulement  dans  chacun  des  points 
occupés  successivement  par  P  un  contact  du  (m  —  2)'""*  ordre  avec  les  courbes  coircspondantes  A™ 
et  A'J'"'  (b)  ,  mais  elle  touchera,  en  outre,  m  (m^ —  m' —  m  —  ï)  courbes  A™  {ainsi  que  les  courbes  corres.^ 
pondantes  A'"~'  )  ;  elle  en  touchera  m  (m — i)'  au  point  même  occupé  respectivement  par  le  pôle  [contact 
du  (m  —  ly""'  ordre  ],  tandis  qu'elle  en  touchera  m  [m  —  2)  (m'  +1)  en  d'autres  points  déterminés. 
(•*]  C'est-à-dire  l'enveloppe. 

Tome  XVIII.— Septejiere  i8n3.  43 
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la  distance  d'une  de  ces  asymptotes  3^,  à  l'asymptote  Aj  est  à  la  distance  de  la  tangente 
correspondante  T  à  Aj,  comme  (m  —  i)  :  /«. 

b.  Pour  que  le  centre  de  gravité  A  de  la  transversale  S  puisse  se  trouver  sur  une 
courbe  donnée  du  n^'""  degré  G",  il  faut  que  la  transversale  touche  urie  courbe  S'""  de 
la  mn''""  classe  et  du  degré  n[n —  i){m —  \)  +  in[m —  i)  =  (m —  i)  «(n+  i),  la- 
quelle courbe  a  les  m  asymptotes  A,  de  la  base  pour  tangentes  n'"?'"  et  la  droite  G. 
pour  tangente  n[m  —  t  y"pl'.  Les  n[m  —  l  ) points  de  contact  de  cette  courbe  avec  G. 
sont  déterminés  par  les  directions  conjuguées  aux  nfois  [m  —  l)  diamètres  de  la  base 
qui  sont  respectivement  parallèles  aux  n  asymptotes  de  la  courbe  donnée  G".  Les 
n  [n  — i)  ('«  — i)  asymptotes  rectilignes  ^,  de  la  courbe  S'""  ont  les  directions  conju- 
guées aux  diamètres  de  la  base  qui  touchent  la  courbe  G",  et  ces  asymptotes  passent 
respectivement  par  les  points  de  contact  de  ces  diamètres,  et  sont  ainsi  complètement 
déterminées . 

IV.  Le  lieu  de  la  transversale  S,  dont  le  centre  de  gravité  Ai  se  trouve  sur  la  base  C" 
même  (II,  b)  et  coïncide  conséqucmment  avec  un  des  m  points  d'intersection  a,  que  nous 
désignerons  par  a, ,  est  une  courbe  si>('"— 0^  de  la  m  [m  ^i  )"""  classe  et  du  ni  (/n- —  3)""" 
degré,  qui  a  la  droite  G^  pour  tangente  m  {m  —  12. ''"P'',  qui  a  en  commun  avec  la  base 
ses  m  asymptotes  Aj  ayant  en  même  temps  ces  asymptotes  pour  tangentes  (m  —  i]'"/"'", 
et  qui  touche,  en  outre,  la  base  en  m^(^m  —  2 )  autres  points  déterminés.  Les  m  ( m  —  a ) 
points  -le  contact  de  la  courbe  S'"  '"'"''  avec  la  droite  G,  sont  déterminés  par  les  directions 
conjuguées  aux  diamètres  de  la  base  qui  sont  parallèles,  par  groupes  de  m  —  2  ,  aux 
m  asymptotes  Aj(I,  b}.  Les  m  [m — i?  asymptotes  rectilignes  de  la  coarèe  S" ("■"'' 
[parmi  lesquelles  sont  comprises  les  m  asymptotes  Aj)  passent  par  les  points  d,,  de  la 
base,  en  chacun  desquels  la  base  est  touchée  par  un  de  ses  diamètres  D,  (  1,  c).  Chacunt 
de  ces  asymptotes  a  la  direction  conjuguée  au  diamètre  correspondant ,  donc  elle  est 
déterminée. 

La  courbe  S"' '"'"''  a  en  commun  avec  la  base  C"'  en  tout 

m  [m  —  I  )  X  "'  ( '«  —  I ) 

tangentes.  D'après  cela,  on  pourrait  conclure  que  la  base  a  un  nombre  ei,'al  de  tan- 
gentes S°  dont  les  centres  de  gravité  A,  se  trouveraient  sur  la  base  niC-nie.  Mais  ce  n'est 
pas  précisément  ce  qui  a  lieu  en  réalité.  Mettons  à  part  d'abord  les  m  asymptotes  A,  de 
la  base,  comptées  chacune  pour  m,  donc  toutes  pour  «/'  tangentes  communes;  il  restera 
encore 

(/n  —  2)  m' 

tangentes  communes  S"  dont  les  points  de  contact  «..  avec  la  base  ne  sont  pas  situes  à 
l'infini.  Relativement  à  ces  tangentes,  on  doit  se  poser  la  question  :  Pour  combien 
d'entre  elles  le  centre  de  gravité  A,  coïncide-t-il  avec  le  point  de  contact  «,,  et  pour  com- 
bien d'elles  coïncide-t-il  avec  un  des  ni  —  2  points  d'intersection  a ,  soit  avec  fl,?  Attendu 
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que  deux  des  m  points  d'intersection  a  sont  réunis  au  point  de  rontact  a  ,  j'ai  sup- 
posé [*]  que  les  probabilités  des  deux  cas  sont  dans  le  rapport  de 

a:  [m  — -2), 
il'où  il  suit  que  /c  centre  de  gravité  A,  des  [m  —  2  )  /w'  tangentes  S"  se  trouve 
[f]  2. [m  —  2) nr  fois  en  a-., 

et 
(2)  (m  —  2  ^ m-  fois  dans  un  des  points  a,. 

Mais  si  le  centre  de  gravité  A,  se  trouve  au  point  de  contact  a,,  la  courbe  S'"*""""'' 
touchera  nécessairement  en  ce  point  la  tangente  S°,  donc  aussi  la  base  C";  ainsi  S° 
doit  être  comptée  en  ce  cas  (comme  tangente  au  point  de  contact  des  deux  courbes) 
pour  deux  tangentes  communes,  et  doit  élre  considérée  comme  une  des  tangentes  par- 
ticulières SJ,  définies  au  §  IV,  de  l'Extrait  II.  Conséquemmcnt,  le  centre  de  gravité  k, 
ne  se  trouvera  en  a,  tjue  la  moitié  du  nombre  de  fois  qu'on  ruent  di-  déterminer  dans  la 
formule  (\);  donc  seulement 
(i*)  [m  —  2)/n^  fois. 

D'après  cela,  le  nombre  des  [m  —  2 )//!•'  tangentes  SJ  se  réduit  à 

(  /n  — ■  2 )  (m  —  i)  m', 

fi  il  résulte,  en  définitive,  que  : 

La  base  donnée  C'"  a,  en  général,  outre  les  asymptotes, 

a.  [m  —  2)  »i'  tangentes  dont  le  centre  de  gravité  A,  coïncide  avec  le  point  de  con- 
tact a.  ;  et 

b.  (m  —  2y  m''  tangentes  dont  le  centre  de  gravité  A,  se  trouve  dans  un  des  m  —  2 
points  d'intersection  a,  soit  en  «,  [**]. 

Au  reste,  la  même  chose  a  lieu  pour  les  m  asymptotes  A,.  Attendu  que  chaque  asymp- 
tote Aj  doit  être  comptée  pour  m  tangentes  communes,  il  faut  aussi  que  m  centres  de 
gravité  A,  se  trouvent  en  même  temps  sur  A^  et  sur  la  base  C"'.  Ils  se  grouperont  sui- 
vant le  rapport  de  2  :  (/w  —  2);  savoir,  deux  de  ces  centres  de  gravité  seront  réunis  au 
point  de  contact  a2(=:  «,)  où  les  deux  courbes  ont  en  même  temps  un  contact,  et  les 
m  —  2  autres  centres  de  gravité  coïncideront  avec  les  m  —  2  points  d'intersection  a 
de  A,  avec  C'". 

Ainsi  toutes  les  mi  m  —  i).m[m  — ij  tangentes  communes  SJ   se  groupent  et  se  ré- 

[*]  3'abandonne  à  d'autres  une  démonstration  rigoureuse  de  la  justesse  ou  de  la  fausseté  de  eetle 
supposilioQ    Pour  m  ^  3  et  m  =  4,  c'est-à-dire  pour  les  bases  C  et  C,  la  supposition  est  vraie. 

[**]  Probablement  des  courbes  du  m  (m— 2)''""  degré  peuvent  passer  parles  m' {in  — 2)  points  a.;  et 
alors  des  courbes  du  (m  —  2)' m"""  degré  passeront  aussi  par  les  (m  —  2)' m' points  a,.  Du  moins. 
c'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  bases  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 
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diiisent  de  la  même  manière;  sai-nir,  leur  nombre  se  réduit  à 

m  [m  —  i)', 
et  le  centre  de  gravité  A,  de  ces  tangentes  se  trouve 

(a)  m(m  —  il-   fois  en  a,, 

et 

(  P  )  m  [m  —  2  )  [m  —  i)'   fois  en  «,. 

Ici,  et  plus  encore  ci-dessus  (I,  b),  il  se  présente  la  circonstance  remarquable,  que  le 
centre  de  gravité  de  l'asymptote  Aj,  c'est-à-dire  le  centre  de  gravité  des  m  points  a 
qu'elle  a  en  commun  avec  la  base,  est  indéterminé,  et  peut  se  trouver  sur  elle  partout  où 
l'on  veut;  tandis  que  le  centre  de  gravité  de  toute  transversale  S  parallèle  à  A^  a  une 
position  déterminée,  étant  situé  à  l'infini  en  a^.  Cela  s'explique,  parce  qu'on  peut  ima- 
giner les  deux  points  n ^  et  a'^  qui  sont  réunis  dans  le  point  de  contact  n^_  de  Aj,  comme 
étant  situés  à  l'infini  dans  des  directions  opposées;  car  en  ce  cas  tout  point  quelconque 
de  Aj  peut  être  considéré  comme  étant  leur  point  milieu  ,  donc  leur  centre  de  gravité,  ce 
qui  rend  indéterminé  le  centre  de  gravité  des  m  points  a  pris  ensemble.  De  même  le 
centre  de  gravité  de  l'asymptote  Aj  est  déterminé  ou  indéterminé ,  selon  qu'elle  a,  avec 
la  base  an  point  n^,  un  contact  du  deuxième  ou  du  troisième  ordre,  respectivement. 

y.  Le  lieu  des  centres  de  gravité  A»  des  tangentes  S»  de  la  base  G",  considé- 
rées comme  des  transversales  S,  est  une  courbe  A™'"'"— "'~''  du  degré  m  [m'' —  m  — i); 
cette  courbe  a  les  m  points  a^  de  la  base  pour  points  (m-  —  m  —  jj'"/»'",  y  touche  ta 
base  avec  une  de  ses  branches,  et  la  coupe,  au  contraire,  avec  les  m'  —  m  —  2  autres 
branches  ;  elle  touche  encore  la  base  aux  [m  —  2)  m' points  a, ,  ci-dessus  indiques,  et  la 
coupe  aux  [m  —  2)- m- points  a,  (IV).  Conséquemment  elle  a,  en  commun  avec  la  base, 
les  m  asymptotes  Aj  de  cette  dernière  ;  mais  elle  a,  en  outre,  pour  chaque  asymptote  A, , 
m- —  m  —  2  autres  asymptotes  ^5  parallèles  à  A j.  Les  asymptotes  3lj  correspondent  aux 
m"-  —  m  —  2  tangentes  T  de  la  base  qui  sont  parallèles  h  la  même  A., ,  de  telle  sorte  que 
1rs  distances  d'une  asymptote  3*,  et  de  lu  tangente  correspondante  T  à  Aj  sont  dans  le 
rapport  de  (m  —  1  )  ;  m. 

VI.  Le  lieu  des  centres  de  gravité  Aj  de  tous  les  diamètres  D  de  la  base  don- 
née G"  considérés  comme  des  transversales  S,  est  (hormis  les  asymptotes  de  la  base) 
une  courbe  A'J' ''""*'  du  degré  m  [m  —  2  ).  Cette  courbe  a  les  m  points  a^  de  la  base  pour 
points  [m  —  2.)"'P'";  conséquemment  elle  a  pour  chaque  asymptote  A,  de  la  base 
m  —  2  asymptotes  ^^  parallèles  à  A,,  et  correspondant  aux  m  —  2  diamètres  D  (I,  b), 
parallèles  à  la  même  Aj ,  de  telle  sorte  que  les  distances  d'une  asymptote  3t,  et  du  dia- 
mètre correspondant  D  «  A,  sont  dans  le  rapport  de  [m  —  i  )  :  m.  Enfin  la  courbe  A"!  '"'"-' 
touche  la  courbe  D""',  enveloppe  de  tous  les  diamètres,  aux  mêmes  points  «„  où  cette  der- 
nière courbe  est  touchée  par  les  m  a\ymplotes  A,  de  la  base  (\,  b).  Les  m  (m  —  2)X"' 
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points  communs  aux  courbes  A;;'("'-')  et  C"  sont  les  centres  de  gravité  A,j  d'un  nombre 
égal  de  diamètres  de  C"';  et  comme  m  {m  —  2)  de  ces  centres  de  gravité  comcideiit  avec 
les  m  points  a,,  les  m  {m  —  j)  [m  —  2)  autres  points  indiquent  le  nombre  des  dia- 
mètres dont  les  centres  de  gravité  se  trouvent  sur  la  base ,  mais  pas  à  l'infini.  On  arrive 
au  même  résultat  en  considérant  les  m  (m—  if  tangentes  communes  aux  courbes 
S',"  '""''  (IV)  et  D"*-'.  Car,  si  l'on  en  retranche  les  asymptotes  A,  comptées  chacune 
pour  (m  —  i),  les  mim  —  i)  {m  —  2)  autres  tangentes  doubles  sont  précisément  les 
diamètres  dont  il  s'agit.  Donc  : 

La  base  donnée  C"  a,  en  généra/,  m  {m  —  i)  („;  _  2)  diamètres  dont  les  centre.-, 
de  gravité  se  trouvent  sur  la  base  même,  mais  pas  à  l'infini,  et  des  courbes  du 
[  m  —  i)  [m  —  1)'  degré  peuvent  passer  par  ces  centres  de  gravité. 

Relativement  aux  diamètres  D  et  à  leur  enveloppe  D"'~',  nous  ajoutons  encore  le 
théorème  suivant  ; 

Si  par  le  point  de  contact  «„  de  chaque  diamètre  D  de  la  base  C"  avec  l'enveloppe  D'"—, 
on  fait  passer  la  transversale  ^  (=  S)  conjuguée  au  diamètre,  le  lieu  de  cette  trans- 
versale sera  une  courbe  ^""-^  de  la  (^m  —  3)'  classe  et  du  4  (m  —  2)'  degré  ayant  la 
droite  G^  pour  tangente  2  (m  —  2)"'P'' ,  et  touchant  notamment  aussi  les  m  asymp. 
tntes  de  la  base. 

VII.  Les  théorèmes  précédenis,  appliqués  aux  bases  les  plus  simples  C  et  C,  donnent 
lieu  à  des  corollaires  nombreux,  tels  que  les  suivants  : 

a.  La  plupart  des  propositions  relatives  à  la  base  C^  ont  été  déjà  présentées  ci-dessns 
(Extrait  II,  §  III)  sous  un  autre  point  de  vue.  D'après  (IV) ,  la  courbe  Sf  toucherait  la 
base  en  (  3  —  2  )  3'  r=  g  points  a,  qui  sont  en  même  temps  les  centres  de  gravité  A,  des 
tangentes  correspondantes  S°;  en  outre,  le  centre  de  gravité  A,  de  (3— 2)^3^=  q  autres 
tangentes  S"  coïnciderait  avec  l'unique  point  d'intersection  «,  de  ces  tangentes.  Mais  ces 
deux  fois  neuf  tangentes  S°  se  réduisent  aux  neuf  tangentes  d'inflexion  de  C',  de  sorte 
que  dans  chaque  point  d'inflexion  un  point  «j  et  un  point  a,  sont  réunis  [voir  Ex- 
trait II,  §  III,  II,  2).  D'après  (V),  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité  A„  de 
toutes  les  tangentes  Sj  est  une  courbe  du  quinzième  degré  A^%  qui  a  les  trois  points  a^ 
de  la  base  C-  pour  points  quintuples,  et  touche  celle-ci  en  chacun  de  ces  points  avec 
une  de  ses  branches  respectivement ,  de  sorte  qu'elle  y  a  dix-huit  points  communs  avec 
la  base;  en  outre,  elle  a  avec  la  base  dans  ses  neuf  points  d'inflexion  un  contact  du 
deuxième  ordre,  et  conséquemment  a  en  commun  avec  elle  les  neuf  tangentes  d'in- 
flexion. Le  centre  de  gravité  A„  de  chaque  tangente  S„  est  situe  au  point  de  trisection 
le  plus  voisin  du  point  de  contact.  Désignant  par  M  le  point  milieu  de  chaque  tan- 
gente So ,  le  lieu  géométrique  des  M  sera  pareillement  une  courbe  du  quinzième  degré  M'% 
qui  a  les  trois  points  a„  pour  points  quintuples,/  touche  la  base  Ç?  avec  une  de  ses  bran- 
ches, et,  en  outre,  a  en  commun  avec  la  base  ses  neuf  points  d'inflexion  ainsi  que  les  neuf 
tangentes  d'inflexion  correspondantes.  Conséquemment  :  il  existe,  en  général,  dans  le 
plan  d'une  courbe  du  troisième  degré  Ç.^  [outre  les  trois  points  a^  et  les  neuf  points 
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d'inflexion)  cent  vingt  points  P  Jouissant  delà  propriété  d'être  en  même  temps  A„ ."/  M  , 
c'est-à-dire  d'être  en  même  temps  point  de  trisection  ou  centre  de  i;ravité  d'une  tan- 
gente, et  point  milieu  d'une  seconde  tangente.  D'après  (VI  >,  le  lieu  des  centres  de 
gravité  kj  de  tous  les  diamètres  D  est  une  courbe  du  troisième  degré  AJ  ayant  des 
asymptotes  parallèles  à  celles  de  C^  Conséquemment  les  triangles  des  asymptotes  des 
deux  courbes  sont  semblables  et  serablablement  places;  ils  ont  le  même  centre  de  gra- 
vité ,  lequel  en  conséquence  sera  en  même  temps  leur  centre  de  similitude  ;  leurs  côtes 
homologues  sont  dans  le  rapport  de  i:  3;  enfin  la  courbe  Aj  touche  les  côtés  du 
triangle  des  asymptotes  de  la  base  dans  leurs  points  milieux  a„  et  a  ses  propres  asymp- 
totes en  même  temps  pour  tangentes  d'inflexion ,  etc. 

b.  Relativement  à  la  base  C,  nous  signalons  entre  autres  les  relations  suivantes  : 
D'après  (IV),  le  lieu  de  toutes  les  transversales  S,  dont  les  centres  de  gravité  A, 
se  trouvent  sur  la  courbe  C  elle-même,  est  une  courbe  S[^  de  la  douzième  classe  et 
du  cinquante-deuxième  degré,  qui  a  en  commun  avec  Va  base,  outre  les  asymptotes, 
(i{  —  2)4^=128  tangentes  SJ.  Parmi  ces  tangentes,  soixante-quatre  coïncident 
deux  à  deux  ,  de  manière  à  ne  former  que  trente-deux  tangentes  S°  dont  le  centre 
de  gravité  A,  se  trouve  au  point  de  contact  o,,  et  que  nous  avons  discutées  d'une 
manière  plus  détaillée  ci-dessus  (Extrait  II,  §  IV);  le  centre  de  gravité  A,  des 
(4  —  2)^4'  =  *^4  autres  tangentes  S°  se  trouve  dans  un  des  deux  points  d'intersection 
n  ou  a,.  Si  l'on  désigne  le  point  de  contact  de  chacune  de  ces  dernières  tangentes  par  a  , 
et  les  deux  points  d'intersection  par  p  et  7  ,  et  si  l'on  suppose  que  le  centre  de  gra- 
vite A,  se  trouve  en  p ,  ^  devra  être  situé  entre  a.  et  7,  de  telle  sorte  que  ^7  =  2  ^a. 
Donc  :  Une  courbe  quelconque  du  quatrième  degré  C  a,  en  général ,  soixante-quatre 
tangentes  dont  les  deux  points  d'intersection  p  et  7  se  trouvent  du  même  côté  du  point  de 
contact  a. ,  la  distance  de  l'un  des  deux  points  d'intersection  au  point  de  contact  étant 
triple  de  celle  de  C  autre,  a7  :=  Sa^.  Des  courbes  du  seizième  degré  peuvent  passer  par 
les  soixante-quatre  points  a,  (ou  p).  Les  centres  de  gravité  A,  de  toutes  les  tangentes  S, 
de  la  courbe  C  se  trouvent  sur  une  courbe  du  quarante-tiuatrième  degré  (V).  Le  lieu 
des  centres  de  gravité  Aj  de  tous  les  diamètres  D  est  une  courbe  du  huitième 
degré  A.J,  qui  a  les  quatre  points  a,  et  les  trois  points  d'intersection  des  trois  couples 
(le  diamètres  conjugués  de  la  base  (Extrait  II,  §  IV  ;  pour  points  doubles.  Il  existe, 
KUtre  les  quatre  asymptotes  A^ ,  vingt-quatre  diamètres  D  dont  les  centres  de  gravité  Aj 
se  trouvent  sur  la  courbe  C  elle-même ,  et  des  courbes  du  sixième  degré  peuvent  passer 
par  les  vingt-quatre  points  A^  (  VI  ). 

Note.  Au  mnveii  de  la  projection  ,  on  donnera  aux  théorèmes  précédents  une-  forme 
plus  générale.  Les  centres  de  gravité  seront  alors  remplacés  par  des  centres  de  moyennes 
harmoniques,  qu'on  déterminera  de  la  manière  indiquée  par  M.  Poncelet  dans  son  inté- 
ressant Mémoire  .f«r/f.fct'«frMrfeOT07'f«n«  harmoniques  (Journal  de  M.  Crelle,  toiric  III, 
page  213). 
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§  II. 

I.  Les  m  points  d'intersection  «,  b,  c,  d,...  de  la  base  C"  aver  une  transversale 
quelconque  déterminent  sur  cette  dernière  \  m  [m  — i)  segments  ab  ,  ac ,  ad,...,  bc, 
bd,...,  cd,..,  ;  désignons  par  Q  le  point  milieu  de  chaque  segment.  Chaque  segment  est, 
relativement  à  son  point  milieu,  une  corde  simple  que  nous  désignerons  par  s  (au  lieu 
de  S  ,  voir  l'Extrait  II ,  §  I)  ;  et,  conséquemment,  il  se  trouvera  sur  chaque  transver- 
sale S ,  en  général,  \m[m — i)cordes  simples  .y  et  autant  de  points  milieux  Q.  Si,  en 
particulier,  la  transversale  S  touche  la  base ,  un  des  points  milieux  Q  se  trouvera  au 
point  de  contact,  soit  en  [ab)  ,  et  deux  fois  [m  —  2  )  points  milieux  coïncideront  par 
couples  en  /«  —  2  points.  Si  S  est  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  A,  de  la  base,  m  —  i 
points  Q  doivent  être  considérés  comme  se  trouvant  en  a,  ;  et  si  S  coïncide  avec  A, , 
i{m  —  2)  points  Q  se  trouveront  en  «„ ,  tandis  qu'un  autre  point  Q,  savoir  le  point 
milieu  des  deux  points  n  et  b  réunis  au  point  de  contact  a„,  reste  indétermine  et  pourra 
être  tout  point  de  A^  qu'on  voudra  { voir  §  I ,  IV  )  ;  les  autres  ^  (/«  —  2)  (m  —  3)  points  Q 
seront  déterminés  comme  auparavant.  Si  l'on  fait  passer  S  à  l'infini,  de  sorte  que 
S  =  G^  ,  les  points  Q  seront  indéterminés ,  parce  que  la  direction  de  G,  est  indéter- 
minée; mais  dès  qu'on  fixe  la  direction  de  G,,  tous  les  ^ m  [.11  —  i)  points  Q  sont  dé- 
terminés, savoir,  au  moyen  des /«  asymptotes  Aj  de  la  base.  Cette  indétermination  de 
la  direction  G„  fait  que  tout  point  Q,  situé  sur  G,  dans  une  direction  donnée  quel- 
conque, peut  être  considéré,  à  volonté,  comme  point  milieu  de  chacun  des  j m  (w —  i) 
segments  déterminés  par  les  points  a,,  b^,  c^,  d^, 

Ces  relations  donnent  lieu  aux  théorèmes  suivants  : 

II,  a.  Si  l'on  /ait  mouvoir  une  transversale  quelconque  ^parallèlement  à  elle-même  , 
ses  ^m{m — i)  points  milieux  Q  décriront  conjointement  une  courbe  Qs™!"'"')  fin 
y  m  [m —  lyé""  degré  et  de  la  m  [m  —  l)!'"  —  2)'"™  classe.  Cette  courbe  aura 
j  m  [m  — I  )  (m  — 2)  [m  —  3)  points  doubles  Q2  et  m  (m  — i)  tangentes  [m  —  2)'"/''"  qui 
touchent  en  même  temps  la  base.  Ses  asymptotes  ^,  passeront  respectivement  par  les 
jm[m — i)  points  d'intersection  des  m  asymptotes  Aj  de  la  base  et  formeront  par  rap- 
port à  celles-ci  les  conjuguées  harmoniques  à  la  direction  de  S ,  de  sorte  que  si  A,  et  B, 
sont  deujc  asymptotes  de  la  base  qui  la  touchent  respectivement  en  a„  et  en  b^  et  coupent 
une  quelconque  des  transversales  parallèles  S  en  a,  et  b,  respectivement,  la  droite  51,, 
menée  du  point  d'intersection  A,B,  par  le  point  milieu  Q,  du  segment  a,  b,,  sera  une 
asymptote  de  la  courbe  Q'  "' '^"'  '''i  qu  'elle  touchera  au  point  milieu  Q^  du  segment  a^b^. 
Au  reste,  on  obtient  toutes  les  autres  tangentes  de  la  courbe  Q'"'("'~  ')  par  une  con- 
struction pareille.  Si  l'on  imagine  les  tangentes  A  et  B  menées  à  la  courbe  C"  par  deu.x 
de  ses  points  d'intersection  a  et  h,  avec  S  ,  la  droite  ^,  menée  du  point  d'intersection  Ali 
par  le  point  milieu  Q  du  segment  ah,  touchera  la  courbe  Qî"'("'~')  au  point  Q. 

Si  la  transversale  S  se  meut,  en  particulier,  parallèlement  à  une  asymptote  A,  de  la 
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base,  le  degré  de  la  courbe-lieu  des  Q  sera  abaissé  d'une  unité,  nu  plutôt  ce  lieu  sera 
formé  de  l'asymptote  Aj  et  d'une  courbe  du  degré 

\ m  [m  —  i)  —  i  =  \{m  +  i)  [m  —  7.]. 

Cette  courbe  aura  A,pour  asymptote  {m  —  i^p''  et  la  touchera  au  point  n.  avec  m  —  2 
de  ses  branches,  lesquelles,  en  conséquence ,  s'y  touchent  aussi  les  unes  les  autres. 

b.  Si  l'on  donne  à  la  transversale  S  successivement  toutes  les  directions  possibles,  on 
obtiendra  une  série  de  courbes  S  [Q=  "*  ^'"~'^]qui  couvrent  le  plan  entier,  de  telle  sorte, 
qu'en  général,  par  chaque  point  P  (7  en  passe  \  m[m  —  i)  [*]. 

Pendant  que  la  transversale  S  change  de  position ,  les  j  w  (  /n  —  i  )  asymptotes  -31,  de 
la  courbe  variable  Qt™ ("*""')  pivotent  autour  des  points  fixes  d'intersection  mutuelle 
des  m  asymptotes  A^  de  la  base ,  et  forment  un  nombre  égal  de  faisceaux  de  rayons 
projectifs,  placés  en  partie  en  perspective  et  en  partie  obliquement;  conséquemraent , 
fes  faisceaux  auront  en  partie  leurs  points  d'intersection  G  en  perspective,  et,  en  par- 
tie engendreront  des  sections  coniques  K-  ;  savoir  :  chaque  faisceau  de  rayons  est  en 
pei-spective  avec  2  [m  —2)  faisceaux,  et  obliquement  placé  par  rapport  à  \{m — 2)  (m— 3) 
autres  faisceaux.  Les  points  G  et  les  coniques  K-  sont  liés  les  uns  aux  autres  par  des 
relations  nombreuses  que  cependant  nous  passerons  ici  sous  silence. 

III  a.  Si  l'on  fait  pivoter  la  transversale  S  autour  d'un  pôle  P  pris  sur  elle  à  vo- 
lonté, les  -m  [m  —  1) points  milieux  Q  décriront  une  courbe  Q'"'-"'~^'  du  degré  m  {m — 1) 
et  de  la  classe  (m  —  1)-  m.  Cette  courbe  aura  le  pôle  P  pour  point  ^m  (m  —  1)'"'''',  et 

[*]  Les  poinU  P  par  lesquels  il  passe  un  nombre  de  courbes  moindre  d'une  unilé,  se  trouveni 

sur  l'enveloppe  E'  de  cette  série  de  courbes,  laquelle  enveloppe  est  touchée  par  chacune  de  ces 

dernières  en  ^  m'  (m  —  l)'  points.  De  tfuelles  partiirs  cette  enveloppe  E*  est-elle  formée ,  ou  quelles  sont 

ses  propriétés?  Ke  serail-elle  pas  formée  de  deur  parties  distinctes,  savoir  :  1°  du  lieu  (;éoinélrique  de 

tous  les  points  doubles  Q.  de  la  série  de  courbes,  donc  de  deux  fois  une  courbe  du  x""" degré  Q' ; 

et  2"  du  lieu  géométrique  des  points  milieux  Q„  de  toutes  les  cordes  simples  ^  de  la  base  qui  joi- 

j'^nent  les  points  de  contact  de  tangentes  parallèles  de  la  base  (roir  Extrait  II ,  §  lll ,  IV)  ? 

T..  1.1.  .j  /  \  I  Jème   j  ï  ^..W  (m -i-l)(  m  —  2i 

J  ai  trouve  que  ce  dernier  lieu    est   du   m(«i-i-i)(ni  —  2;        degré,  donc  Q,  *  "  '. 

ni       -,      11         I  n  -.r         •    J      <->'      ^mfm-t-ilfm  —  2)       ,  ,     ,^imfm  —  1) 

U  après  cela ,  lenTcloppe  r.  serait  toroiee  de  at,), -t-ljo  ^  ^        '     ,  chaque  courbe  y      '  ' 

de  la  susdite  série  de  courbes  aurait  im{m — i)  (m  —  2)(''>  —  3)  points  doubles  situés   sur  Qj,  ce 
qui  compterait   pour  {m[m  —  ')  {nt — a)  (m  —  3)   contacts,   et,  conséquemmeni,    l'autre  partie 

Q,  ^"        ■^'"~    '  serait  touchée  par  chaque  courbe  Q'     ^  en  |m(m  — i;(-j«i  — 3)  points. 

Pour  la  base  C,  l'enveloppe  E'  serait  formée  seulcmont  de  QJ'  '  Extrait  II ,  §  lit .  H'  %  laquelle 
courbe  serait  touchée  par  chaque  courbe  Q'  en  neuf  points  Q„. 

Pour  la  base  C,  où  Qj  =  QJ°  (Extrait  II,  §  IV),  on  aurait 

E=  =  aQ;«H-0;'; 

chaque  courbe  Q*  aurait  trois  points  doubles   Q,  situés  sur  Q^',  et  toucherait  la  courbe  Q;'  en 
I rente  points  Q,. 
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aura,  en  outre,  jm(m  — ')('"  —  2)  (m  —  3)  points  doubles  Q,.  Elle  se  touchera  elle- 
même  [m  — i)Jbis  en  chacun  des  m  points  a,  de  la  base  C",  de  sorte  qu'elle  n'aura  que 
m  asymptotes  J2lj  dont  cependant  chacune  doit  être  comptée  pour  m  —  i .  Ces  asymptotes  se- 
ront respectivement  parallèles  aux  asymptotes  A,  de  la  base  et  seront  à  des  distances  moitié 
moindres  du  pôle,  de  sorte  ipie  les  deux  polygones  ii  m  côtés ,  formés  par  les  asymptotes 
m%,t  et  m  A;,  seront  semblables,  ayant  le  pôle  P  pour  centre  de  similitude  et  leurs  di- 
mensions homologues  dans  le  rapportde  1  :i.  Lorsque  le  pôle  est  situé,  en  particulier,  sur 
la  base  même,  le  lieu  géométrique  dont  il  s'agit  se  décompose  en  deux  parties  Q"  -l-Q'"  ("■-'). 
La  courbe  Q"  est  semblable  à  la  base  et  semblablement  placée  ;  elle  touche  celle-ci  au 
point  P  qui  est  le  centre  de  similitude  des  deux  courbes,  et  leurs  dimensions  homologues 
sont  dans  le  rapport  de  1:2;  conséquemment,  leurs  asymptotes  sont  parallèles  et  les  dis- 
lances respectives  de  ces  asymptotes  au  pôle  sont  dans  le  même  rapport  de  1:2.  L'autre 
courbe  Q'"  '"'~^'  a  le  pôle  pour  point  \{m  -\-  I  )  [m  —  2)'"'''''  et  les  m  asymptotes  ^.  de  la 
première  courbe  Q'"  pour  asymptotes  (m  —  ■2)'"P'"  ;  elle  a,  en  outre, 
~[Zm  '\--\)[m  —  7)  [m  —  3)  [m  —  4)  points  doubles  Q.,. 

h.  Si  la  courbe  Q^t™— ')  doit  passer  par  un  point  donné  quelconque  Çl  et  avoir  son 
pôle  P  .v«/-  une  droite  donnée  G ,  //  existera  {  m  {m  —  i  )  solutions.  Ou  :  Si  le  pôle  P  se 
meut  sur  une  droite  fixe  Çj  ,  la  série  de  courbes  correspondantes  S{Q'"'''"^'^)  jouit  de 
la  propriété,  que  par  cliaque  point^  du  plan  il  en  passe,  en  général,  \m  (m  — i),  et  que 
toute  droite  donnée  est  touchée  par  m{m' —  3)  de  ces  courbes.  L'enveloppe  de  cette 
série  de  courbes  est  forisiée  des  mêmes  parties  que  la  précédente  [voirU,  b,  la  note), 
mais,  en  outre,  de  différentes  autres  parties. 

IV.  Les  points  doubles  Q, ,  mentionnés  dans  les  théorèmes  précédents  (II,  a,  et  III,  a), 
indiquent  celles  parmi  les  transversales  S  sur  lesquelles  deux  des  ^m  [m  —  i)  segments, 
soit  ad  et  bc,  ont  le  même  point  milieu  Q2;  une  telle  transversale  forme,  d'après  la 
définition  et  la  notation  ci-dessus  données,  une  corde  double  Sj  qui  passe  par  le  point 
où  se  trouve  respectivement  le  pôle  P.  Donc  : 

a.  Le  lieu  de  toutes  les  cordes  doubles  82  d'une  courbe  donnée  C"  du  degré  m,  est  une 
courbe  de  la  jm{m  —  i  )  (m  —  2  )  (m  —  3  )'  classe  , 


qui  a  la  droite  G,  pour  tangente  \m{m  —  i){ni  —  2 )(/«  — 3 )'"''''■  et  chaque 
asymptote  de  la  base  pour  tangente  multiple  \*],  et  qui  touche  notamment  aussi  les 
\m[m  —  Q.){m' — 9)  tangentes  doubles  de  la  base.  On  obtient  les  directions  dcter- 


*)  Combien  de  tangentes  chaque  asymptote  de  la   base,  représente- t-elle?  Est-ce  qu'elle  en  re- 
présente (m  — 2)  (m  — 3),  et  la  courbe  dont  il  s'agit  toiiche-t-elle  chacune  des  asymptotes  de   la 
base  i{m  —  2){m — 3)  fois  au   point  a,,  do   manière  à  l'avoir  en   même  temps  pour   asymptote 
L  („,  _  2)  (m  —  3)'"'"'',  et  à  la  toucher,  en  outre,  en  autant  de  points  non  situés  à  l'infini  :" 
ïomeXVIil.-SErTEMur.E  iS55.  44 
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ininées  par  les  j  m  (m  —  i  )  >«  —  2}  (';«  —  3;  points  de  contact  de  la  courbe-lieu  des  cordes 
doubles  avec  la  droite  G,,  en  arrangeant  les  m  asymptotes  Aj  de  la  base  par  groupes 
de  quatre,  et  en  construisant  pour  chaque  groupe  trois  couples  de  ravons  harmoniques 
X  et  X, ,  Y  et  Y, ,  Z  et  Z,  d'une  manière  analogue,  comme  on  l'a  fait  ci-dessus  pour  les 
quatre  asymptotes  de  la  base  C*  (  Extrait  II ,  §  IV,  page  329).  Par  tout  pôle  P  quelconque 
il  passe,  en  général ,  j/n  (/«  —  i)  [m  —  2)  (m  —  3)  cordes  doubles  S..;si  le  pôle  se  trouve 
sur  G,,  il  n'en  reste  présentes  dans  la  figure  qu'un  tiers  de  ce  nombre,  tandis  que  les 
autres  coïncident  avec  G,.  Si  le  pôle  P  se  trouve  en  un  point  quelconque  de  la  hase  ,  il 
sera  lui-même  une  extrémité ,  soit  a  ,  de  ^ (^2 m  -+-  i)  (m  —  2)  (m  —  3)  cordes  doubles, 
dont  les  points  milieux  Q,  se  trouveront  sur  le  lieu  géométrique  Q"',  discuté  ci-dessus 
(  m  ,  a],  ainsi  que  sur  une  autre  courbe  du  [m  —  1  )  (  »»  —  3  )'  degré  qui  a ,  avec  Q"'  au 
pôle,  un  contact  de  l'ordre  j{m  +2)  (m  —  3 )  —  1 . 

b.  Le  lieu  des  points  milieux  Q,  de  toutes  les  cordes  doubles  S,  de  la  base  donnée  C"' 
est  une  courbe  du  {m ( m  -h  i){m  —  2 )  ( /w  —  3 )'  degré. 

Cette  courbe  a  les  asymptotes  de  la  base  pour  asymptotes  multiples  [y  (  »j — 2)  (m  —  3  )"•/''"  ?  ]  ; 
elle  coupe  la  droite  G,  aux  mêmes  points  où  celle-ci  est  touchée  par  la  courbe-lieu  des 
cordes  doubles  Si;  enfin  elle  passe  par  les  points  milieux  des  tangentes  doubles  de  la 
base. 

Si  un  des  -jmf/w  — i)  points  milieux  Q  d'une  transversale,  soit  Q, ,  se  trouve  sur  la 
base  même  (sans  que  le  segment  correspondant  soit  =0),  par  exemple  si  le  point 
milieu  Q,  du  segment  ac  se  trouve  au  point  d'intersection  b,  et  si  l'on  désigne  ,  comme 
ci-dessus  (Extrait  II,  §  III,  II},  la  transvei-saie  ou  la  corde  simple  ac  par  S, ,  on  obtien- 
dra facilement,  au  moven  des  théorèmes  précédents,  la  proposition  suivante  : 

c.  Le  lieu  de  toutes  les  cordes  simples  S,  de  la  hase  donnée  C"  dont  les  points  milieu. r 
Q.  se  trouvent  sur  la  base  même ,  est  une  courbe  de  la  m  [m  —  l )  ( '«  —  2  ^  classe. 

Cette  courbe  a  la  droite  G,  pour  tangente  j  m  {m  —  ')  (™  —  2 )'"'''',•  elle  a  les  m  asy  mp- 
totes  A,  de  la  base  pour  tangentes  2  {m  —  2]"'!''"  et  pour  asymptotes  (m  —  2 )'"'"''■',  et 
elle  touche  la  base  dans  .tes  3  m  (m  —  2)  points  d'inflexion.  Les  directions  déterminées 
par  les  points  de  contact  de  cette  courbe  et  de  la  droite  G,  peuvent  être  obtenues  d'une 
manière  analogue  comme  pour  la  base  C-*  (Extrait  II,  §  III,  II,  5),  au  moyen  des 
asymptotes  de  la  base,  savoir  :  les  trois  droites  qu'on  mène,  dans  chacun  des  triangles 
formés  par  trois  quelconques  des  asymptotes  de  la  base  C",  des  sommets  aux  points 
milieux  des  côtés  opposés,  sont  dirigées  vers  trois  de  ces  points  de  contact.  De  même 
le  point  de  contact  s  de  chaque  corde  S,  avec  la  courbe-lieu  de  ces  cordes,  pourra 
être  déterminé  par  la  construction  très-simple,  donnée  au  même  endroit  (Ex- 
trait II,  §    III,   II,  7).    Par   tout    pôle  quelconque   P   il   pnssc  m[m —  i)("'  —  2) 
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rordes  S,  dont  Ifs  m  [m  —  l)  (m  —  2)  points  milieux  Q,  xr  trouvent  toujours  sur  une 
courbe  du  [m  —  1)  [m  —  1)'  degré  Q,  .  Si  le  pôle   P  se   trouve  sur  la  base 

même,    //    sera  d'un    côté    le   point    milieu    h  =  Q,    de    j  (  m -j-  1)  (m 2)    cordes 

'"■  =  S,  ,  et  de  l'autre  côté  une  extrémité  a  de  [ni  -h  i)  \  m  —  2)  autres  cordes  S,. 
Les  (m  ■+■  I  )  [m  —  2) points  milieux  de  ces  dernières  cordes  se  trouvent  sur  la  courbe  Q™, 
discutée  ci-dessus  (III,  a),  laquelle  touche  la  base  au  point  P.  Si  le  pôle  P  se  trouve 
à  l'infini  sur  G„,  il  ne  reste  plus  présentes  dans  la  figure  que  jm(^m  — i)  [m  — 2) 
cordes  S,  (attendu  qu'un  nombre  égal  de  ces  cordes  coïncide  avec  G,),  et  des  courbes 

Q't  peuvent  passer  /jar  leurs  points  milieux  Q,.  Si  le  pôle  se  meut  sur  la  droite 

0,,  on  obtient  une  série  de  courbes  S  [Qi  |.    Toutes   les  fuis  qu'une   de  ces 

courbes  touche  la  base ,  auquel  cas  deux  des  cordes  S,  se  réunissent  dans  une  seule  S", 

cette  dernière  sera  une  asymptote  de  ta  courbe  S"''"'-''  ('"--^  et  la  toiiihera  au  pôle  cor- 
respondant P.  En  outre,  chaque  corde  SJ  de  ce  genre  jouit  de  la  propriété,  que  les  tan- 
gentes A ,  C  rt  B  ,  menées  à  la  base  par  les  extrémités  a,  c  et  par  le  point  milieu  b  de  la 
corde,  se  rencontrent  en  un  même  point  j^.    1"    Quelle  est  l 'enveloppe  de  la    série    de 

courbes  S  [QJ  |  ?  2°  Quel  est  le  degré  de  la  courbe  S^    '~      "''"  ? 

V.   On  obtient  encore  les  propositions  suivantes  : 

a.  Le  lieu  de  toutes  les  transversales  S  de  la  base  donnée  G",  qui  ont  un  de  leurs 
points  milieux  Q  sur  une  droite  donnée  G  ,  ou  simplement  le  lieu  de  toutes  les  cordes  sim- 
ples ab  =  S,  dont  les  points  milieux  se  trouvent  sur  la  droite  donnée  G,  est  une  courbe 
de  la  m  [m  —  i)'  classe  et  du  m  (m'' —  3)'  degré , 

S">  ('"-). 

Cette  courbe  a  les  droites  G  et  G„  pour  tangentes  \m(m  —  lypl'';  elle  a,  en  outre, 
^m[m  -{-  \)[m  —  2  )  (  w  —  3  )  tangentes  doubles  ;  enfin  elle  touche  :  1  °  les  m  asymp- 
totes de  la  base;  2°  les  m  tangentes  qui  touchent  la  base  dans  ses  points  d'intersection 
avec  G  ,  et  3"  la  base  même,  en  m  [m  -H  2)  (m  —  2)  points  déterminés.  Les  tangentes 
doubles,  qu'on  vient  de  mentionner,  sont  formées  par  les  cordes  doubles  S^  de  la  base 
dont  les  points  milieux  Qj  se  trouvent  sur  G ,  et  le  lieu  en  question  touche  la  base  aux 
points  de  contact  a^  de  toutes  les  cordes  tangentes  ba,  [*  ],  dont  les  points  milieux  se 
trouvent  pareillement  sur  G.  Le  lieu  dont  il  s'agit  touche  la  droite  Q  en  \m[m  —  i) 
points  et  la  coupe  conséquemment  encore  en  m  [m  +  i)  [tn  —  2)  autres  points  Q„.  Ses 
tangentes  aux  points  Q„  sont  des  cordes  particulières  ab  z=  ^  (  ^  S)  telles,  que  les  tan- 
gentes A ,  B  menées  par  les  extrémités  a,  b  à  la  base  sont  parallèles  et  se  rencontrent 
au  même  point  de  G..  Pareillement ,  les  tangentes  qui  touchent  ce  lieu  dans  ses 
ni  [m  -^  i)  ( m  —  2)  points  d'intersection  avec  la  droite  G^  ,  donc  ses  asymptotes  recti- 
lignes,  sont  des  cordes  ab  telles,  que  les  tangentes  menées  à  la  base  par  leurs  extrémités 

[*]  Cordes  qui ,  dans  i'iine  de  leurs  cstVL'iiiiU'S  n^ ,  louclieiil  la  coiiiho  an  lieu  do  la  couper. 
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sr  rencontrent  sur  la  droite  G,  de  sorte  que,  sous  ce  point  de  vue,  il  y  a  réciprocité  entre 
G  et  G,. 

h.  Le  lieu  de  toutes  les  transversales  particulières  S  de  la  base  donnée  G",  qui  ont  un 
de  leurs  points  milieux  Q  sur  une  courbe  donnée  du  n"""  degré  G",  est  une  courbe 
de  la  nm[m  — i)'  classe  qui  a  la  droite  G^  pour  tangente  ^nm(m  — i)"**"'",  et  dont  on 
peut  déterminer  le  nombre  des  tangentes  doubles ,  des  contacts  avec  les  courbes  C"'  et 
G",  etc. 

c.  Le  lieu  des  jin(m  —  i)  points  milieux  Q  de  la  transversale  particulière  S  de  la 
base  C",  qui  touche  une  courbe  donnée  de  n"""  classe  R",  est  une  courbe  du  degré 
nm  Im  —  i),  qui  a  pour  chacune  des  m  asymptotes  de  la  base  n  asymptotes  (  w  —  i  ;'"/>'" 
et  parallèles  à  cette  asymptote  de  la  base,  etc. 

d.  Le  lieu  des  points  milieux  Qo  de  toutes  les  cordes  simples  ab  z=  ^  de  la  base  C" 
qui  jouissent  de  la  propriété,  que  les  tangentes  A  ,  B  menées  par  leurs  extrémités  a ,  b 
sont  parallèles,  ou  le  lieu  du  pôle  Po  dont  la  polaire  intérieure  1°'~'  touche  la  base  en 
deux  points  a ,  b,  est  une  courbe  du  m(m  -{-  \}(m  —  2)'  degré, 

Q">('«+0  ("■-»).' 

Cette  courbe  touche  la  base  dans  ses  3  m  ( m  —  2.) points  d'inflexion  et  a  ses  m  points  a^ 
pour  points  (m  4-  i)  (m  —  2)'"'''";  conséquemment  elle  a  pour  chaque  asymptote  Aj  de 
ta  base,  [m-\-i)[m  —  2)  asymptotes  parallèles  à  A,,  et  situées  respectivement  au 
milieu  entre  A,  et  les  tangentes  de  la  base  parallèles  à  A,.  Conséquemment  il  existe,  en 
général,  m  [m  —  2)  (/n-  —  7)  cordes  i^  dont  le  point  milieu  Q,  se  trouve  sur  la  base 
même,  mais  n'est  situé  ni  dans  un  des  points  a^,  ni  dans  un  point  d'inflexion  de  la  base. 
(Pour/«=:3,  onobtient6S>  ou  6  Qo,  comme  Extrait  H,  §111,  IV).  On  peut  demander 
ici  quel  sera  le  lieu  ^'  de  toutes  les  cordes  ^[*]-  Au  reste,  le  point  de  contact  de 
chaque  corde  ^  avec  la  courbe  ^*  est  déterminé  par  la  même  relation  simple,  comnve 
ci-dessus  (Extrait  II,  §111,  IV)  pour  la  base  C. 

VI.  Le  lieu  des  points  milieux  Q  de  toutes  les  transversales  S  qui  touchent  la  base  C", 
donc  de  toutes  les  tangentes  de  cette  dernière,  se  décompose  en  trois  parties ,  dont  une 
est  la  base  même  et  ne  contient  qu'un  seul  point  milieu  qui  se  trouve  au  point  de  con- 
tact ûo  ;  une  autre  partie  contient  les  points  milieux  To  (au  lien  de  Q)  des  m  —  2  seg- 
ments compris  entre  le  point  de  contact  «„  d'un  côté,  et  les  m  —  2  points  d'intersec- 
tion b ,  c,  d ,...  de  l'autre  [chaque  point  To  représentant  au  fait  un  couple  de  points  Q 
reunis  (I  )];  enfin  la  troisième  partie  contient  les  points  milieux  T  (  ^  Q)  des  segments 
terminés  par  ces  w  —  2  points  d'intersection.  Conséquemment  il  se  trouve  sur  chaque 
tangente  m  —  2  points  milieux  To  et  {(/«  —  2)  [m  —  3)  points  milieux  T,  dont  on 
ileterraine  respectivement  le  lieu  comme  il  suit  : 

[*]  En  essayant  de  deleimiiK-r  co  liuii,  j'ai  trouvé 

X  =  }  m  (  m  —  I )  ( ani  —  3  . 
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a.  Le  lieu  des  points  milieux  T,  relativement  à  toutes  les  tangentes  rie  la  base  tlon- 
née  C"'  est  une  courbe  du  m(m  -\-  9.)(m  —  2)"  degré, 

Cette  courbe  a  les  m  points  a^  de  la  base  pour  points  m  [m —  iy"pl" ^  ^t  chaque 
asymptote  A,  de  la  base  pour  asymptote  [m  —  2]'"?'',  c''est-à-dire  elle  touche  chat/ue 
asymptote  de  la  base  dans  son  point  a,^  avec  [m  —  2)  de  ses  branches,  et  l'y  coupe  avec 
(m  -h  j)  (m  —  2  )  autres  branches  ;  enfin  elle  a  en  commun  avec  la  base  ses  3m  [m  —  2  ) 
points  d'inflexion  et  tangentes  d'inflexion  et  touche  chaque  tangente  double  de  la 
base  dans  son  point  milieu.  De  là  il  suit  que  :  Une  courbe  quelconque  C"a,  en  général, 
m  {m  -(-  4)  («  —  2)  (/w  —  3)  tangentes  telles,  que  l'un  des  points  d'intersection  b  est  le 
point  milieu  du  segment  compris  entre  le  point  de  contact  a^  et  un  autre  point  d'inter- 
section c. 

p.  Le  lieu  des  points  milieux  T  de  toutes  tes  tangentes  de  la  base  C"  est  une  courbe 
du  ni  {m  +  I )  ( w  —  2  )  ( m  —  3  /  degré, 

p„(»i+l)(,»-2)(».-3)_ 

Celte  courbe  a  les  m  points  a,,  de  la  base  pour  points  (ra  +  i)  {m  —  2)  (/«  —  3)'"!''", 
elle  passe  par  les  points  de  contact  des  yW  [m  —  2)  (/»'  —  g)  tangentes  doubles  de  lit 
base,  et,  en  outre,  elle  touche  chacune  de  ces  tangentes  doubles  en  2  ( /«  —  ^)  points. 
De  là  il  suit  que  :  Une  courbe  quelconque  C"  a,  en  général,  m  [m — 2)  [m — 3)  {m- — m — 4  ' 
tangentes  telles,  que  deux  quelconques  de  leurs  [m  —  2)  points  d'intersection  avec  la 
courbe,  soient  c  et  d ,  sont  également  distants  d'un  troisième  point  d intersection  b  , 
ou  du  point  de  contact  a„ ,  ce  dernier  cas  devant  être  compté  pour  deux  combinaisons. 

Pour  la  base  C',  le  lieu  des  points  milieux  T»  de  toutes  les  tangentes  sera  une  courbf 
Tj(^i2J,  comme  ci-dessus  (Extraitll,  §111,  IV). 

Pour  la  base  C,  le  premier  et  le  second  lieu  seront  respectivement  TJ"  et  T",  et  l'on 
aura  les  propositions  que  voici  : 

(a°).  Une  courbe  quelconque  du  quatrième  degré  a,  en  général,  soi.cante-quatre 
tangentes  telles,  que  l'un  des  deux  points  d'intersection  b  est  le  point  milieu  du  segment 
compris  entre  l'autre  point  d'intersection  c  et  le  point  de  contact  a„. 

(P").  La  même  courbe  doit  avoir  64:  2  =  32  tangentes  telles,  que  les  deux  points  d'in- 
tersection b  et  c  sont  également  distants  du  point  de  contact  fl„  {comme  Extrait  II,  §  IV  . 
Donc  le  lieu  T"  a  les  Cjuatre  points  a^  de  la  base  C  pour  points  décuples,  passe  par  les 
cinquante-six  points  de  contact  de  ses  vingt-huit  tangentes  doubles,  et  la  touche  aux 
trente-deux  points  P°  spécifiés  ci-dessus  (Extrait  II ,  §  IV  ). 

Si  '»^4»  '3  hii^  C"  est  touchée  par  la  courbe-lieu  des  T  en  x  points  et  coupic  en  y 
puinis  ^()ut^e  ks  points  spécifies  dans  le  tlKoième  (3),  x  et  /  étant  lies  entre  eux  par  la 
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relation  suivante  : 

2 X  -+-  r  ^  1)1  [m  —  2  )  (  /«  —  3 J  ( /«-  —  m  —  4 ) • 

y/  s'agirait  de  déterminer  ces  deux  nombres  x  et  y  [*]■ 

VII.  Pour  la  base  donnée  C"  il  existe  aussi  des  transversales  particulières  telles,  que 
le  centre  de  gravité  A  de  leurs  m  points  d'intersection  (§  I)  coïncide  avec  un  de  leurs 
im(m  —  i)  points  milieux  Q.  Désignons  chaque  transversale  qui  jouit  de  cette  pro- 
]»riété  par  S» ,  et  son  centre  de  gravité  par  Qa  ;  le  lieu  de  la  transversale  et  celui  de  son 
rentre  de  gravité  seront  respectivement 

S'  et     Q^  ; 

c'est-à-dire  :  Pour  une  courbe  ijuelconque  C"  le  lieu  de  la  transversale  S^  dont  le  rentre 
lie  gravité  Q<,  est  le  point  milieu  d'un  segment  compris  entre  deux  de  ses  points  d'intersec- 
tion, est  une  courbe  de  la  ~m[in  —  i)  {m  —  i )'  classe,  et  le  lieu  de  ce  centre  de  gravité 
est  une  courbe  du  j  m  (  ?h  +  i  )  [m  —  2)'  degré. 

Pour  la  base  C\  les  deux  courbes  seront  respectivement  S^  et  Q,';;  la  première  est  iden- 
tique avec  la  courbe  S',  discutée  ci-dessus  (Extrait  II,  §  III ,  II);  la  seconde  représente  la 
base  C^  prise  deux  fois,  chaque  point  de  C'  étant  en  effet  le  point  milieu  (:=  Q»)  de 
deux  cordes  S,  (Extrait  II,  §  III). 

Pour  la  base  C^,  les  deux  courbes  sont  respectivement  S,l  '  et  Q,^";  mais  chacune  de 
ces  courbes  est  double,  attendu  qu'ici  chaque  transversale  S»  est  une  corde  double  Sj  et 
que  par  conséquent  deux  points  milieux  Q  sont  réunis  au  centre  de  gravité  Q„;  consc- 
quemment,  les  deux  lieux  simples  sont  seulement  S,°  et  Q,',  °,  comme  nous  les  connais- 
sons déjà  d'après  Extrait  II,  §  IV.  Pour  w  ^  4  >  cette  réductibilité  des  courbes  en  ques- 
tion cesse  d'avoir  lieu. 

Pour  la  base  O,  on  a  S,'  "  et  Q,î  * .  La  base  a ,  en  commun  avec  la  première  de  ces  deux 
courbes,  huit  cents  tangentes  S°(^  S»),  et,  avec  la  seconde,  deux  cent  vingt-cinq  points 
0°  (=  Qa).  En  supposant  que  Q»  soit  le  point  milieu  des  deux  points  d'intersection 
(I  et  6  ,  il  sera  en  même  temps  le  centre  de  gravité  des  trois  autres  points  d'intersection 
c,  det  e;  et  si  l'on  désigne  le  point  de  contact  de  chaque  tangente  S,^  avec  C"  par  B„,  les 
différentes  combinaisons  suivantes  pourront  avoir  lieu  : 

[*]  N'aurailon  pas 

^  =(m  — 4)x, 

ainsi  que  l«  semble  exiger  uno  certiiine  raison  de  probabilité?  En  ce  cas,  il  s'ensuivraii 

a-=:m(m— 3}(m'  — m  —  4)     et    j- =  m  (m  —  3)  (m  —  4)  (m'  — m  —  4), 

et  la  base  C"  aurait  m  (m  —  3)  (m'  —  m  —  4)  tangentes  telles,  que  deux  de  leurs  points  d'intersection  , 
c  et  d,  fussent  également  distants  du  point  de  contact  a„,  et  m{m — 3)  (m  —  4' ("'*  "~  "' ~  4)  tangentes 
telles,  qu'un  de  leurs  points  d'intersection,  h,  fût  tr  point  niiliru  du  segment  compris  entre  drui  aunes 
points  d'intersection  c  et  d. 
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A,  Relativement  aux  huit  cents  tangentes  S,°,  il  y  a  trois  cas  |)Ossibles  : 
(y.),  cetd  (ou  ce,  OU  de)  sont  réunis  au  point  B,,;  ou 

(  [î  ).   a  et  e  (  ou  ne,  ad,  bc ,  hd  ,  bc)  sont  réunis  au  point  B»  ;  ou 
7).   a  el  b   sont  réunis  au   point  B„,   et  conséqucminent   0,°    coïncide   éi;akment 
avec  B„. 

B.  Relativement  aux  deux  cent  vingt-cinq  points  Q",  deux  cas  sont  possibles,  ou  bien  : 
[3).  Q°  se  trouve  en  c  (ou  c,  d)  et  est  non- seulement  le  point  milieu  de  ab,  mais 

aussi  celui  de  rd,  de  sorte  que  la  transversale  correspondante  S„  sera  uni 
corde  double  S.;  ou  bien  : 
(s).   Q°  coïncide  avec  les  points  «  et   b   reunis,   et  conséquemment  aussi  avec  B„, 
comme  au  cas  (y),  de  sorte  que  la  transversale  correspondante  S„  sera  S°, 
c'est-à-dire  touchera  la  base  O  en  [ab)  =  Q,° . 

On  pose  ici  la  question  :  Combien  de  fors  chacun  de  ces  cas  se  présentcra-t-il  ?  et 
notamment  :  Parmi  les  deux  cent  vingt-cinq  points  Q°,  combien  en  appartient-il  un 
cas  S ,  et  combien  au  cas  =?  On  peut  poser  des  questions  analogues  relativement  à  la 
base  générale  C". 

§  m. 

Au  moyen  de  la  projection,  les  thétirémes  du  ])aragraphe  précédent  se  transforment 
dans  d'autres  théorèmes,  oîi  les  points  milieux  Q  sont  remplacés  par  certains  points 
harmoniques  N;  à  savoir,  il  sera  donné,  outre  la  hase  C'",  une  droite  G  (en  place 
de  G.),  et  l'on  prendra  les  quatrièmes  points  harmoniques  N  conjugués  au  point 
d'intersection  R  de  la  transversale  S  et  de  la  droite  G  ,  pur  rapport  à  tous  les  couples  de 
deux  points  qu'on  peut  former  des  m  points  d'intersection  a,  b,  c,  d,...,  de  S 
avec  C". 

Maison  peut  déterminer  encore  de  diverses  autres  manières  des  points  harmoniques 
sur  la  transversale.  Par  exemple,  on  arrangera  par  groupes  de  trois  les  m  points  d'in- 
tersection u,  b,  c,  (I,.  .  .,  de  S  avec  C"',  et  pour  chaque  groupe  de  trois  points  on 
déterminera  les  trois  quatrièmes  points  harmoniques  N,  ce  qui  donne  lien  en  tout  sur 
chaque  transversale  à  \ni[m  —  i)('"  —  ?■)  points  N.  Si  ensuite  on  assujettit  la  trans- 
versale à  des  conditions  convenables,  on  obtiendra  des  courbes  nouvelles,  et  de  nou- 
velles propriétés  de  la  base  C".  Toutefois  je  dois  me  borner  ici  à  indiquer  sommairement 
quelques  résultats  parmi  les  moins  difficiles. 

I.  On  peut  demander  que  des  m  points  d'intersection  a ,  b,  c,  d,  ..,  (pialre  soieni 
en  rapport  harmonique.  Cette  condition  donne  lieu  au  théorème  suivant  ; 

Le  lieu  de  la  transversale  S  qui  coupe  une  courbe  donnée  du  m'  degré  C"  en  quatre 
points  harmoniques  est  une  courbe  de  la  \ m  [m  —  i)  ('"  —  ^)  ('"  —  3/  classe, 

J, „(„_,)   (,„_,,  (,„_3) 
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rjui  touche  la  base  en  chacun  de  ses  points  d'inflexion  avec  m  —  3  de  ses  branches,  et  en 
outre  {si  m  '^  ^)  en  beaucoup  d'autres  points.  Au  moyen  des  quatre  tangentes  menées  à 
la  base  par  les  quatre  points  d'intersection  qui  sont  en  rapport  harmonique,  on  construit 
facilement  le  point  de  contact  de  chaque  transversale  S  avec  la  courbe  qui  est  le  lieu  de 
ces  transversales.  Problème  :  Déterminer  le  degré  de  ce  lieu. 

Conséf/uemment  pour  la  base  C,  le  lieu  de  la  droite  S  qui  coupe  C  en  ijuatre  points 
harmoniques  abcd  sera  une  courbe  de  sixième  classe  S^,  qui  touche  la  base  dans  ses 
vingt-quatre  points  d'inflexion . 

Les  12.6  =  72  tangentes  communes  aux  deux  courbes  ne  sont  formées  en  consé- 
quence que  des  vingt-quatre  tangentes  d'inflexion  de  la  base,  dont  chacune  est  comptée 
trois  fois.  La  courbe  S°  est  du  trentième  degré,  conséquemment  elle  a  en  commun  avec 
la  base,  outre  les  susdits  vingt-quatre  points  de  contact,  soixante-douze  autres  points  qui 
sont  des  points  d'intersection  «,, (=  a),  et  sa  tangente  S  en  chacun  de  ces  points  o» coupe 
la  base,  outre  en  <?„,  en  trois  points  b,  c,  d  (harmoniques par  rapport  à  n„,  et)  tels, 
que  les  tangentes  correspondantes  B,  C,  H  se  rencontrent  en  un  même  point  p.  Des 
courbes  du  di.t-huitième  degré  peuvent  passer  par  les  soixante-douze  points  a„  :  quelle 
sera  la  position  des  soixante-douze  points  p?  Lorsque  en  pirticuHer  la  base  C  est  for- 
mée de  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  la  courbe  S"  se  décompose  dans  les  trois  coniques 
harmoniques  inscrites  au  quadrilatère  ABCD.  (  Voyez  Développement  systématique  de 
la  dépendance  mutuelle  des  flgures  géométriques,  §  XLIII.  )  On  obtient  pareillement 
des  résultats  particuliers  .m  la  base  C  est  composée  de  C--(-  2C',  ou  de  C -f-  C,,  ou 
deC^-l-e. 

Pour  la  base  C%  le  lieu  dont  il  s'agit  sera  =  S''"  ;  cette  courbe  touche  la  base  en 
chacun  de  ses  quarante-cinq  points  d'inflexion  avec  deux  de  ses  branches,  et  la  touche, 
en  outre,  en  cent  soixante-cinq  autres  points  a.  Donc  : 

Une  courbe  quelconque  du  cinquième  degré  a,  en  général,  cent  soixante-cinq  tan- 
gentes harmoniques  telles,  que  le  point  de  contact  a  et  les  trois  points  d'intersection 
h,  c,  d  sont  quatre  points  en   rapport  harmonique. 

Pour  la  base  C'",  on  trouve  de  cette  manière,  outre  les  tangentes  d'inflexion  , 

^m  (m  —  2)  [m  —  3}  [/«  [m  —  i)-  —  36] 

tangentes  telles,  que  parmi  les  m  —  1  points  formés  par  le  point  de  contact  a ,  et  les 
m  —  2  points  d'intersection  b,  c,  d,...,  quatre  sont  en  rapport  harmonique;  le 
cas  où  a  serait  un  des  quatre  points  harmoniques  sera  compté  pour  deux,  de  sorte  que 
si  l'on  désigne  par  x  le  nombre  des  cas  où  a  est  un  des  quatre  points  harmoniques, 
et  par  y  le  nombre  des  cas  où  a  n'en  est  pas,  2x-h  y  sera  égal  au  nombre  qu'on 
vient  de  proposer.  La  base  sera  touchée  par  le  lieu  dont  il  s'agit,  aux  ./■  points  a. 
■  Déterminer  les  nombres  x  et  y. 

U.  Si  la  base  donnée  C  est  touchée  par  une  tangente  S  au  point  «,  et  coupée  par 
celte  tangente  aux  points  b  et  c ,  et  si  l'on  prend  les  trois  quatrièmes  points  harnio- 
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niques  par  rapport  aux  trois  points  <?,  h,  c,  soient 

'^,     [i,    y, 

de  sorte  que 

iihv.c ,      n  bc'i,       ay  bc 

soient  des  systèmes  iiarnioniqiies,  alors: 

Le  lieu  du  point  a  sera  une  courbe  du  trente-deuxième  degré  qui  a  avec  la  base  dans 
ses  points  d'inflexion  des  contacts  du  deuxième  ordre  et  passe  par  les  points  de  contact 
de  ses  tangentes  doubles  [voir  la  note  de  la  page  SaS)  ;  et 

Le  lieu  commun  des  deux  points  j3  et  y  sera  une  courbe  du  soixan te-i/ ua Irième  degré, 
qui  a  avec  la  base  en  chacun  de  ses  vingt-quatre  points  d'inflexion  des  contacts  du 
deuxième  ordre  sur  deux  branches ,  et  en  chacun  des  cinquante-six  points  de  contact  de 
ses  vingt-huit  tangentes  doubles  un  contact  du  premier  ordre. 

De  là  il  suit  que  : 

La  courbe  du  quatrième  degré  C'  a,  en  général,  soixante-quatre  tangentes  telles,  que 
l'un  des  deux  points  d'intersection  b  est  le  point  milieu  du  segment  compris  entre  l'autre 
point  d'intersection  c  et  le  point  de  contact  a  [comme  dans  le  paragraphe  précédent , 
VI,  a"),  et  que  ces  tangentes  particulières  sont  parallèles  aux  asymjifotes  de  ladite 
courbe  du  soixante-quatrième  degré. 

Si  la  base  donnée  O  est  touchée  par  une  tangente  S  au  point  a ,  et  coupée  par  cette 
tangente  aux  points  b,  c,  d,  et  si  l'on  détermine  les  trois  points  o,  7,  p,  de  telle  sorte 

que 

a  bac,      lihyd,      acpd 

soient  des  systèmes  harmoniques  ,  alors  : 

Le  lieu  commun  des  trois  points  \i,  7,  'î  sera  une  courbe  du  degré  x,  qui  a  avec  la 
base  en  chacun  de  ses  quarante-cinq  points  d'inflexion  des  contacts  du  deuxième  ordre  sur 
deux  branches,  qui  coupe  la  base  dans  les  i65  3  ^=^^5 points  d'intersection  [b,  c ,  d] 
des  susdites  cent  soixante-cinq  tangentes  harmoniques  (I)  et  dans  les  deux  cent  qua- 
rante points  de  contact  de  ces  cent  vingt  tangentes  doubles,  et  qui ,  en  outre,  a  avec 
ces  tangentes  doubles  des  contacts  doubles.  Chaque  tangente  de  la  base  sur  laquelle 
deux  des  trois  points  d'intersection  b,  c,  d  sont  également  distants  du  point  de  con- 
tact a,  est  parallèle  à  une  asymptote  du  lieu  dont  il  s'agit.  Déterminer  le  degré  x. 

III.  Quatre  points  quelconques  situés  sur  une  droite  a,  b,  c,  d  déterminent  trois 
systèmes  différents  de  quatre  points,  suivant  les  trois  manières  dont  on  peut  les  con- 
juguer deux  à  deux,  savoir: 

I".         ah      et      cd  ;  1° .         ad     et      bc  ;  3".        ne      et      hd . 

J  ai  Appelé  points  asjmptotiqucs  les  points  qui  sont  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
couples  de  chaque  système;  soient 

X     et     .r, ,      >      et     r, ,      z     et     z, , 

Tome  XVm.  -  Octobre  i8'i1.  45 
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de  sorte  que 

ajcbx,     et      cxdx,,      ardy,      et      bycy^,      azcz^     et      bzriz, 

sont  des  systèmes  harmoniques  {voir  Extrait  II,  §  IV).  J'ai  appelé  hyperboliques  les 
deux  premiers  systèmes  où  les  points  asvmptotiques  sont  réels,  et  elliptique  le  troi- 
sième où  ils  sont  ima!j;inaires. 

Si  l'on  arrange  par  groupes  de  quatre  les  m  points  a,  b,  c,  d,...  que  la  base  don- 
née C"'  a  en  commun  avec  une  transversale  quelconque  S,  et  sî  l'on  détermine  pour 
chaque  groupe  les  trois  couples  de  points  asymptotiques 

.V     et     X, ,      y      rt     yi,      z     et     z, , 
ou  aura  en  tout 

\  m  {m  —  i)(m  —  2)  ■' "i  —  3 )  =r  ft  couples , 
ou 

j  m  [m — i)  [m  —  2)  (/«  —  3)  r=  2  a  points  asvmptotiques  individuels; 

chacun  desquels  soit  désigné  par  X. 

Si  l'on  fait  piloter  la  transversale  S  autour  d'un  pôle  P  pri-i  sur  elle  à  7'olontr,  les 
2  fi  points  X  décriront  conjointement  une  courbe  du  3  fi"'""'  degré, 


x« 


.—!)  (.»~J)_ 


qui  a  le  pôle  P  pour  point  fi'"/"'',  etc. 

Il  peut  exister  des  transversales  particulières  Sj(^  S) ,  telles  qu'un  point  asvnipto- 
tique  coïncide  avec  un  des  m  points  d'intersection  ;  par  exemple,  x  pourra  coïncider 
avec  le  point  d'intersection  e ,  de  sorte  que  aebx,  et  cedx,  soient  des  systèmes  harmo- 
niques, et  que  le  système  de  quatre  points  détermine  par  les  deux  couples  ah  et  rd 
ait  le  point  d'intersection  e  pour  point  asvmpiolique  ,  ou  (pie  ces  cinq  points  d'inter- 
section soient  en  involution. 

Le  lieu  de  la  transversale  Sj  pour  laquelle  un  des  points  asymptotiques  X  se  trouve 
sur  la  base  C"  ,  ou  parmi  les  m  points  /l'intersection  île  laquelle  il  y  en  u  cinq  qui  snnt 
en  involution,  est  une  courbe 

Si -""■------^'. 

Relativement  à  toutes  ces  transversales  Sx  dont  un  point  asymptoliqiie  x  comcide 
avec  un  point  d'intersection  e  (  mais  non  pas  avec  un  point  de  contact)  de  la  base,  on 
peut  poser  la  question  :  Quel  sera  le  lieu  du  point  iisymptotiquc  x,  conjugué  au  point 
X  (=  e)  ?  Ce  lieu  sera  une  courbe  du  n"""  degré  X"  ;  ses  intersections  avec  la  base  déter- 
mineront les  transversales  individuelles  S„.  qui  ont  sur  la  base  un  couple  de  points 
asvmptotiques  conjugues  x  et  .r,.  La  résolution  de  ce  probléiui'  stra  facilitée  par  la  n- 
solulion  préalable  du  problème  suivant  : 

Déterminer  le  lieu  de  tous  les  quatrièmes  points  liarmonupies  y.  conjugués  sur  chaque 
tangente  S  de  la  base  C""  au  point  de  contact  a  par  rapport  h  tous  les  couples  de  fleur 
points  qu'on  peut  former  des  m  —  2  points  d'intersection  b ,  c ,  d , 
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Note.  J'observerai  encore  que  je  n'ai  pas  suffisamment  démontré  quelques-uns  des 
théorèmes  proposés  dans  ce  Mémoire,  de  sorte  qu'ils  peuvent  contenir  des  assertions 
erronées.  Si  cela  était  le  cas,  j'espère  que  la  nouveauté  et  la  difficulté  des  matières 
traitées  me  serviront  d'excuse ,  eu  égard  surtout  à  la  méthode  synthétique  que  j'ai 
suivie.  Notamment  dans  les  trois  derniers  paragraphes,  je  me  suis  permis  quelques 
conclusions  hasardées,  par  exemple,  pour  obtenir  le  théorème  (V,  d  du  §  II,  Ex- 
trait III  ).  Si  ce  théorème  n'est  pas  fîénéralement  vrai ,  quelques-uns  des  théorèmes  qui 
le  précèdent  ne  seront  pas  non  plus  exacts  dans  toutes  leurs  parties. 

IV. 


I.  Nous  avons  observé  ci-dessus  (Extrait  II,  §  III,  II,  note  de  la  page  12)  que  les 
deux  polaires  A'  et  V  d'un  même  pôle  P  par  rapport  à  la  base  donnée  C^  peuvent  être 
des  sections  coniques  de  toute  espèce  selon  la  position  du  pôle  relativement  à  la  section 
conique  E-  spécifiée  à  l'endroit  cité.  En  effet,  ces  sections  coniques  peuvent  non-seu- 
lement être  des  ellipses,  des  hyperboles  ou  des  paraboles,  mais  elles  peuvent  aussi 
prendre  toutes  les  formes  possibles  de  ces  différentes  espèces  de  sections  coniques. 
Voici  un  examen  plus  détaillé  de  ces  formes. 

a]  Pour  t/ue  tes  polaires  A'  et  V  puissent  être  des  paraboles,  il /dut  r/ut:  le  pôle  P 
soit  sur  la  courbe  E'.  [b]  Pour  que  A-  et  V  soient  des  hyperboles  équilatères ,  il  faut 
que  le  pôle  soit  sur  une  droite  déterminée  H.  (c)  Pour  que  A''  et  V  soient  des  cercles,  il 
n'y  a  qu'un  seul  pôle  P„  (:=  P)  qui  satisfasse,  lequel  sera  en  même  temps  le  pôle  de  lu 
droite  H  relativement  à  la  section  conique  E-.  [d)  Pour  que  A'  et  V  soient  semblables  h 
une  section  conique  donnée  quelconque  C,  il  faut  que  le  pôle  P  soit  sur  une  conique  P' 
qui  a  avec  la  conique  E'  un  double  contact  [imaginaire),  la  droite  H  étant  la  corde  de 
contact  [idéale).  Donc,  si  l'on  donne  à  la  section  conique  C-  successivement  toutes  les 
formes  différentes  possibles,  on  obtiendra  une  série  de  lieux  géométriques  P'  du  pôle  P  , 
ou  plutôt  un  faisceau  B(P')  de  coniques  qui  se  touchent  toutes  aux  mêmes  deux 
points,  qui  ont  la  droite  H  pour  corde  de  contact,  et  qui  ont  cette  droite  H  et  le  pôle  P„ 
pour  pôle  et  polaire.  A  ce  faisceau  appartiendront  aussi,  en  particulier,  la  courbe  Yi', 
la  droite  H  et  le  pôle  P,,  savoir  E'  comme  correspondant  à  la  transition  des  polaires  A' 
et  V  de  l'hyperbole  à  l'ellipse,  et  H  et  P„  comme  déterminant  respectivement  la  limite  des 
hyperboles  et  des  ellipses. 

Si  la  courbe  donnée  C'  a  trois  asymptotes  réelles  A ,  B ,  C ,  on  déterminera  la  droite  H 
et  le  pôle  P„  comme  il  suit  :  Soient  a,  p  ,  7  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
trois  sommets  a,  6 ,  c  du  triangle  ABC  sur  les  côtés  opposés  A ,  B ,  C  ;  les  intersections 
des  trois  couples  de  droites  a^  et  C,  ay  et  B,  fl-y  et  A  se  trouveront  sur  la  droite  de- 
mandée H,  ou  bien  cette  droite  sera  aussi  la  ligne  des  puissances  égales[*]  des  deux 

[")  C'est  le  terme  adopté  par  M.  Steiiier  pour  désigner  l'axe  radical 
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cercles  circonscrits  aux  triangles  abc  et  af'/.  Et  si  par  les  sommets  du  triangle  abc 
on  mène  des  tangentes  au  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  qui  formeront  un  second 
triangle  «,  h,  c, ,  les  trois  droites  an,,  hb,,  ce,  se  rencontreront  dans  le  pôle  demande  P,,. 
Si,  en  particulier,  le  triangle  des  asymptotes  ABC  =  abc  est  équilatéral ,  donc  si  E-  est 
le  cercle  inscrit  à  ce  triangle,  toutes  les  courbes  du  faisceau  B  (P-)  seront  des  cercles 
concentriques  au  cercle  E'  er  ayant  P„  pour  centre  commun  ,  tandis  que  la  droite  H 
sera  G^. 

Donc  :  Dans  une  courbe  du  troisième  degré  dont  les  asymptotes  forment  un  triangle 
équilatéral  abc,  les  points  de  contact  de  chaque  groupe  de  six  tangentes  parallèles  se 
trouvent  sur  une  hyperbole  équilatère.  Si  d'un  point  du  cercle  circonscrit  au  triangle  abc, 
on  mène  six  tangentes  à  la  courbe,  les  points  de  contact  seront  sur  une  hyperbole  dont 
l'angle  des  asymptotes  est  égal  à  60  degrés  ;  et  si,  du  centre  P„  de  ce  cercle,  on  mène 
les  six  tangentes  h  la  courbe,  les  points  de  contact  seront  sur  un  cercle. 

Quel  doit  être  le  triangle  des  asymptotes  abc  pour  que  le  pôle  P„  soit  un  foyer  de 
la  conique  E'  (et,  par  conséquent,  de  toutes  les  coniques  P- }  ? 

Pour  toutes  les  courbes  du  troisième  degré  avant  avec  la  courbe  donnée  les  asymp- 
totes communes  soit  réelles,  soit  imaginaires \  les  courbes  du  faisceau  B  (  P')  resteront 
les  mêmes.  Cette  propriété  donne  lieu  à  des  conséquences  ultérieures  si  l'on  considère 
des  formes  pai  ticulières  de  courbes  du  troisième  degré. 

2.  Toutes  les  courbes  du  troisième  degré  qui  passent  par  les  sept  points  suivants  d'un 
triangle  donné ,  savoir  :  1°  le  centre  de  gravité  ;  2°  les  sommets  ;  3"  les  points  situés  h 
l'infini  sur  les  trois  côtés,  ont  les  triangles  des  asymptotes  égaux  et  semblables  entre  eux, 
et  semblables  et  semblablement  placés  au  triangle  donné,  les  côtés  homologues  étant 
dans  le  rapport  de  1  ;  3. 

Il  existe  un  théorème  analogue  pour  le  polvgone  forme  de  m  droites  et  les  courbes 
du  m''"'  degré.  Par  exemple,  dans  le  quadrilatère  complet,  les  courbes  du  quatrième 
degré  devront  passer  par  treize  points  donnés,  savoir  par  les  si.\  sommets,  par  les 
points  situés  à  l'infini  sur  les  quatre  côtes  ,  et  par  trois  points /j  déterminés  de  la  ma- 
nière sui%'ante  :  En  considérant  les  quatre  côtés  comme  formant  ensemble  une  base  du 
quatrième  degré  C  =  4t'>  '^  courbe  P'°  (  Extrait  II ,  §  IV  )  se  décompose  en  trois  sec- 
tions coniques  P-  et  les  quatre  droites  données  ;  ces  trois  coniques  |)asseront  chacune 
par  un  des  trois  couples  de  sommets  du  quadrilatère  ,  et  se  couperont  deux  à  deux  dans 
les  points  milieux  des  trois  diagonales.  Les  trois  points  où  se  rencontrent,  en  outre, 
deux  quelconques  des  trois  coniques  et  par  lesquels  passe  nécessairement  aussi  la  troi- 
sième conique ,  sont  les  points  p  dont  il  s'agit,  et  représentent  dans  ce  cas  paiticulier, 
avec  les  six  sommets  du  quadrilatère,  les  neuf  pôles  P,{  Extrait  II,  §  1\ 
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THÉORIE  GÉNÉRALE 


EFFETS  DYNAMIQUES  DE  LA   CHALEUR; 

Par    m.   F.    REECH, 

li)j;enieiir  de  la  Marine. 


AVANT-PROPOS. 

M.  S.  Carnot  a  publie  en  1824  un  ouvrage  intitulé  ;  Réflexions  sur  la  puissance  mo- 
trice du  Jeu.  On  y  trouve  des  considérations  extrêmement  remarquables  sur  la  manière 
de  produire  de  la  force  motrice  avec  de  la  chaleur.  M.  E.  Clapeyron  ,  dans  un  Mémoire 
sur  la  puissance  motrice  de  la  chaleur  (  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  tome  XIV), 
année  i834,  s'est  attaché  à  développer  les  principales  idées  de  M.  Carnot  par  l'anal vse 
mathématique,  et  en  a  fait  ressortir  des  conséquences  fort  importantes. 

Les  calculs  de  M.  Clapeyron  et  les  raisonnements  de  M.  Carnot  sont  fondés  princi- 
palement sur  Vabsurdité  qu'il  y  aurait  à  admettre  la  possibilité  de  créer  de  toutes  pièces 
de  la  force  motrice  ou  de  la  chaleur.  La  solidité  d'un  tel  axiome  ne  saurait  guère  être 
révoquée  en  doute,  mais  des  expériences  dues  à  M.  Regnault  ont  fait  rejeter  l'une  des 
propriétés  fondamentales  que  les  auteurs,  d'après  les  idées  universellement  admises 
jusqu'à  eux,  avaient  attribuée  à  la  chaleur,  et,  par  suite,  différents  savants,  tels  que 
MM.  Joule,  Thompson,  Rankine,  Mayer  et  Clausius,  se  sont  mis  à  l'œuvre  pour  redres- 
ser ce  qu'il  pouvait  y  avoir  d'inexact  dans  les  relations  établies  par  MM.  Carnot  et 
Cla)>eyron. 

.le  crois  que,  dans  la  plupart  des  recherches  faites  à  ce  sujet,  on  a  donne  trop  d'im- 
j)ortance  à  de  piues  hypothèses,  en  perdant  de  vue  la  filiation  logique  des  raisonne- 
ments de  M.  Carnot,  qui  n'a  pas  été  rompue,  selon  moi,  par  l'objection  de  M.  Re- 
gnault, et  qui  demandait  seulement  à  être  complétée  sous  un  point  de  vue  nouveau. 
C'est,  du  moins,  là  ce  que  je  me  propose  de  faire  voir  dans  le  présent  Mémoire,  aussi 
clairement  qu'il  me  sera  possible,  et  de  manière,  je  l'espère,  à  démontrer  une  formule 
générale  qui  satisfera  à  la  fois  aux  expériences  de  M.  Joule  et  à  celles  que  M.  Regnault 
a  annoncées  dernièrement  dans  le  Compte  rendu  de  l'Académie  des  Sciences  (séance 
du  18  avril  i853,  tome  XXXVI ,  page  680,  premier  exemple,;. 

Tome  Wlll   -  OcTOcnE  ic)53.  4^ 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Curieux  mode  de  raisonnement  de  M.  S.  Carnol,  d'après  re.ristence  directement 
évidente  de  deux  systèmes  de  courbes  ^  ( k^ ,  /) )  =  const.  < ,  ^^/(u.p)  =^  const.  u . 
et  avec  l'hypothèse  q'  =  q  relativement  aux  propriétés  calorifiques  les  plus 
immédiates  des  deux  systèmes  de  courbes  ç,  <^. 

Le  comraun  point  de  départ  de  AIM.  Carnot  et  Clapeyron  est  fort  simple  et  se  réduit 
en  substance  à  ce  qui  suit. 

Pour  que  nous  parvenions  à  nous  procurer  de  la  force  motrice  avec  une  machine  à 
vapeur  d'eau,  il  faut  que,  à  l'état  régulier  de  fonctionnement  de  la  machine,  nous  avons 
une  production  incessante  de  chaleur  dans  la  chaudière  pour  faire  de  la  vapeur,  et  un 
enlèvement  incessant  de  chaleur  dans  le  condenseur  pour  ramener  la  vapeur  employée 
à  l'état  d'eau.  Il  faut  qu'il  v  ait  une  transmission  de  chaleur  de  la  chaudière  au  conden- 
seur a  travers  le  cylindre  et  les  tuyaux  de  la  machine  par  l'intermédiaire  de  la  vapeur 
comme  véhicule.  En  l'absence  d'un  tel  véhicule,  la  chaleur  passerait  librement  de  la 
chaudière  au  condenseur  ou  à  d'autres  corps  ambiants,  sans  nous  faire  obtenir  de  la 
force  motrice. 

Différentes  espèces  de  vapeur  et  même  des  gaz  permanents  peuvent,  d'ailleurs,  être 
emplovés  comme  véhicule  de  la  chaleur  entre  un  corps  chaud  A'' et  un  àorps  froid  A  , 
de  manière  à  nous  faire  obtenir  de  la  force  motrice  à  l'aide  d'un  mécanisme  identique 
ou  analogue  à  celui  d'une  machine  à  vapeur  d'eau. 

Donc,  en  |)rincipe,  toutes  les  fois  qu'il  y  aura  une  libre  transmission  de  chaleur 
entre  deux  corps  quelconques  A,  A'  à  des  températures  différentes  ( ,  t',  nous  devrons 
y  voir  une  cerlaine  perte  de  travail  ou  de  force  vive. 

La  dénomination  de  force  vive  pourra,  d'ailleurs,  être  entendue  ici  comnie  dans  la 
mécanique  ordinaire,  en  ce  sens  qu'elle  désignera  une  diminutu)n  de  force  vive  ou  de 
travail,  relativement  au  but  (]ue  l'on  aura  en  vue,  et  non  une  destruction  ou  perle 
absolue  dans  la  vraie  nature  des  choses. 

Toujoui-s  est-il  que,  d'après  ces  raisonnements  préliminaires  de  MAL  Carnot  et  Cla- 
peyron, une  machine  motrice  â  l'aide  de  la  chaleur  ne  saurait  être  d'une  entière  per- 
fection qu'autant  que  l'on  parviendïnit  à  n'y  mettre  jamais  en  présence  des  corps  à  des 
températures  difléreotes. 

Il  faudrait,  en  un  mot,  que  nous  pussions  nous  procmer  des  envelop|)es  non  per- 
méables à  la  chaleur,  et  alors  les  conditions  d'une  machine  motrice  parfaite  seraient 
très-faciles  à  assigner  de  la  manière  qui  va  être  expliquée. 

Concevons  une  masse  quelconque  de  gaz  dans  une  enveloppe  extensible  non  i^ci- 
meable  à  la  chaleur  Soient  Oi',  Op  ,fig.  i,  PI.  I,  deux  axes  rectangulaires  sur  les- 
quels nous  porterons  une  abscisse  OA  égale  en  longueur  au  volume  i',  et  une  ordon- 
née AB  égale  à  la  pression  y>  du  gaz.  La  température  correspondante  t  A\\  gaz  pourrait 
être  portée  sur  une  perpendiculaire  au  plan  des  i',  p  au  |)oint  B;  mais  on  frr;i  aussi 
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i)ien  de  ne  pas  recourir  à  une  telle  conslruclion  et  de  concevoir  seidemcnt  une  quantité 
abstraite  /  en  chaque  point  B  dont  les  coordonnées  seront  i>,  /j. 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  fasse  diminuer  le  volume  c  de  l'envelojjpe  sans  ajouter 
ni  ôter  de  la  chaleur  au  gaz,  et  d'une  manière  assez  lente  pour  n'imprimer  que  des 
vitesses  négligeables  aux  différentes  particules  du  gaz.  Alors  la  pression  p  ira  en  aug- 
mentant le  long  d'un  certain  arc  de  courbe  BB',  qui  ne  dépendra  que  de  l'espèce  de 
gaz  employé. 

La  température/"  du  gaz  ira  aussi  en  augmentant  le  long  de  la  coiube  BB',  et,  par 
suite,  le  gaz  s'échauffera,  de  t  à  t',  à  l'aide  d'une  dépense  de  travail  égale  à  l'aire 
ABB'A'. 

L'opération  pourra  être  continuée  aussi  loin  qu'on  voudra  de  bas  en  haut  sur-  la 
figure,  tant  que  le  gaz  ne  passera  ni  à  l'état  liquide  ni  à  l'état  solide. 

Réciproquement,  quand,  à  partir  d'un  point  B',  on  fera  augmenter  le  volume  f  de 
lenveloppe,  toujours  d'une  manière  infiniment  lente  pour  ne  pas  créer  des  vitesses 
appréciables,  et  sans  ajouter  ni  ôter  de  la  chaleur,  la  pression  p  descendra  le  long  de 
la  courbe  B'B,  et  la  température  t  repassera  dans  chaque  position  descendante  par  la 
même  valeur  que  celle  qu'elle  avait  en  moulant. 

Cela  étant  admis  ,  et  les  variables  v,  p  d'un  gaz  étant  supposées  avoir  été  amenées  en 
un  point  quelconque  B'  de  la  courbe  indéfinie  BB',  de  manière  que  la  température  se 
trouve  élevée  de  ;  à  f',  imaginons  qu'une  source  indéfinie  de  chaleur  A',  à  la  tempéra- 
ture constante  /',  soit  mise  en  comniunicalion  intime  avec  le  gaz,  et  qu'ensuite  l'on 
fasse  augmenter  le  volume  c ,  toujours  d'une  manière  infiniment  lente,  afin  de  ne  pas 
créer  des  vitesses  appréciables. 

Alors  l'effet  immédiat  d'une  augmentation  du  volume  v  sera  de  faire  descendre  la 
pression/*  le  long  de  la  courbe  connue  B'B;  mais  en  même  temps  la  température  du 
i^az  diminuera,  et  aussitôt  qu'ime  petite  différence  se  sera  produite  entre  la  tem|)éra- 
ture  constante  t'  de  la  source  A'  et  la  température  du  gaz  adjacent,  il  y  aura  un  flux 
de  chaleur  qui  sortira  de  la  source  A'  et  qui  servira  à  faire  remonter  la  température  du 
gaz  vers  la  constante  t',  ce  qui  augmentera  la  pression  p. 

L'augmeatation  du  volume  c  se  faisant  avec  une  lenteur  infiniment  grande,  il  est 
clair  que,  à  la  dernière  limite  du  raisonnement,  on  devra  concevoir  une  certaine 
courbe  B'B',  différente  de  B'B,  et  telle  que  la  tempéiature  du  gaz  restera  constam- 
ment égale  a  l'  pendant  que  la  source  A'  fournira  une  quantili'  de  chaleur  q'  qui  aug- 
mentera progressivement  avec  la  longueur  B'B',. 

Réciproquement,  quand  on  fera  diminuer  le  volitme  v  de  l'enveloppe  à  partir  du 
point  B'i ,  le  premier  effet  d'une  diminution  du  volume  c  sera  de  faire  augmenter  à  la 
fois  la  pression  et  la  température  du  gaz;  puis,  la  température  du  gaz  devenant  plus 
élevée  que  celle  de  la  source  adjacente,  il  naîtra  un  flux  de  chaleur  du  gaz  vers  cette 
source,  et,  à  la  dernière  limite  du  raisonnement,  les  variables  v,  p  repasseront  de  B', 
en  B'  le  long  de  la  même  courbe  B'B',  pendant  que  le  gaz  cédera  à  la  source  A'  une 
quantité  de  chaleur  q'  précisément  égale  à  celle  qu'il  en  avait  retirée  d'abord. 

46.. 
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Il  y  aura  à  concevoir  une  telle  courbe  B'B',  par  chaque  point  B'  de  la  courbe  iiulé- 
finie  BB',  et  l'une  d'entre  elles  BB,  passera  au  point  B. 

La  température  t  devant  être  constante  le  long  de  chacune  des  courbes  BB,,  B'B', ,... 
et  variable  de  l'une  à  l'autre,  il  s'ensuit  que,  du  moment  ofi  la  température  t  de  l'une 
de  ces  courbes  sera  donnée,  la  courbe  entière  devra  être  parfaitement  détermime,  et 
que,  par  suite,  il  y  aura  une  certaine  relation,  telle  que 

qui  sera  l'équation  générale  de  toutes  les  courbes  en  question  BB,,  B'B', ,..  sur  la //g.  i. 
Pareillement,  il  y  aura  à  concevoir  une  courbe  de  l'espèce  BB'  par  tels  points  B, 
B|,.  .  que  l'on  voudra,  sur  \a.fig.  i,  et  quand  on  désijnera  par  u  une  quantité  qui 
aura  une  valeur  nécessairement  déterminée  pour  chacune  des  courbes  BB',  B,  B', ,  ..  et 
essentiellement  différente  de  l'une  de  ces  courbes  à  l'autre,  comme,  par  exemple,  l'ab- 
scisse ou  bien  l'ordonnée  du  point  où  l'une  de  ces  courbes  rencontrera  une  ligne  don- 
née quelconque  sur  la^g.  i,  il  est  clair  que  chacune  des  courbes  BB',  B,B',,...  di  vra 
être  parfaitement  déterminée  dès  que  la  quantité  ii  sera  donnée,  et  ((ue,  par  suite,  il  v 
aura  une  certaine  relation,  telle  que 


qui  sera  l'équation  générale  de  toutes  les  courbes  en  question  BB',  B,  B', ,...  sur  la  /îi;.  i . 

Cela  posé,  revenons  au  point  B  de  \afig.  i  et  faisons  aller  d'abord  le  gaz  de  B  en  B' 
le  long  de  la  courbe  >{(  (c, /9J  =r  constante  h,  sans  addition  ni  retranchement  de  cha- 
leur, jusqu'à  ce  que  la  température  ait  monté  de  t  à  t' ,  à  l'aide  d'une  dépense  de  tra- 
vail égale  à  l'aire  ABB'A'. 

A  partir  du  point  B'  mettons  le  gaz  en  communication  avec  une  source  d<;  chaleur  A' 
à  la  température  constante  i' ,  et  faisons  aller  les  variables  c,/;  le  long  de  la  courbe  B'  B', 
à  l'aide  d'une  addition  de  chaleur  c/',  ce  qui  nous  fera  obtenir  une  quantité  de  travail 
égale  à  l'aire  A'  B'  B',  A', . 

A  partir  du  point  B',  retirons  la  source  A'  cl  faisons  continuer  la  dilalalion  du  ga/. 
dans  une  enveloppe  non  perméable  à  la  chaleur,  le  long  d'une  courbe  B',  B,  ou 
■h  [v,  p)  =  «,,  jusqu'à  ce  que  la  température  du  gaz,  en  diminuant  ])rogressivenient  le 
long  de  la  courbe  B'iB,,  soit  redevenue  égale  à  /,  au  point  de  rencontre  de  la  courbeB',  B, 
avec  la  courbe  BB,  ou  i}i(<',  p)  =  t,  ce  qui  nous  fera  obtenir  encore  une  quantité  de 
travail  égale  à  l'aire  A',  B',  BiA,. 

A  partir  du  point  B,  mettons  le  gaz  en  coniuiunicalion  avec  une  source  de  chaleui  A 
entretenue  à  tem|  érature  constante  t  penchnil  (|mc  le  volimie  c  de  l'enveloppe  iia  en 
diminuant. 

Alors  le  premier  effet  d'une  diminution  du  volume  c  sera  de  faire  remonter  la  pres- 
sion ainsi  que  la  température  le  long  de  la  courbe  B, B',;  mais,  aussitôt  qiu'  la  tempéra- 
ture sera  devenue  un  peu  plus  élevée  que  la  limite  constante  t  de  la  som'ce  adjacente ,  il 
s'établira  un  flux  de  chaleur  du  gaz  vers  la  source  A,  et,  à  la  dernière  limite  du  raisiiii- 
nemcnt,  les  variables  e,  /<  ir.nt  (hi  point  B,  au  point  initial  B  le  long  de  la  courbe  H  1! 
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dont  IVqiiation  sera 

De  B,  en  B  le  gaz  cédera  à  la  sonrcc  A  une  somme  de  chaleur  q  et  l'on  dépensera  une 
quantité  de  travail  éj^ale  à  l'aire  A,B,  BA.  Par  suite  ,  le  gaz  emploTe  sera  exactement 
ramené  à  son  état  initial,  et  il  restera  un  bénéfice  net  de  force  motrice  égal  à  l'aire  S  du 
quadrilatère  curviligne  BB'B',B,.  Le  fait  physique  auquel  correspondra  la  quantité  S  de 
force  motrice  sera  une  diminution  de  chaleur  q'  dans  la  source  A'  à  la  température 
constante  t' ,  et  une  augmentation  de  chaleur  q  dans  la  source  A  entretenue  à  la  tempé- 
rature constante  t. 

Dans  le  cercle  entier  de  l'opération,  il  n'y  aura  eu  aucune  transmission  de  chaleur 
entre  des  corps  à  des  tempéi-atures  diffcienfes,  et,  par  suite ,  l'on  doit  admettre  qu'il 
n'aura  pu  y  avoir  aucune  perte  ou  diminution  de  force  motrice;  la  quantité  obtenue  S 
devra  donc  être  conçue  comme  étant  le  maximum  théoriquement  possible  avec  les  deux 
cjuanlités  de  chaleur  q,  q'  aux  températures  données  t,  t'  des  sources  A,  A'. 

Ce  qui  le  prouve  péremptoirement,  c'est  que  l'opération  inverse  sera  également  pos- 
sible, et  que,  en  faisant  aller  les  variables  v,  p  d'abord  de  B  en  B,  le  long  de  la 
courbe  BB,,  et  de  là  en  B',  le  long  de  la  courbe  B,B'|,  puis  de  B',  en  B'  le  long  de  la 
courbe  B',  B',  et  de  là  en  B  le  long  de  la  courbe  B'B,  on  réussira  manifestement  à  en- 
lever la  somme  de  cbaleur  q  a.\a.  source  A  et  à  verser  la  somme  correspondante  q' 
dans  la  source  A',  avec  une  dépense  de  travail  égale  à  la  même  aire  S  du  quadrila- 
tère curviligne  BB'  B,  B,. 

Au  point  de  vue  pratique  des  choses,  on  ne  réussirait,  à  la  vérité,  à  recueillir  dans 
l'opération  directe  qu'une  quantité  de  force  motrice  un  peu  inférieure  à  l'aire  S  de 
la  fig.  I,  et  dans  l'opération  inverse  on  serait  obligé  de  dépenser  une  quantité  un 
peu  supérieure  à  S  ;  mais  on  comprend  en  même  temps  que  les  deux  différences  de 
sens  opposés  peuvent  devenir  moindres  qu'aucune  quantité  donnée,  et  qu'il  doit  y  avoir 
une  limite  rationnelle  de  parfaite  équivalence  entre  l'une  et  l'autre  opération,  de  lu 
manière  qui  vient  d'être  expliquée  et  représentée  sur  \àfig-  i . 

Tous  les  mêmes  raisonnements  seront  applicables  à  un  mélange  de  liquidi-  et  de  va- 
peur saturée  de  ce  liquide,  à  cela  près  que  les  courbes  BB,  ,  B'B',  deviendront  des 
lignes  droites  parallèles  à  l'axe  Ov,Jîg.  i,  parce  qu'alors  les  relations 

se  changeront  en 

ou,  inversement, 

P  =  a{t),    p'=a{t'). 

Concevons,  en  effet,  une  masse  liquide  M  à  une  température  donnée  t  et  sous  la  ppeN- 
sion  d'ébullition  y?  =  li  7  1  représentée  par  la  hauteur  OP  si\r  la^'°^.  2.  Soit  P/  le  vo- 
lume correspondant  de  la  masse  liquide  M. 

Mettons  la  masse  IM  en  contact  avec  un  corps  plus  chaud ,  de  manière  à  en  élever  la 
température  progressivement  jusqu'à  t' ,  et,  pour  qu'il  ne  se  fasse  pas  de  vapeur,  île- 
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vons  à  mesure  la  pression  j)  d'après  la  relation  générale  /y  =  il  (  ?  supposée  connue  par 
expérience.  Le  volume  de  la  masse  M  augmentera  alors  très-lentement  avec  t  et  pourra 
être  représenté  par  l'abscisse  variable  «•  d'une  certaine  ligne  ;/'  presque  droite  et 
presque  parallèle  à  l'axe  Op. 

A  partir  du  point  / ',  oîi  la  pression  sera  p'  et  la  température  correspondante  d'ébul- 
lition  t',  faisons  augmenter  le  volume  v  de  l'enveloppe  pendant  qu'une  source  indéfinie 
de  chaleur  s'y  trouvera  renfermée  à  une  température  constante  t':  alors  une  partie  de 
la  masse  liquide  se  transformera  en  vapeur  et  la  pression  ne  changera  pas,  c'est-à-dire 
que  les  variables  v,  p  du  mélange  iront  le  long  d'une  droite  ('1'  parallèle  à  l'axe  Oi'. 

Il  y  aura  un  certain  point  I'  où  toute  la  masse  M  sera  transformée  en  vapeur  saturée, 
et,  au  delà,  si  l'on  continuait  à  faire  augmenter  le  volume  v  de  l'enveloppe  au  contact 
d'une  source  de  chaleur  entretenue  à  la  température  constante  t',  les  variables  v ,  p 
suivraient  une  courbe  descendante  de  l'espèce  ^'^,fig.  i . 

Il  y  aura  une  telle  longueur  limite  PI  on  W  à  toutes  les  hauteurs  p  de  la  /?o-.  2,  et, 
par  suite,  l'on  aura  à  concevoir  une  certaine  courbe  II'  (jui  feia  la  limite  lie  séparation 
de  l'état  de  vapeur  saturée  à  l'état  de  gaz  permanent. 

On  sait  que  pour  de  la  vapeur  d'eau,  à  100  degrés,  la  limite  P' I'  est  égale  à  dix- 
sept  cents  fois  environ  l'une  des  limites  P/,  P'/'  de  l'état  liquide,  et  que,  à  5o  degrés 
de  température,  avec  une  pression  de  10  centimètres  de  mercure  à  peu  près,  la  li- 
mite PI  est  égale  à  huit  ou  neuf  fois  la  limite  P'I';  mais  de  pareilles  proportions  n'au- 
raient pu  être  indiquées  sur  \Afig.  ?.  sans  la  rendre  inintelligible  dans  ([uekpies-unes  de 
ses  parties. 

Cela  posé,  représentons-nous  un  volume  P'B'  du  mélange  à  la  température  t'  et 
faisons  augmenter  le  volume  de  l'enveloppe,  au  contact  de  la  source  A',  jusqu'à  une 
longueur  arbitraire  P' B',  inférieure  à  la  limite  P'I';  désignons  par  r/'  la  quantité  de 
chaleur  enlevée  à  la  source  A'  et  devenue  latente. 

A  partir  du  point  B', ,  ôtons  la  source  de  chaleur  A'  et  continuons  à  faire  augmenter 
le  volume  v  sans  ajouter  ni  retrancher  de  la  chaleur,  ce  qui  fera  diminuer  à  la  fois  la 
pression  et  la  température  du  mélange  le  long  d'une  certaine  courbe  B'^B,  de  même 
espèce  que  sur  la  fig.  i . 

A  partir  du  jioint  B,,  supposé  en  deçà  de  la  limite  I ,  la  température  du  mélange  étant 
devenue  t,  approchons-en  une  source  indéfinie  de  chaleur  entretenue  à  la  température 
constante  t  et  faisons  diminuer  le  volimie  v  du  mélange  jusqu'à  la  rencontre  d'une 
courbe  B'B  de  même  espèce  que  la  courbe  B',  B,  et  passant  par  le  point  initial  B'.  Nous 
exjtrimerons,  de  cette  manière,  du  mélange  de  liquide  et  de  vapeur,  une  certaine  somme 
de  chaleur  q  (jui  passera  dans  la  source  A  à  la  température  constante  t  ;  puis  ,  en  ôtant 
la  source  A  à  partir  du  point  B  et  en  continuant  à  faire  diminuer  le  volume  du  mélange 
sans  ajouter  ni  retrancher  de  la  chaleur,  nous  arriverons  an  point  initial  B'  le  long  de 
la  courbe  BR'. 

Nous  réussirons  donc  à  ramener  le  mélange  de  li(iuide  et  de  vapeur  saturée  exacte- 
ment à  son  ùtat  initial  et  à  obtenir  un  bénéfice  net  de  force  motrice  égal  à  l'aire  S  du 
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quadrilatère  BB' B',  B, ,  tandis  qu'une  certaine  somme  de  chaleur  t/'  aura  disparu  de 
la  source  A'  et  qu'une  autre  somme  de  chaleur  7  aura  passé  dans  la  source  A. 

L'opération  inverse  sera  également  possible,  c'est-à-dire  que,  avec  une  dépense  de 
force  motrice  égale  à  la  même  aire  S ,  nous  pourrions  enlever  une  somme  de  chaleur  c/ 
de  la  source  A  et  verser  la  somme  correspondante  q'  dans  la  source  A'. 

Ainsi,  aucune  perte  n'aura  lieu  et  l'aire  S  du  quadrilatère  BB'B',  B,,  sur  \d  Jlg.  2 
comme  sur  la  fig.  i ,  sera  le  parfait  équivalent  mécanique  du  fait  |)hvsiqne  qui  consis- 
tera à  prendre,  à  l'aide  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide,  une 
somme  de  chaleur  q'  dans  la  source  A'  entretenue  à  la  température  constante  t' ,  et  à 
faire  passer  une  somme  de  chaleur  q  dans  la  source  A  entretenue  ii  la  température 
constante  t,  la  température  Jetant  moindre  que  t" . 

L'aire  S  perdrait  sa  forme  quadrilatérale  sur  la^fg-.  2  si  la  courhe  B'B  tombait  eu 
deçà  de  la  limite  /'K  et  aussi  si  la  courbe  B,B',  rencontrait  la  limite  II'  sans  se  con- 
fondre avec  elle.  Je  reviendrai  plus  loin  sur  de  telles  exceptions  [*]. 

Cela  posé,  le  tort  qu'on  reproche  à  MM.  Carnot  et  Clapeyron,  c'est  d'avoir  supposé 
(jue,  sur  Ies_^g-.  i  et  2,  on  devait  avoir  q'  =  tj . 

[*]  S'il  était  question  de  faire  la  théorie  spéciale  des  machines  à  vapeur  d'eau ,  j'aurais  à  expliquer 
ici  cornaient  les  opérations  de  principe  de  ^3  fig.  2,  à  l'aide  d'une  seule  enveloppe  à  volume  va- 
riable f,  ne  sauraient  être  rendues  matoriellemcnt  possibles  et  pratiquement  utiles  qu'à  l'aide  df 
deux  cylindres  ,  le  cylindre  iravaillcitr  et  le  cj  tindre  alimentaire ,  reliés  entre  eux,  d'une  part,  par  un 
réservoir  d'eau  et  de  vapeur  à  la  température  élevée  ('  (la  chaudière) ,  d'autre  part,  par  un  réser- 
voir d'eau  et  de  vapeur  à  la  température  basse  r  (le  condenseur);  j'aurais  à  expliquer  le  jeu  des 
soupapes  ou  robinets  à  l'aide  desquels  un  tel  mécanisme  à  deux  cylindres  et  à  deux  réservoirs 
(nommés  chaudière  Vun  j  et  condenseur  l'autre)  pourra  réellement  taire  l'office  de  l'unique  enve- 
loppe des  raisonnements  du   texte. 

J'aurais  à  expliquer  ensuite  l'inconvénient  pratique  d'eue  obligé  de  prendre  avec  le  cylindre  ali- 
mentaire un  volume  énorme  d'eau  et  de  vapeur  Pli  ou  VK.,  dans  le  condenseur,  afin  de  renvoyer  dans 
la  chaudière  un  volume  correspondant  P' B'  d'eau  et  de  va)ieur,  ou  un  volume  P'i'  d'eau  seulement 
à  la  température  élevée  /',  conformément  au  principe  général  d'éviter  la  mise  en  présence  de  deux 
corps  à  des  températures  difierenies. 

.A  côté  de  cet  inconvénient,  j'aurais  à  signaler  le  grand  avantage  pratique  de  n'alimenter  la  chau- 
dière qu'avec  de  l'eau ,  quoique  froide ,  à  cause  de  la  petitesse  qui  en  proviendra  dans  le  volume  du 
cylindre  alimentaire. 

J'aurais  à  faire  valoir  encore  l'avantage  pratique  d'une  injection  d'eau  froide  dans  le  condenseur 
et  l'impossibilité  d'éviter  des  infiltrations  d'air,  ce  qui  obligera  d'avoir  à  la  fois  une  pelile  pompi- 
alimentaire  et  une  pompe  à  air  un  peu  volumineuse,  en  place  de  l'unique  cylindre  alimentaire  de.s 
précédents  raisonnements. 

J'aurais  à  parler,  enfin,  des  trottements  du  mécanisme  qui  empêcheront  de  réaliser  toute  la  force 
expansive  de  la  vapeur,  indépendamment  de  l'inconvénient  d'avoir  des  machines  trop  encombrantes 
quand  on  veut  avoir  plus  de  force  motrice  expansive,  etc.,  etc. 

Il  y  aurait  des  considérations  plus  ou  moins  analogues  à  faire  valoir  sur  la  fig.  1  pour  le  cas  des 
machines  à  air  chaud  ;  mais  tout  cela  me  mènerait  beaucoup  trop  loin  cl  ferait  perdrede  vue  la  filia- 
tion logique  des  vrais  principes  de  la  théorie  que  je  me  propose  de  fonder. 

Ce  que  je  viens  d'énumérer  très-succinctement  dans  celte  note  fera  l'objet  d'un  autre  Mémoire 
qui  servira  de  complém-  nt  à  celui-ci  et  dont  la  rédaction  est  à  peu  près  terminée.  Je  veux  parler  du 
travail  dont  les  conclusions  ont  été  publiées  dans  le  feuilleton  du  Moniteur  du  16  mais  i853,  et  à 
l'occasion  duquel  j'ai  pré.senlé  une  Note  à  l'Institut,  dans  la  si  ance  du  21  mars  suivant. 
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L'égalité  q' ^=  q  peut  certainement  être  contestée;  mais  voyons  d'abord  ce  que  l'on 
peut  démontrer  rigoureusement  quand  on  se  place  à  tort  ou  à  raison  à  un  tel  point  de 
vue,  sauf  à  voir  ensuite  ce  que  pourra  entraîner  une  inégalité  quelconque  entre  les  deux 
quantités  correspondantes  q -,  q' ■ 

Avec  l'égalité  (7'  =  17  la  quantité  de  force  motrice  S  des  fig.  1  et  2  sera  le  parfait 
équivalent  mécanique  d'une  somme  de  chaleur  q  descendue  de  la  température  t'  de  la 
source  A'  à  la  température  inférieure  t  de  la  source  A. 

Tout  autre  gaz  que  celui  de  la_^^.  i  et  tout  autre  mélange  de  liquide  et  de  vapeur 
que  celui  de  la^^.  2  pourront  être  employés  de  manière  à  faire  descendre  une  même 
somme  de  chaleur  q  de  la  même  source  A'  à  la  même  source  A,  et  alors  les  quantités  q, 
1 1  t'  étant  les  mêmes  pour  différents  fluides  élastiques,  il  faudra  que  les  quantités  cor- 
respondantes de  force  motrice  que  l'on  obtiendra  de  l'emploi  de  ces  fluides, 
S,     S,,      S,,..., 

soient  toutes  égales;  car  si,  avec  un  certain  fluide  élasti(iue,  on  obtenait  une  quantité  S, 
et  que,  avec  un  autre  fluide  élastique,  il  fût  possible  d'obtenir  une  quantité  plus  con- 
sidérable S  -(-  -y,  les  deux  fluides  étant  employés  à  faire  descendre  successivement  une 
égale  somme  de  chaleur  q  de  la  même  température  t'  à  la  même  température  t,  nous 
serions  parfaitement  libre  d'employer  le  second  fluide  à  faire  descendre  une  somme  de 
chaleur  7  de  /^'  à  t,  de  manière  à  obtenir  la  quantité  de  force  motrice  S  -I-  s,  puis 
d'employer  le  premier  fluide  à  faire  remonter  la  même  somiue  de  chaleur  <•/  de  t  en  t' 
avec  une  dépense  de  force  motrice  égale  à  S ,  ce  qui  nous  laisserait  un  bénéfice  net, 
sans  cause,  égal  à  s. 

Puis,  en  répétant  la  double  opération  it  fois  de.  suite,  nous  obtiendrons  la  ipiau- 
lité  ns  qui  croîtrait  sans  limite  avec  «,  c'est-à-dire  que,  avec  rien  et  après  avoir  ra- 
mené toutes  choses  dans  leur  état  initial  ,  il  nous  serait  loisible  de  créer  autant  de  force 
motrice  que  nous  vnndrions;  ce  qui  est  absurde. 

Telle  est  l'idée  mère  ou  l'axiome  fondamental  des  raisonnements  de  MM.  Carnot  et 
Clapevron. 

D'après  cet  axiome,  il  devra  v  avoir  une  relation  directe  entre  la  quantke  de  (orce 
motrice  S,  d'une  part,  et  les  quantités  correspondantes  «y,  l,  t',  d'autre  part ,  indépen- 
damment de  la  nature  du  fluide  élastique  qui  aura  servi  à  l'opération. 

De  plus,  entre  les  mêmes  températures  t,  t'  il  faudra  que  la  quantité  S  augmente 
proportionnellement  à  q,  afin  que  par  n  opérations  successives,   toutes  identiques,  la 
quantité  totale  «S  soit  précisément  la  même  que  celle  que  l'on  obtiendrait  d'une  seide 
opération  sur  une  quantité  de  chaleur  égale  à  nq. 
Il  faudra,  en  un  mot,  que  l'on  ait 

S=r//(^f'). 

la  fonction /étant  complètement  indépeudanle  de  la  nature  du  fluide  eiasiicpie  (|tie  l'on 
voudra  employer. 

Mais  cela  ne  suflira  pas,  car  on  sera  libre  encoie  d'opérer  séparément  de  /»  à  /, , 
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puis  (le  /,  ;i  t,,  (le  t,  a  ^,...,  et,  enfin,  de  f„_i  à  t„,  re  (jui  fera  avoir  les  .juantités 
successives 

S, --=9/f^„r,). 


S„  =  r//(r„_„r„), 


dont  la  soiniue  devra  (■tre  la  même  que  si  Ion  opérait  d'im  seul  coup  de  r,  à  t„  sur  la 
même  somme  de  chaleur  q.  Il  faudra  donc  que  la  fonction  universelle /{f,  /')  soit  de 
telle  nature  que  l'on  ait 

/('».  'n)=f[K,  t,)  +/{t,,t,)  -^/{t,,  t,)  ^. ..  +  /(,„_,,  ,„; , 

quelque  grandes  ou  petites  que  puissent  être  les  différences  consécutives  de  ?,  à  ;,  , 
de  r,  à  t-.,...,  tn_,  à  t„,  et  cela  exigera  manifestement  que  la  fonction /'(f„,  ;„)  soit 
une  intégrale  définie  de  f„  à  f„. 

Ainsi,  en  désignant  par  C  une  certaine  fonction  de  la  température  /  commune  à 
tous  les  fluides  élasti(|ues  de  la  nature  ,  il  faudra  que  l'on  ait 


{«) 


et,  quand  il  n'y  aura  qu'une  distance  infiniment  petite  entre  les  courbes  BB,,  B'B'  , 
comme  aussi  entre  les  courbes  BB',  B,  B',  ,  l'on  devra  écrire 

dg  dt 
[a')  ''S=-V- 

D'autre  part,  on  a  vu  que  les  équations  des  courbes  BB,,  B' B',  étaient  respective- 
ment 

et  celles  des  courbes  BB',  BiB',, 

■\,  (i',  p)  =z  u  ,      ■\,U;p)  =  u,. 
Dès  lors ,  en  faisant 

t'  =:  t  -h  de,        «,  =r  K  H-  du  , 

il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver  l'expression  du  quadrilatère  infiniment  petit  BB'B'  B, 
des  fig.   I   et  2  sous  la  forme 

dudt 

d-^  dtf        d'il   d  (^ 

dt>  dp         dp    dv 

et,  en  identifiant  cette  expression  purement  géométrique  de  la  différentielle  dS  avec 
le  second  membre  de  la  formide  (a'),  il  faudra  que  l'on  ait,  pour  tel  fluide  élastique 
TomeXVIII.— OcTOBiiEi853.  47 
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que  l'on  voudra  , 

du  lit  dq  dt 


d\  dnj        d-if  dij  C 

dv    dp         dp    df 
Il  est  d'ailleurs  évident  tjue,   avec  l'égalité  supposée  q'  =z  q ,  entre  deux  tourbes 
données  BB',   B.B', ,  quelles  que  soient  les  températures  t,  t',  c'est-à-dire  quelles  que 
soient  les  deux  courbes  correspondantes  BB, ,  B'  B', ,  il  devra  y  avoir  une  certaine  fonc- 
tion F  («},  telle  que  l'on  aura 

/=9z=F(«,)  — F(«), 
et  que,  par  suite,  en  posant 


,  du 


on  aura 


q'  =:  q  =    I        /[u]  du  , 
dq  =/[u)  du. 


Il  est  évident  encore  que  ,  la  fonction  /"étant  supposée  donnée,  la  fonction  y  pourra 
toujours  être  transformée  en  une  expression  équivalente 
FiU'',p)]=-P(u), 

telle  que,  en  désignant  ensuite  le  premier  membre  de  cette  autre  expression  par  i  [v,  p), 
on  aura  simplement 

[d')  dq=du, 

et,  par  suite,  la  relation  universelle 

f/Ji  rfcp        d-!j  ds 
'  dv  dp         dp    dv 

Quand  il  s'agira  spécialement  d'un  gaz,  !a  fonction  générale 
?(",/')  =  ' 
prendra,  en  vertu  de  la  loi  de  Mariette,  la  forme  spéciale 

^{vXp)=t, 

el ,  quand  on  admettra ,  en  outre ,  la  loi  de  Gay-Lussac ,  on  trouvera 
vp  v^p^ 

l-+-af         H-  af„  ' 

les  lettres  i',,  /;„,  f,  servant  à  désigner  les  valeurs  particulici-es  des   variables  '■.  p,    t 
dans  un  état  donné  du  gaz. 
On  tire  de  là 

_  I  +  ar„  1 

av,p„  a 
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et,  en  posant 


...p.   -R' 

on  aura 

r              ï             "P 

<f{v,p)^=-^  —  constante  ; 
R 

par  suite, 

dif         p         do         V 
^  ~  R  '      ^~r' 

et  la  condition  (( 

-)d. 

îviendra 

W) 

dv        '^  dp 

C'est  l'équation  que   M.   Clapeyion  a  trouvée  à  la  page  167  de  son  Mémoire  sous  la 
forme 

en  observant  que,  puisque  la  quantité  C  était  une  fonction  de  t ,  le  produit  RC  pou- 
vait être  représenté  par  une  certaine  fonction  F  du  produit  vp. 
.M.  Clapeyron  en  a  obtenu  l'intégrale  sous  la  forme 

(/)  Q  =  R(B-Clog^). 

Quand  il  s'agira  spécialement  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce 
liquide,  la  fonction  générale 

se  réduira  à 

?(/>)  =  '    O"    A'  =  ii(0; 

par  suite  ,  on  aura 


°'    *     II) 

et  la  condition  [e]  se  réduira 

à 

[':") 

dp        d\ 

r    ■  ■  ■  >        ■  .       ,         dl 

M.  Clapeyron  a  fait  voir,  en  outre,  comment  la  dérivée  partielle  -j-  pouvait  être 

exprimée  en  fonction  de  la  quantité  de  chaleur  latente  de  la  vapeur  par  unité  de  vo- 
lume (page  175).  et  il  est  parvenu,  enfin  ,  à  déterminer  les  valeurs  numériques  de  la 
quantité  C  pour  cinq  températures  différentes  de  o  à  i5o  degrés. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que,   à  ce  point  de  vue,  il  y  aurait  une  certaine  échelle 
thermometrique  au  moyen  de  laquelle  on  trouverait  pour  tous  les  fluides  élastiques, 


4?.. 
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CHAPITRE  n. 

ÈtahlusemctU  delà  relation  universelle  S=gT(/') — qT{l)^^  j      —{qTil)\itl . 

d'après  un  mode  de  raisonnement  analogue  à  celui  de  M.  S.  Carnot,  sans  que 
l'on  préjuge  rien  de  l'égalité  ou  de  l'inégalité  des  quantités  de  chaleur  c/ ,  q' . 

—  Des  raisons  à  faire  valoir  pour  et  contre  la  relation  T  [t)  =  constante. 

—  C  est  peut-être  de  la  fonction  T  (t)  que  dépendra  la  transition  à  établir  un 
jour  des  effets  purement  calorifiques  aux  effets  lumineux  et  électriques  des 
corps. 

Je  reviens  maintenant  au  point  précis  des  raisonnements  de  MM.  Carnot  et  Clapey- 
ron ,  oîi  il  a  été  fait  usage  de  l'égalité  7'  =  ly ,  el  je  suppose  ,  à  tort  ou  à  raison  ,  que 
l'on  doive  avoir 

'/' ^  q     on  même     '/' <Cq 
sur  les  7%.  I   et  2. 

le  continue  à  désigner  par  S  la  quantité  de  force  motrice  théoriquement  possible  à 
l'aide  d'un  certain  fluide  élastique  qu'on  emploiera  à  prendre  une  somme  de  chaletw  </' 
dans  la  source  A'  à  la  température  t'  et  à  verser  une  autre  somme  de  chaleur  t/  dans 
la  source  A  à  la  température  t. 

Je  désigne  par  S,  la  quantité  de  force  motrice  théoriquement  possible  à  l'aide  de 
quelque  autre  fluide  élastique  qui  servira  à  prendre  une  somme  de  chaleur  c/',  dans  la 
même  source  A'  à  la  même  température  t'  et  à  verser  une  autre  sonuue  de  chaleur  «/, 
dans  la  même  source  A  à  la  même  température  t. 

Je  serai  libre,  évidemment,  de  procéder  à  n  opérations  directes  avec  le  premier 
fluide  et  à  «,  opérations  inverses  avec  le  second  fluide,  ce  qui  me  procurera  un  béné- 
fice net  de  force  motrice  égal  à  la  différence  (^positive  ou  négative), 

(a)  «S  —  /;,  S,. 

Il  arrivera  en  même  temps  ipie  de  la  source  A'  je  ferai  sortir  une  quantité  tU'  cli.iUiir 
égaie  à  la  différence 

(S)  mf'—n,q\, 

tandis  que  de  la  source  A   je  ferai  .tnrtir  une  quantité  de  chaleur  égale  à  la  dilliituic 
l-j)  «,7,-      nq. 

Cela  pose,  comme  les  nombres  //,  «,  seront  conipletenietil  arbitraires,  el  «pie, 
d'autre  part,  les  quantités  7,  <■/,  pourront  être  choisies  à  dessein,  de  manièri'  à  se  trou- 
ver représentées  par  des  nombres  entiers,  il  est  clair  que  les  opérations  pourinni  imi- 
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jours  être  conduites  de  manière  que  l'on  aura  spécialement 
"1  7i  —  nq  =  ù. 

Si  l'on  désigne  par  IN  un  multiple  quelconque  des  deux  nombres  entiers  </,  </,,  on 
n'aura  (]u'à  faire 

N  N 

9  ?. 

pour  que  le  l)ut  soit  atteint,  c'est-à-dire  pour  qu'on  réussisse  à  ne  rien  changer  fina- 
lement dans  la  source  A  et  à  produire  deux  choses  seulement,  à  savoir  :  d'une  part, 
un  bénéfice  de  force  motrice  représenté  par  la  différence  nS  —  "i  S,  ,  laquelle,  à  raison 
des  valeurs  précédentes  de  «,  n,,  se  réduira  à 


et,  d'autre  part,  une  perte  résultante  de  chaleur  dans  la  source  A'   égale  à  la  diffé- 
rence nq' —  «I?,,  laquelle,  à  raison  des  mêmes  valeurs  de  «,  «,,  se  réduira  à 


(•/) 


Donc,  à  ce  point  de  vue,  quand  on  rejettera  les  égalités  q'=z  q,  q\=  q,,  de  la  force 
luoirice  pourra  être  produite  par  le  seul  fait  d'une  perte  de  chaleur  dans  la  source  A'  ; 
ou  réciproquement,  avec  une  dépense  de  force  motrice,  on  pourra  produire  une  aug- 
mentation de  chaleur  dans  la  source  A',  et  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'absurdité  en  cela, 
il  faudra  que  le  rapport  de  l'un  à  l'autre  effet  soit  le  même  pour  tous  les  ga?.  et  pour 
toutes  les  vapeurs  indistinctement,  sans  quoi  l'on  ferait  de  suite  le  mouvement  perpé- 
tuel. 

De  plus,  le  rapport  en  question  ne  pourra  dépendre  que  de  la  température  /'  de  la 
source  A',  parce  qu'aucun  changement  n'aura  été  produit  finalement  dans  la  source  A^ 
et  que  le  même  résultat  eut  pu  être  obtenu  à  l'aide  d'une  autre  source  .K''  à  une  tempe- 
rature  t"  différente  de  t. 

Il  s'ensuit  doue  que  l'on  devra  avoir 

(S)  -, %  =  T{t'), 

f      '/> 

la  lettre  r  servant  à  designer  une  certaine  fonction  de  la  température  qui  devra  être  la 
même  pour  tous  les  fluides  elastiqvies  de  la  nature. 

Je  recommence  maintenant,  et,  au  lieu  de  m'astreindre  à  des  opérations  telles,  qu'il 
en  provienne  la  relation 

"r  1/1  —  "9  :=  o  , 
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je  choisis  à  dessein  des  nombres  entiers  pour  les  <|uantites  q' ,  q  ,  et  je  pose 

nq'  —  «I  q\  =  o  , 
ce  qui  reviendra  à  faire 

_  ^'  _  N, 

~  7'  '        '~  1'. 

de  manière  a  annuler  finalement  tout  échange  de  chaleur  avec  la  source  A'  et  à  ne 
laisser  subsister  que  deux  choses,  à  savoir,  d'une  part,  un  bénéfice  de  force  motrice 
représenté  par  la  différence  «  S  —  «1  S, ,  qui,  d'après  les  valeurs  actuelles  des  nombres 
entiers  n ,  n,  ,  se  réduira  à 


(«") 


W     7, } 


et ,  d'autre  part ,  une  perte  de  chaleur  dans  la  source  A  égale  à  la  différence  n,  7,  —  nq, 
qui ,  d'après  les  mêmes  valeurs  de  n ,  n,,  se  réduira  à 


Kl,      1  ) 


Donc,  à  ce  point  de  vue,  le  seul  fait  d'une  perte  de  chaleur  dans  la  source  A  en- 
traînera une  production  de  force  motrice  ;  ou  réciproquement ,  le  seul  fait  d'une  dé- 
pense de  force  motrice  entraînera  une  augmentation  de  chaleur  dans  la  source  A ,  et , 
pour  qu'il  n'y  eût  pas  d'absurdité  en  cela  ,  il  faudra  que  le  rapport  de  l'un  à  l'autre 
effet  soit  le  même  pour  tous  les  fluides  élastiques  de  la  nature,  sans  quoi  l'on  ferait  le 
mouvement  perpétuel. 

De  plus,  le  rapport  en  question  ne  pouna  dépendre  que  île  la  teuipcraturo  r  de  la 
source  A,  et  la  fonction  de  /  propre  à  expiimer  un  tel  rapport  devra  se  confondre 
identiquement  avec  la  fonction  r  de  l'équation  (^^  quand  on  v  fera  t'  r=  t.  Ce  sera 
donc  la  même  fonction,  et  l'on  aura 

?',         <f' 
Or,  maintenant,  des  équations  (S),  (s)  on  tirera  ,  par  voie  d'élimination  , 

S=q'T{t')-qT{t), 

S,  =  7,  r(f')-9,r(0, 

c'est-à-dire  que,  en  principe,  la  formule  de  MM.  Carnot  et  Clapeyron,  qui  était 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  371 

devra  être  lemplaiée  par  la  foriinilf  un  \h;u  plus  générale 


(3) 


r''  d 

q'Tlt)~,iV[t)=j        j^\qr(t)\dt. 


(jui  se  réduirait  précisément  à  l'autre,  si  l'expérience  nous  faisait  tnniver  e/'  =  </,  et  de 
laquelle  ,  au  contraire ,  nous  tirerions 

8  =  0(7'-  r/), 

si  l'expérience  ou  le  raisonnettient  nous  faisaient  trouver 

r  [t)  =  constante  G. 

Il  y  a  à  faire  remarquer  que  je  suis  parvenu  à  la  formule  [  3)  sans  faire  aucune  hv- 
pothèse  sur  la  nature  intime  de  la  chaleur  dans  le  volume  des  fluides  élastiques.  La 
formule  (3)  sera  donc  le  pivot  fondamental  de  la  théorie  des  effets  dynamiques  de  la 
chaleur;  ce  sera  une  relation  supérieure  qui  dominera  à  la  fois  la  théorie  de  M.  Carnot 
et  les  théories  plus  récentes  de  quelques  autres  physiciens. 

Par  le  mode  de  raisonnement  que  j'ai  suivi ,  en  me  laissant  aller  au  cours  naturel  des 
idées  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Carnot ,  la  formule  3)  est  devenue  du  premier  coup 
aussi  complète  que  la  formule  {a),  après  trois  raisonnements  consécutifs;  car,  en  suppo- 
sant que  l'on  veuille  imaginer  maintenant  une  série  de  sources  auxiliaires  à  des  tempéra- 
tures quelconques  to,t,,  t.,  t,,...,  t„_i,  t„,  perdant  et  recevant  successivement  les  unes 
après  les  autres  les  quantités  de  chaleur  q^,  q,,  q-^,  93,...,  qn-t ,  qn,  sans  qu'il  reste  ni 
excédant  ni  déficit  dans  aucune  des  sources  intermédiaires 
A,,     A,,     A,,...,     A„_,, 

l'on  trouvera,  par  la  formule  (3),  les  ([uantités  de  force  motrice  partielles 

q,r{t,)-q,r(t,), 
q,r(t,)-q,r{t,), 


dont  la  somme  se  réduira  précisément  à  la  différence 

q,.r{e„)  —  q.r[t,\ 

que  la  même  formule  (3     fera  trouver  pour  une  seule  opération  de  t,.  à  f„,  ou  inverse- 
ment de  t„  à  fo.  Cette  propriété  vient  de  ce  que  le  second  membre  de  la  formule  (3  )  a  pris 
de  suite  la  forme  d'une  intégrale  définie  de  t  k  t'. 
On  a  encore  identiquement 

iZbis)       !S  =  7'r(f')-,r(0  =  9'(r(f')-r(0)+(7'-7)r(0 
'  =(9'-7)r(r')  +  7(r(ï')-r(0), 
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et  par  là  on  voit  que,  sans  rien  préjuger  de  l'égalité  ou  de  l'inégalité  des  quantités  de 
chaleur  q,  7',  échangées  entre  une  source  A  à  la  température  ?,  et  une  autre  source  A' 
à  la  température  t' ,  la  quantité  de  force  motrice  théoriquement  possible  pourra  tou- 
jours être  calculée  de  trois  manières  exactement  équivalentes  qui  se  réduiront  à  ce  qui 
suit. 

De  l'une  des  manières,  on  calculera  comme  si  la  quantité  de  chaleur  7',  enlevée  à 
la  source  A'  à  la  température  /',  était  transmise  intégralement  à  la  source  A  à  la  lempé- 
lure  f ,  et  qu'ensuite,  dans  cette  dernière  source,  il  v  eût  une  extinction  de  chaleur  égale 
à  la  différence  7'  —  7- 

De  l'autre  manière  ,  on  calculera  comme  si  la  différence  7' —  7  était  détruite  préala- 
blement dans  la  source  A'  à  la  température  t',  et  que,  ensuite,  la  quantité  de  chaleur 
restante  7  fût  transportée  intégralement  de  la  température  t'  à  la  température  t. 

De  la  troisième  manière ,  enfin ,  on  calculera  comme  si  la  quantité  de  chaleur  7', 
enlevée  à  la  source  A'  à  la  température  t' ,  était  détruite  intégralement  dans  cette  source , 
et  qu'ultérieurement  une  quantité  de  chaleur  7  fût  reproduite  intégralement  dans  la 
source  A  à  la  température  t. 

Mais  cette  triple  interprétation  s'évanouirait  si  l'on  avait 

r  \t\  =  constante  G, 
et ,  par  suite ,  la  relation  unique 

S  =  (7'-7)G. 

Avant  de  faire  valoir  des  motifs  pour  ou  contre  la  relation 
r  (f)  =  constant<', 

il  me  reste  à  faire  remarquer  que  le  mode  de  démonstration  de  la  formule  (3),  au 
moven  des  formules  (0),  (s),  deviendrait  illusoire  si  les  quantités  7,  7'  de  l'un  des 
fluides  élastiques  étaient  proportionnelles  aux  quantités  correspondantes  7, ,  7',  de 
l'autre  fluide  élastique ,  c'est-à-dire  si  l'on  avait  l'égalité 

parce  que,  dans  ce  cas-là,  les  dénominateurs  des  formules  (  'j  ,,  (e  deviendraient  nuls, 
et  que  ,  par  suite ,  les  deux  formules  se  réduiraient  à  la  relation  unique 

S         7         7' 

b,       Vi       1, 
de  laquelle  on  ne  pourrait  plus  tirer  la  formule  (3). 

Mais,  d'abord,  si  la  relation  (<;)  ne  se  présentait  qu'exceptionnellement  dans  le  cours 
des  opérations  qui  ont  éle  décrites,  on  n'aurait  qu'à  procéder  à  ces  opérations  avec 
d'autres  courbes  BK',  B,  B',  surles_/?g'.  i  et  2,  ou  employer  d'autres  fluides  élastiques, 
et  jjourvu  qu'il  existât  un  seul  fluide  dans  la  nature  qui,  étant  employé  successivement 
avec  tous  les  autres,  ne  fît  pas  avoir  la  relation  (Ç) ,  il  est  clair  que  l'on  réussirait  en- 
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core  à  démontrer  la  formule  (3)  au  nioven  des  formules  [S),  iï)  jjour  tous  les  gaz  et 
pour  toutes  les  vapeurs  iudistinctement. 

Ainsi,  le  mode  de  démonstration  de  la  formule  (3)  ne  saurait  être  en  défaut  que 
dans  le  cas  unique  où  ,  pour  tous  les  fluides  élastiques  de  la  nature  et  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  courbes  BB',  B,  B',  de  chacun  de  ces  fluides  sur  nos^^.  i  et  2  ,  l'on  aurait 
universellement  la  relation  (Ç). 

Or,  à  la  seule  inspection  desfig.  i  et  2 ,  Ton  comprendra  avec  une  parfaite  évidence 
que,  pour  deux  courbes  données  BB',  B,  B',  d'un  fluide  élastique  détermine,  il  y  aura 
toujours  ime  certaine  fonction  delà  température,  telle  que  l'on  pourra  écrire 

7=/(0,    -?'=/(''); 

puis,  pour  d'autres  courbes  BB',  B,  B',  du  même  fluide,  ou  d'un  fluide  différent,  on 
devra  poser 

la  fonction/i  pouvant  généralement  être  différente  de/". 
Cela  étant,  on  trouvera 

et  pour  que  la  relation  (Çi  puisse  avoir  lieu  universellement,  il  faudra  que  les  fonc- 
tions/,/ soient  telles,  qu'en  désignant  parK,  K,  deux  constantes  arbitraires,  et  par  7(r  j 
une  même  fonction  de  la  température  t  pour  tous  les  fluides  élastiques  de  la  nature, 
l'on  ait 

/(0=K7(0.     /(ï)  =  K,7(0. 
Il  faudra,  en  un  mot,  que  l'on  ait 

/  fy=:K7{r),       ry'  =  K7(f'l 

(S)  J  pour  deux  courbes  données  BB',  B,B',,  et 

(  <,,=:K,7(0,      9',=K,7(^') 

pour  tout  autre  système  de  courbes  de  même  espèce. 
Dès  lors  la  relation  {-n)  se  réduira  à 

S         K  ,       S         S, 

—  =  5       OU    a      --=r— -5 

s,        K,  K        K, 

et  si  l'on  désigne  par/  f,  /')  une  certaine  (onction  universelle  des  températures  t,  t', 
on  en  conclura 

S  =  R/(f,?'),     S,  =  R,/(^''); 

puis,  de  la  même  manière  que  dans  le  mode  de  démonstration  de  la  formule  [a]  de 
MM.  Carnot  et  Clapeyron,  on  reconnaîtra  que  la  lonction/(?,  t' )  devra  être  de  telle 
nature  que,  en  procédant  à   «  opérations  successives,  par  échelons  quelconques  de  t. 
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k  f„,  il  faillira  que  l'on  trouve 

ce  qui  reviendra  à  dire  i|iif  l'on  devra  avoir 

/(^o,  t,.)  =J'"  '^  dt  =  r,  (f„)  -  r,  (..1, 

la  fonction  r,  (  n  étant  la  même  pour  tous  les  fluides  indistinctement. 
Ainsi  l'on  aura 

(/)  s=rK(r,(;')-r,  (f\l  =  K  r    '1llp.dt. 

et,  par  conséquent,  l'on  retombera  sur  la  formule  de  MM.  Carnol  et  Clapeyron ,  à  cela 
près  que  la  constante  arbitraire  K  jouera  le  rôle  de  la  quantité  q  dans  la  formule  \ri). 
Or  la  formule  f3)  conduira  précisément  au  même  résultat  quand  on   v   fera  à  la 
fois 

7  =  K7(0,      v'  =  K7  ('■'); 
car  on  trouvera,  de  cette  manière, 

S  =  K  (7  t'  )  r(r')  -  7  (0  r  (0)  =kJ'   'l  (7  [t)  r(t)]  dt- 

par  conse<iuent ,  ce  sera  alors  la  fonction  composée  7  {t)  r(f}  qui  remplacera  la  fonc- 
tion simple  r,  (t\  de  la  formule  (/)  et  ipii  jouera  le  même  rôle  avec  la  constante  arbi- 
traire K  que  celui  que  la  fonction  /   ^^  jouait  avec  la  quantité  7  dans  la  formule    «1. 

Je  conclus  de  cette  discussion  que  la  formule  (3)  est  d'une  généralité  absolue  et 
d'une  exactitude  entière,  sauf  à  savoir,  ou  par  expérience  ou  par  d'autres  raisonne- 
ments, si  l'on  doit  y  faire  ou  q'  =z  q  ou  r  (<)  =r  constante  ,  en  observant  toutefois  que 
l'on  ne  saurait  avoir  à  la  fois  q'  =^  q  et  T  [t)  rrr  constante,  parce  qu'il  en  résullcrail 
S  =  o  ,  ce  qui  est  incompatible  avec  les  fig.  t  et  2. 

La  généralité  de  la  formide  (3)  étant  bien  établie,  je  reporte  mon  attention  sur 
l'une  des^g  1,2,  et  j'observe  que  si,  entre  deux  courbes  données  B'B,  B,  B',  pro- 
longées jusqu'à  l'axe  Oi',  on  prend  pour  t  une  valeur  de  plus  en  plus  petite,  la 
courbe  BB,  s'abaissera  de  plus  en  plus,  et  que,  en  même  temps,  la  quantité  S  devien- 
dra l'aire  curviligne  «B'B',  u,  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  des  i'. 

Sur  layfg'.  I,  les  plus  basses  des  courbes  BB,  ne  rencontreront  peut-être  l'axe  O  i' 
que  sous  des  angles  finis;  mais  sur  la^çÇ.  2  ,  dans  le  cas  d'un  mélange  de  liquide  et  de 
vapeur  saturée  de  ce  liquide,  la  plus  basse  des  courbes  BB,  devra  être  l'axe  des  i'  lui- 
même.  Il  V  aura  là  de  la  vapeur  extrêmement  raréfiée  à  une  pression  nulle  et  à  une 
température  très-basse  /„.  La  quantité  de  chaleur  q„  de  l'une  à  l'autre  des  courbes 
B'B«,  B',  B,  «I  sur  l'axe  0  i'  ne  sera  pas  égale  à  zéro,  parce  ((u'il  devra  être  possible 
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encore  de  faire  varier  le  volume  ••  du  mélange  par  une  addition  f>u  par  une  soustrac- 
tion de  chaleur. 

En  faisant  diminuer  progressivement  le  volume  v  d'une  telle  sorte  de  vapeur  et  en 
empêchant  la  pression /p  de  renaître,  par  suite  d'un  enlèvement  continuel  de  la  quan- 
tité de  chaleur  exprimée,  on  devra  pouvoir  ramener  la  vapeur  jusqu'à  l'état  liquide, 
à  la  température  constante  t„  ;  mais  on  ne  comprend  plus  quelle  sorte  de  différence  il 
pourrait  y  avoir  dans  ce  cas-là  entre  l'état  liquide  proprement  dit  et  l'étal  correspon- 
dant de  vapeur  sous  une  pression  nulle;  les  deux  états  se  confondront  vraisemblable- 
ment en  un  seul ,  ou  plutôt  l'état  liquide  n'existera  plus,  et  qusnd  on  continuerai 
enlever  de  la  chaleur,  la  vapeur  passera  directement  à  l'élat  solide,  sous  une  pression 
nulle,  à  la  température  en  question  t„. 

Après  la  coiiiplètr  solidification  du  mélange  à  la  température  <„,  il  devra  être  pos- 
sible encore  d'en  enlever  de  la  chaleur  et ,  par  suite,  d'en  abaisser  la  température  au- 
dessous  de  t„  de  la  manière  qu'il  nous  est  facile  de  constater  avec  un  corps  solide  quel- 
conque placé  sous  la  cloche  d'une  machine  pneumatique. 

La  température  t„  d'une  vapeur  sous  une  pression  nulle  aura  saus  doute  une  valeur 
différente  pour  chaque  espèce  de  vapeur,  et  quand  le  milieu  atmosphérique  aura  une 
température  inférieure  à  f „ ,  ce  milieu  ne  pourra  être  imprégné  de  vapeur  de  l'espèce 
de  matière  qu'on  considérera;  telle  est  vraisemblablement  la  constitution  de  la  plupart 
des  corps  solides  qui  nous  environnent  et  qui ,  à  l'état  de  poussière  seulement,  peuvent 
être  suspendus  momentanément  dans  l'air  atmosphérique  ;  excepté  quand  une  telle 
poussière,  par  des  combinaisons  chimiques,  pourra  donner  lieu  à  d'autres  produits 
susceptibles  d'imprégner  de  l'air  d'une  manière  durable. 

Ainsi,  en  désignant  par  q„  ce  que  deviendra  la  quantité  rj  quand  on  aura  jj  =z  o , 
t  =z  t^,,  la  formule  (  3  )  deviendra 

S,''='/'r(^')-ï„r(f.); 

puis,  quand  on  y  changera  t'  en  t,  on  aura 

s|  =  7  r\t)  —  q„T[t„). 

Les  premiers  membres  de  ces  deii.\  formules  seront  les  aires  curvilignes  mB'B'|«i, 
hBB,h,  comptées  à  partir  de  l'axe  Oc  jusqu'aux  courbes  B'B', ,  BB, ,  fig.  2,  et  la  diffé- 
rence de  ces  deux  aires  fera  précisément  la  quantité  S  de  la  formule  (3). 

D'après  ces  raisonnements,  une  espèce  de  vapeur  déterminée  ne  pourra  servir  à  pro- 
duire de  la  force  motrice  qu'à  partir  d'une  température  donnée  t  jusqu'à  la  limite 
inférieure  t„,  et  la  quantité  de  force  possible  avec  une  somme  de  chaleur  y  à  la  tempe- 
rature  initiale  t  sera 

Mais  il  suffirait  <ju'il  v  eût  une  autre  espèce  de  vapeur  dont  la  limite  t[  fût  inférieure 

48.. 
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il  r„  pour  que,  à  la  température  f»,  on  pût  faire  passer  la  somme  de  chaleur  latente  9»  de 
la  première  vapeur  dans  la  seconde,  ce  qui  permettrait  d'obtenir  encore  une  quantité 
de  force  motrice  égale  à 

et  ainsi  de  suite,  une  ou  plusieurs  fois,  pourvu  que  l'on  eût  à  sa  disposition  une  source 
Iroide  d'une  température  inférieure  k  t„,  t\,  t'[ ,  .  .  .  . 

Les  mêmes  considérations  seront  directement  applicables  à  \a  fig.  i,  quand  on  n"v 
concevra  que  deux  courbes  infiniment  rapprochées  B' B«  ,  8,6,  «,,  ce  qui  obligera  de 
mettre  dq' ,  dq,  dq^,  en  place  de  q' ,  q,  q„. 

On  aura  alors,  à  partir  d'une  courbe  donnée  BB,  jusqu'à  l'axe  Or, 

S[=dqr(t)—dq„T{t,), 

et,  d'une  pareille  bande  curviligne  à  une  autre  bande  adjacente,  la  température  limite  f^ 
surl'axe  des  •',  ira  sans  doute  en  augmentant  avec  v,  ce  qui  obligera  d'écrire  pour  une 
bande  quelconque  «BB,  «,  de  largeur  finie, 

S^    ^qT{t)~    C     '    dq„V{t,), 

au  lieu  que  sur  layî^.  2,  on  aura 

ta  ^=  constante  , 
et ,  par  suite 

S'^=qr.j}-q,r{t,). 

Ces  considérations  me  semblent  très-propres  à  bien  éclaircir  la  signification  de  la  tor- 
mule  (3)  pour  un  fluide  élastique  quelconque,  et  j'en  conclus  noianunent  que  Ir  pro- 
duit q  r  it)  est  la  mesure  rationnellement  exacte  de  la  quantitc  de  force  motrice  iju  'il  soit 
théoriquement  possible  de  concevoir  en  lieu  et  place  d'une  somme  de  chaleur  q  à  une 
température  donnée  t. 

Les  courbes  B'B,  B'|B|  des /?^.  1  et  2  étant  prolongées  jusqu'à  l'axe  des  r,  ou  aura 
toujours 

iq'  Y[t')^=  aire  curviligne  «B'B', h,  -I-  C, 
q  r[t)  z=  aire  curviligne   «  B  B,  k,  -1-  C, 

la  lettre  ('  étant  employée  ici  pour  désigner  la  quantilé  /(/f/,,  r  (^,)  de  u  en  «,,  sur  l'axe 
Oi',  et  de  la  soustraction  de  ces  deux  formules  proviendra  la  (pianlite  parfaitement 
déterminée  S  de  la  fornude  I  3  ). 

Par  suite,  la  quantité  r  ,f)  sera  Véquivalcnt  mécanique  de  l'unité  de  chaleur  à  une 
température  /,  et,  à  une  autre  température  f',  l'unité  de  chaleur  aura  poui-  équivalent 
mécanique  la  quantité  Vit'\;   mais  en  supposant  que  l'on  doive  ai'oii 

r(;)  =  constante  G  , 
cela  ne  changera  ilcn  à  la  siynilication  fondamentale  des  formules  (4  ),  et  il  f.iudra  alor- 
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ne  l'on  ait  en  principe 

G q' ^  aire  (•iirvilii;ne  «B'B,»,  -I- C, 


(/ibis) 

'   G  r/  z=  aire  curviligne  «BBiU,  +  C, 

indépendamment  de  tout  ce  que  l'expérience  pourra  faire  trouver  encore  au  sujet  des 
relations  des  quantités  tj,  g'  avec  d'autres  parties  des^g.  i  et  2,  comme  par  exemple 
avec  les  aires  ABB.A,,  A'B'B'.A',,  etc. 

Tel  est  et  sera  toujours  le  point  essentiel  de  ma  théorie.  Un  autre  point  essentiel,  c'est 
que,  en  tout  état  de  choses,  entre  deux  courbes  données  B'Bh,  B',  BiM,  des^g.  1  et  2, 
le  produit  «7 r(ï)  ira  nécessairement  en  augmentant  avec  t,  soit  que  l'augmenlation 
vienne  du  facteur  q,  soit  qu'elle  vienne  de  la  fonction  r{t). 

J'arrive  maintenant  à  ce  que  l'on  peut  dire  pour  ou  contre  la  relation 

r  (t)  =  constante. 

Je  suppose  que,  entre  deux  sources  de  chaleur  A,  A'  ù  des  températiwes  différentes 
f,  t',  on  renonce  à  se  servir  d'un  fluide  élastique  comme  véhicule  de  la  chaleur  de  A' 
vers  A;  alors  la  transmission  de  chaleur  se  fera  librement,  par  rayonnement  ou  par 
contact,  de  la  source  la  plus  chiude  à  la  source  la  moins  chaude,  et  l'on  doit  supposer 
naturellement  que  ce  qui  sortira  de  l'une  passera  intégralement  dans  l'autre. 

Mais  si,  dans  ce  cas-là,  on  écrivait 


il  arriverait  que  la  source  A'  perdrait  une  somme  de  force  vive  égale  au  produit  rj  r[t'  ^, 
tandis  que  la  source  A  gagnerait  une  somme  de  force  vive  egaleau  produit  (frit);  il  v 
aurait  donc  une  perte  de  travail  ou  de  force  vive  égale  à  la  différence 

r/'r{t')-qY{t)  =  >f[r{t')-r{t}], 

ce  qui  choquerait  singulièrement  notre  bon  sens,  puisqu'aucune  entrave  n'est  su|>posée 
avoir  été  mise  à  la  libre  transmission  de  la  chaleur  de  A'  vers  A. 
Pour  eviler  une  telle  difficulté,  l'on  devra  écrire 

q'r  t')  —  ,,r{t)  =  o, 

tandis  que,  avec  reiii|)!oi  d'im  fluide  élastique  comme  véhicule  de  la  chaleur,  on  aura 

/ri7',)-7r(f;  =  S. 

Ue  cette  manière,  il  y  aura  toujours  parfaite  conservation  de  force  vive,  et ,  de  plus, 
comme  ce  sera  la  quantité  de  force  vive  reçue  par  un  corps  qui  fera  l'augmentation 
de  chaleur  de  ce  corps ,  il  sera  extrêmement  vraisemblable  que  ce  que  les  phvsiciens 
sont  parvenus  à  mesurer  sous  le  nom  d'une  quantité  de  chaleur  est  précisément  le  pro- 
duit 17  r  (;),  au  lieu  du  facteur  q  de  mes  raisonnements.  A  ce  point  de  vue  donc,  la 
discussion  se  trouverait  close ,  et  l'on  devrait  faire 

r  !/)  =r  constante  G. 
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Mais  il  V  a  à  objecter  que ,  dans  ce  cas-là ,  les  formules  (  3  bis)  se  réduiront  :i 
S  =  (7'  — 9)G, 
et  sembleront  indiquer  qu'il  est  parfaitement  indiffèrent  d'avoir  de  la  chaleur  à  une 
haute  ou  à  une  basse  température ,  alors  qu'il  est  de  toute  évidence  qu'une  tempéra- 
ture élevée  est  une  chose  de  prix  qui  ne  saurait  plus  être  retrouvée  gratuitement  quand 
on  l'aura  laissée  se  perdre  sans  les  précautions  voulues  par  \es^g.  i  et  2  ;  alors  sur- 
tout que  les^^.  I  et  a  nous  montrent  la  nécessite  d'opérer  entre  des  températures  t,  t'. 
aussi  différentes  que  possible  pour  obtenir  ie  plus  de  force  motrice  possible. 

A  une  telle  objection,  on  peut  répondre,  à  la  vérité,  que  nous  ne  connaissons  ac- 
tuellement d'autre  manière  de  convertir  de  la  chaleur  en  force  motrice  que  de  nous 
servir  de  quelque  fluide  élastique,  et  que  c'est  la  nécessité  seulement  d'emplover  un 
tel  moven  qui  nous  oblige  d'opérer  entre  des  limites  de  température  aussi  écartées  qui- 
possible  quand  nous  ne  voulons  pas  perdre  bénévolement  de  la  force  motrice;  qu'une 
pareille  circonstance  dépendante  de  la  nature  seulement  des  intermédiaires  que  nous 
sommes  obligé  d'emplover,  peut  véritablement  être  indifférente  au  principe  de  phy- 
sique rationnel  d'après  lequel  on  aura 

S=  '<]■  —  r,]G. 
Quoi  qu'il  en  soit,  à  défaut  d'une  évidence  absolue,  je  conserverai  la  fonction  r  ,t  ; 
dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  d'autant  plus  que  peut-être  la  présence  de  cette  fonction  ser- 
vira à  faciliter  la  transition  qu'il  y  aura  à  établir  un  jour  des  effets  purement  calori- 
fiques aux  effets  lumineux  et  électriques  des  corps. 

Tout  ceci  n'est,  selon  moi,  que  la  continuation  tres-naturelle  des  recherches  de 
MM.  Carnot  et  Clapeyron,  après  que  M.  Regnault  eut  révoque  en  doute  l'égalité 
/=  '/■ 

CHAPITRE  ni. 

Établissement  des  formules  générales  </  =  F  (t.  u,}  —  F  (?.  u)  =  /      —F(t.u}  du, 

dq  =  —  F  {t.  u)  du  ^  f  (t  .u)  du  .  sans  que  I  on  fasse  aucune  hypothèse  sur 

la  nature  intime  de  la  chaleur.  —  De  la  nécessité  de  rendre  une  différentielle 
exacte   la  relation  fondamentale  dQ^T  (t)  f  {t ,  u)  du  — pdf.   ou  bien  la 

relation    complémentaire   de    celle-là  tf  A  =  ~  [T  (t)  F  (t .  u)\  dl -•- p  df.   — 

Des  significations  précises  des  quantités  A,  Q.  R  qui  sont  reliées  entre  elles 
par  f  équation  A  -^  Q  =  R  =  F  (/)F  («.  t<) ,  etc. 

L'aire  S  du  quadrilatère  BB' B',  B,  des/^g.  1  et  ?  devant  être  deterniinei  par  la  for- 

uuih' 

S  =  7'  r(/')  —  qV  t\ , 
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il  faudra  quon  sache  représenter  algébriquement  les  quantités  7,  i/'  sans  faire  auriine 
hypothèse  sur  la  nature  intime  de  la  chaleur. 

Or  il  est  évident,  à  la  seule  inspection  des /%.  i  et  :>. ,  ijue,  pour  chaque  espèce  de 
fluide  élastique,  il  y  aura  une  certaine  fonction  F  des  variahles  t,  «  au  moyen  de  la- 
quelle on  pourra  écrire,  de  Ben  B,  le  long  d'une  courbe  a,  (.',/>)  =  t. 


X"'   <■{ 
—  F(f,  u]du, 

<    et,  de  B'  en  B',  le  long  d'une  courbe  o  (r,  /j  )  =  t', 

f        -/'- F  (?',»,)  —  F  (;',  u)  =   /        ^  F    (',,(, lit; 


car,  de  cette  manière  ,  la  quantité  de  chaleur  7,  le  long  d'une  courbe  BB,  entre  deux 
courbes  données  BB',  B,  B', ,  pourra  varier  d'une  manière  quelconque  de  bas  en  haut 
sur  ies  fig.  I,  2,  et  d'une  manière  quelconque  encore  d'une  bande  «BB,//,  à  une 
autre. 

En  faisant,  pour  abréger, 

,6,  ^^^/('..>. 

on  aura  ,  entre  deux  courbes  infiniment  rapprochées  BB',  B,  B', , 

I  dq  ■z=f(t.  II)  (lu, 


puis,  <|uand  on  supposera  encore 


dq' ^=  f[  t' ,  u]  da  ; 

t'  =  t  -\-  dt, 

on  aura  ,  d'une  part, 

dq  =^ /{l,  u)  du  , 

d'autre  part , 

d/'l  l,'t) 
dq   ^zJyt-\-  dt,  II)  du  =1  }  [t ,  u  )  du  H —^ — -  dt  du  , 

c'est-à-dire  que,  pour  deux  points  infiniment  ia|)prochés  B,  B',  pai-  lesquels  on  sera 
toujours  libre  de  mener  deux  arcs  BB,,  B'B',  de  l'espèce  o  (f,  /.•)  ^«  et  deux  arcs  BB', 
B,  B'i  de  l'espèce  -i/  (c,  p)  =  u ,  la  quantité  dq  le  long  de  l'arc  BB,  sera  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  et  que  la  quantité  correspondante  dq',  le  long  de  l'arc  B'  B'  ,  ne 
différera  de  celle-là  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Cela  posé,  quand  on  voudra  faire  aller  les  quantités  v,  jj  d'un  fluide  élastique  le 
long  d'une  ligne  donnée  quelconque  BB',  E  ,  on  pourra  décomposer  l'arc  s  de  la  ligne 
donnée  en  éléments  infiniment  petits  ds  représentés  par  BB',  sur  la  fig.  1  ;  puis,  au  lieu 
d'aller  directement  de  B  en  B', ,  on  pourra  aller,  d'nne  part ,  de  B  en  B,,  et  de  là  en  B'. , 
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ce  qui  nécessitera  une  dépense  de  chaleur  égaie  à  dq  ;  d'autre  part,  on   pourra  aller 
de  B  en  B',  et  de  là  en  B', ,  ce  qui  nécessitera  une  dépense  de  chaleur  égale  à  dq' . 

Donc,  puisque  les  quantités  dq,  dq'  ne  différeront  entre  elles  que  d'un  infiniment 
petit  du  second  ordre,  on  pourra  dire  que  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  aller 
directement  de  B  en  E',  le  long  de  la  longueur  donnée  ds ,  sera  représentée,  à  un  infini- 
ment petit  du  deuxième  ordre  .près ,  par  le  terme  différentiel 

dq  =  f[t,  u)  du. 

Pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  à  cet  égard,  j'observe  que,  en  tout  état  de  choses, 
la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  aller  d'un  point  t,  u  à  un  autre  point  infiniment 
rapproché  t -h  dt ,  u  +  du  doit  être  une  quantité  infiniment  petite  ,  et  que,  par  suite  , 
il  doit  être  possible  de  représenter  une  telle  quantité  par  une  expression  de  la  forme 

dq  r=  n  (t,  u)dt  -h  b  [C ,  u)  du. 

Mais  quand  on  fera  du  =r  o  dans  une  telle  expression  ,  on  devra  trouver  dq  ^  o,  et, 
par  suite,  il  faudra  qu'on  ait  a{t  ,u)  =  o,  ce  qui  ne  permettra  d'avoir  gi.-néralement 
que  dq  =  b  {t ,  u)  du  comme  par  les  formules  (  7  1. 

Dans  la  manière  de  voir  de  MM.  Carnot  et  Clapeyron,  la  fonction /{i ,  u  '  ne  devait 
pas  dépendre  de  la  variable  t,  et,  par  suite ,  on  avait 

dq'  =  dq  :i=/i^u)  du. 

Il  était  permis,  enfin  ,  de  modifier  la  forme  algébrique  de  l'équation 

■i  (  c  ,  y?  '  :=  u  , 

de  manière  que,  sans  rien  changer  à  la  nature  de  chacune  des  courbes  BB',  B,  B',  sur 
ist^fig.  I ,  on  avait  simplement 

dq'  =  dq  =r  du. 

Mais  avec  l'objection  faite  par  M.  Regnault,  cela  ne  sera  plus  permis,  et  l'on  sera 
oblige  de  développer  la  formule  '  3)  à  l'aide  des  formules  (5),  (6),  (7). 

Ainsi,  quand  on  voudra  trouver  la  somme  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller  les 
(juantités  i»,  p  d'un  fluide  élastique  d'un  point  r„,  «„  à  un  autre  point  t,,  h,  le  long  d'une 
ligne  donnée  quelconque  BB,  E,  il  faudra  qu'on  fasse  la  somme  de  tous  les  termes 
différentiels 

dq  =  /"(  f ,  u)  du 

le  long  de  celte  ligne,  ce  qui  reviendra  à  poser 

(8)  C=  I    '/((,u)du, 

à  la  condition  que,  pendant  le  cours  de  lintcgralion  ,  les  variables  ^,  v  seront  assujetties 
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A  une  certiiiru-  iel;ilion 

y  {t,  ti)  =:  o , 

qui  sera  l'équation  de  la  liyne  donnée  en  /,  «,  et  au  moyen  de  laquelle  on  trouverait 
l'équation  de  la  même  ligne  en  r ,  p  sous  la  forme 

Quand  la  ligne  donnée  se  confondra  exceptionnellement  avec  une  des  courbes 

■h  {i>,  pj  =  constante  «  , 
on  aura 

(lu  —  i>  , 

et  le  second  membre  de  la  formule  .;  !S)  sera  égal  à  zéro. 

Quand  la  ligne  donnée  se  confondra  exceptionnellement  avec  une  courbe 
ç  { p ,  /j  ;  ;=  constan  te  r , 

le  second  membre  de  l'équation  '8)  sera  directement  intégrable,  et  l'on  aura 
C=   I       /:t,u)du=F\t,ii,y-F(e,u„j. 


-£ 


Dans  tout  autre  cas,  le  second  membre  de  l'équation  (8)  ne  deviendra  intégrable 
que  lorsqu'on  y  aura  lemplacé  t  par  sa  valeur  en  u  tirée  de  l'équation 

y{t,  u)  =  o 
de  la  ligne  donnée. 

Je  suppose ,  à  présent,  qu'il  soit  question  de  faire  aller  les  quantités  v ,  /j  d'un  fluide 
élastique  le  long  d'une  ligne  rentrante  sur  elle-même  LoL|,  L',  L:  L„,  ^Sg-.  3.  On  pourra 
mener,  alors,   une  infinité  de  courbes  na',  bb',...   de  l'espèce 

■'j    I' ,  p    =:  constante  u  ; 

puis,  par  les  points  de  division  (a,  b),  (a',  b')  où  ces  courbeslà  rencontreront  la 
ligne  rentrante  sur  elle-même  LjL'_,  L,  L,  L(, ,  on  pourra  mener  des  courbes  de  les- 
pèce 

y  [v,  p)  =  constante  c, 

de  manière  à  former  une  infinité  de  petits  parallélogrammes  <ifbd,  a' p' b'  d',  composes 
chacun  de  deux  triangles,  tels  que  twb,  adb,...  et  a' e' b' ,  a' d'  b' , Je  suppose  en- 
core, pour  mieux  fixer  les  idées,  que,  de  L„  à  L', ,  ia  ligne  rentrante  sur  elle-même  se 
confonde  avec  la  courbe  initiale 

•V. ,/.,  =  «., 

et,  de  L,  en  L',  ,  avec  la  courbe  finale 

■)j[v  ,p)  =  u,. 
Tome  XVIII— Octobre  i853  ^9 
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Cela  posé,  on  comprendra  bien  clairement  comment  la  formule  (8)  fera  trouver 
des  quantités  de  chaleur  égales  à  zéro  le  long  de  chacune  des  loni^ueurs  L„  L'„  L,  L',  , 
tandis  que,  de  L»  en  L,,  en  suivant  la  ligne  dentelée  qui  proviendra  de  tous  les  trian- 
gles adb,  ou  bien  la  ligne  dentelée  qui  proviendra  de  tous  les  triangles  acb,  on  aura, 
de  l'une  ou  l'autre  manière,  à  un  infiniment  petit  prés, 

C=    r    '/{',«)''«, 
quand  on  ira  de  L,  en  L, ,  et,  au  contraire, 

-C=   r  ° f[t,u)du, 

quand  on  ira  de  L,  en  L». 

Pareillement ,  de  L',  enL',,  on  aura 

c'=  r  '/('',  ")''", 

et ,  au  contraire ,  de  L',  en  L', , 

du. 


-  c'=  r  °f{t',u), 


Ainsi ,  la  formule  (  8  )  aura  la  propriété  de  faire  trouver  chacune  des  quantités  C  ,  C 
avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  selon  que  de  la  chaleur  devra  être  fournie  on  ôtee 
au  fluide  élastique. 

Il  s'ensuit  que,  dans  le  cas  où  Ton  aurait  besoin  de  connaître  la  différence 


C  =   /       f[t',  a]  du  —  j      f[t,  u)du. 


il  ne  serait  pas  nécessaire  de  calculer  séparément  chacune  des  quantités  C ,  C  pour  on 
prendre  ensuite  la  différence  ,  et  que  l'on  parviendrait  exactement  au  même  résultat 
si  l'on  s'avisait  de  faire  l'intégration  de  la  formule  (8)  tout  à  Tentour  de  la  ligne  ren- 
trante sur  elle-même  L(,L'„L',  L,  L„  jusqu'à  revenir  au  point  de  départ,  dans  le  sens 
indiqué  par  des  flèches  sur  la^?^.  3.  Le  résultat  ne  dépendrait  pas  du  commun  point 
(le  dé|)art  et  d'arrivée  de  l'intégration  sur  la  ligne  L„L'(,L',  L|L„,  et  il  serait  exacte- 
ment de  signe  contraire  si  l'on  opérait  en  sens  contraire  sur  \a^g.  3. 

Pour  indiquer  une  telle  opération  algébrique   tout  à  l'entour  d'une  ligne  reiilranlt 
i|Uplconqne  de  longueur  .«,  j'écrirai 


C  —  C=  /     /{t,u)du. 


.le  veux  d'ailleurs  laisser  indécise  ici  la  question  de  savoir  s'il  n'y  aura  pas  un  véri- 
table contre-sens,  an  point  de  vue  physique  des  choses,  à  faire  la  somme  algel)rique  ih 
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différentes  quantités  de  chaleur  dij ,  dq'  venues  de  températures  très- différentes  t,  t' , 
alors  que  la  fonction  universelle  r  (t)  ne  sera  pas  remplacée  par  une  constante  dans  la 
théorie.  Ce  que  j'ai  en  vue  seulement  en  ce  moment,  c'est  de  |)arvenir  à  la  représen- 
tation algébrique  bien  complète  de  toutes  choses  sur  la  fig.  i  sans  faire  aucune  hypo- 
thèse sur  la  nature  intime  de  la  chaleur,  et  ce  but-là,  je  l'atteindrai  manifestement  en 
ne  me  servant  que  des  formules(6),  (7),  (8), sauf,  ultérieurement,  à  y  joindre  telles 
conditions  restrictives  que  l'expérience  ou  le  raisonnement  pourront  indi(|Mei  . 
Ainsi,  pour  deux  courbes  infiniment  rapprochées 

■^  [v  ,  p)  =:  Il  ,       i/  [il ,  p)  z=  Il  -^  du  , 

la  formule  (3)  deviendra 

dS  =  r{t')  dff  —  r  [t)  dq  =  V[t')J\t',  H^  du  —  r{e)f(t,  u)  du. 

Ce  sera  l'aire  de  l'une  des  bandes  iia'  b'  b  de  \a.fig.  3  ,  et  pour  la  somme  de  toutes  les 
bandes  analogues,  comprises  dans  la  ligne  fermée  L.L'^,  L',  L,  L„,  on  aura 

S=  r  '  ?{t')f{t',  II)  du—  j    '  r(t)f(e,u}du, 

la  première  intégrale  du  second  membre  devant  être  prise  de  L'^  ^ n  L', ,  et  la  seconde 
de  Lo  en  L,. 

Il  suit  de  là  que ,  en  écrivant  généralement 

S  =  /  r  {t)f(t,u)dii, 

et  en  convenant  de  faire  l'intégration  du  second  membre  tout  à  l'entour  de  la  ligne 
fermée  L„L'„L',  L.L,  dans  le  sens  marqué  par  des  flèches  sur  \afig.  3,  on  trouvera 
identiquement  le  même  résultat  sous  la  forme  plus  simple 

(9)  S=  f    r{t)/{t,u)du, 

les  variables  t,  u  devant  être  assujetties  tout  à  l'entour  de  l'aire  S  à  une  certaine  rela- 
tion 

X(f,  «)  =  o, 

qui  sera  l'équation  de  la  ligne  v  en  t,  u,  et  au  moyen  de  laquelle  dm  trouverait  IVqua- 
tion  de  la  même  ligne  s  en  v,  p  sous  la  forme 

X[<f(i',p),  ■ii(i',jj)]  —  o. 

La  quantité  S  ressortira,  d'ailleurs,  du  calcul  avec  le  signe  -1-  ou  avec  le  signe  — , 
selon  qu'on  effectuera  l'intégration  dans  le  sens  des  flèches  marquées  surlay%.  3,  ou 

49- 
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en  sens  contraire,  c'est-à-dire  selon  que  la  quantité  S  représentera  du   travail  produit 
ou  du  travail  consomme. 

Quanta  la  signification  physique  de  la  formule  (9)  ,  rien  n'empêchera  de  concevoir 
une  infinité  de  sources  de  chaleur  A'  à  toutes  les  températures  t'  qui  régneront  ])rogres- 
sivenient  le  long  de  la  ligne  L,,  L', ,  et  une  infinité  de  sources  de  chaleur  A  à  toutes  les 
températures  t  qui  régneront  progressivement  le  long  de  la  ligne  L„  L,.  Kn  employant, 
alors,  successivement  chacune  des  sources  A'  à  fournir  au  fluide  élastique  une  quantité 
de  chaleur  dq'  avec  une  différence  de  température  sensiblement  nulle  ,  et ,  pareillement, 
chacune  des  sources  A  à  enlever  au  fluide  élastique  une  quantité  de  chaleur  dq ,  aussi 
avec  une  différence  de  température  sensiblement  nulle,  la  formule  ;  9)  représentera  le 
maximum  de  force  motrice  théoriquement  possible  avec  toute >  les  quantités  de  chaleur 
dq'  enlevées  aux  sources  A'  à  des  températures  inégales  t'  et  avec  toutes  les  quantités  de 
chaleur  rfy  cédées  aux  sources  A  à  des  températures  inégales  t,  ou,  réciproquement, 
ce  sera  la  quantité  de  force  motrice  qu'il  faudra  dépenser  pour  enlever  toutes  les  quan- 
tités de  chaleur  dq  aux  différentes  sources  A  et  pour  céder  toutes  les  quantités  de  cha- 
leur dq'  aux  différentes  sources  A'  ;  car  l'opération  directe  et  l'opération  inverse  seront 
également  possibles,  et,  par  suite,  il  ne  saurait  y  avoir  aucune  perte  ni  dans  l'im  ni 
dans  l'autre  cas. 

De  cette  manière,  la  formule  (9}  aura,  par  rapport  à  une  étendue  quelconque  S  sur 
\n  fig.  1,  la  même  signification  que  la  formule  (3)  par  rapport  à  l'aire  quadrilatérale 
BB'B'|B, ,  et,  en  effet,  dès  l'instant  qu'on  voudra  faire  une  application  de  la  for- 
mule (9)  à  l'aire  quadrilatérale  BB' B',  B,  de  \a  fig.  c,  on  retrouvera  identiquement  la 
relation  de  principe 

^=q'r[t')  —  qr{t). 

Slais  toute  aire  S  délimitée  par  une  ligne  rentrante  sur  elle-même ,  telle  (]ue 
Lo  L'„  L',  L,  L„  sur  la  fig.  3,  pourra  être  déterminée  aussi  par  une  application  de  la  for- 
mule 


(9  bis)  ^  ^  /      /-"'"' 


en  lieu  et  place  de  la  formide  (9);  l'intégration  devant  être  faite  dans  le  même  sens  de 
l'une  et  l'autre  manière  tout  à  l'entour  de  la  ligne  L,,  L'^  I/,  L,  L^. 

Donc,  on  aura  à  la  fois  les  formules  (9)  et  (9  bis),  la  dernière  d'une  manièie  géo- 
métriquement évidente  ,  et  l'autre  d'ai)rès  un  mode  de  raisonnement  analogue  à  celui 
de  M.  Carnot. 

Donc,  enfin,  la  différence 

r{t)f[t,  u)  du  —  pdv 

devra  être  la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  Q,  et  l'on  aura  la  nliitum 
fondamentale 

(10)  dq=r{t)/{e,u)du—pdv. 
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Des  lors  une  certaine  condition  devra  être  remplie,  sans  quoi  la  formule  (lo)  de- 
viendrait absurde,  c'est-à-dire  sans  quoi  les  aires  S  des  équations  (g)  et  (gi/,v)  ne 
pourraient  être  égales. 

Posr  trouver  la  condition  en  question  de  la  manière  la  plus  simple,  j'imagine  que 
les  équations  fondamentales 

<f(t>,  p:=t,       ■i/[v,p)=zu 

aient  pu  être  résolues  en  v,  p  et  aient  fait  trouver  les  relations  équivalentes 

au  moyen  desquelles  on  aura  généralement 

(h  dv 

(h  =:  —  dt  -\-  -r  <l"  i 

dt  du 

du  ~'-Ldt  -^'JL  du . 
^         dt  du 

L  équation  fio)  deviendra  alors 

'/Q  =  (r  (0/(^  ") -z' J)  '^«  -  /■  7, ^it, 

et  entraînera  les  deux  relations  distinctes 


dt'        dQ 
r^t)f[l,u)-p-  =  -^. 


dv     dq 


dt         dt 
ce  qui  exigera  que  l'on  ait 


dt 
el ,  en  développant 


d  {     ,       ,,  dv  \  d   (     d<'  , 


rf  /  \  d  (      dv  \  d   (     do\         dp  dv  dp 

{..j      j,y^'^J^''^^']-jty'Ta)--7n\pit)^Ytj;-7;. 

En  multipliant  ensuite  par  p,  et  eu  y  substituant 

dv  ^  ^  dq 

p-  =  r,,)/(t,u:--, 

dv  dq 

^dt=  --d}' 
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on  aura 


mais  ,  par  cette  transformation,  l'équation  (i  i)  se  confondra  avec  celle  que  l'on  trou- 
vera directement  en  cherchant  à  rendre  une  différentielle  exacte  la  valeur  de  de  tirée 
de  l'équation  (lo)  sous  la  forme 

^      rit)f{t,u)^       dQ      ^W(^«)-^  ^ 

at>  =  du i  ^= (/„ t/[_ 

P  P  F  P 

Ce  sera  donc  une  seule  et  même  chose  que  de  vouloir  lendre  une  differciitiellii- 
exacte  eu  t,  u,  soit  dQ,  soit  dv ,  dans  l'équation  (lo). 

On  pourra  aussi  prendre  v,  p  comme  variables  indépendantes.  Il  faudra  alors  que, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (lo) ,  on  fasse  usage  des  relations  primitives 

'  =  ?("./')> 
"■  =  ^{",p), 
au  moyen  desquelles  on  aura  généralement 

,         dt  _,  dt    , 

dt=  —dv  +  —-dp, 
dv  "P 


En  posant  ensuite 


l'équation  (lo)  se  réduira  à 


du  du   , 

du  =  —  di'  -I dp . 

dv  dp 


T{t)/{t,u)^  =  X, 

r(,)/{.,«)|  =  Y, 


dq  =  (X—p]dv  +  Ydp, 
et  entraînera  les  deux  relations  distinctes 


ce  qui  exigera  que  l'on  ait 


X- 

-P  — 

dQ 

dv  ' 

y  = 

rfQ 
dp' 

r/^ 

-p\ 

dY 

~  dv 

dX 

dX 

dp 

'  dv    ' 

~  '• 
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En  faisant  encore 

r{t)f[t,u)  =  Z, 
on  aiiia 

dv 

Y  =  Z^, 
dp 

et,  en  considérant  d'abord  Z  comme  une   fonction  inconnue  en  c,  //,   la  condition 
trouvée  deviendra 


d  (,j't"^\         'l  (rf'l"-\        ''Z  (lu        dl.  du 
dp  \     dv  ^         dv  \     dp  )         dp    dv  dv   dp 


dp^ 

En  considérant  ensuite  la  même  quantité  Z  comme   une   fonction   donnée  en  t,  a, 
on  aura 

f/Z d'L  [t ,  u)  dt  dZ(t,  u)  du 

dp  dt         dp  du         dp 

dZ_dZ{t,u)dt  dZ{t,u)du 
dv                dt          iiv  du         dv 

et,  par  suite,  la  condition  nécessaire  se  changera  en 

(12) 


d        ,   -   ,,         ,  ,  (du  dt        du  dt\ 


Ce  sera  l'équation  1 1  i)  mise  sous  une  nouvelle  forme ,  et  quand  on  v  fera 

£Q 
du  X  '^'^  dv 


dv      r{t)f(t,u)      r{t)F{t,u) 

du  ___  Y  dp 

djj~  r[t)F{t,u)  ~  r{t)F{t,  «)' 

on  trouvera  encore 

r{t)F(t,u)    _  I       dq\  dt      dQ dt 

"'  d,      •    .r., 7-\'"^^)dp-dJJdv- 

-{r[t)F{t,u)]  /FI 

D'autre  part,  on  conclura  de  l'équation  (lo), 

dq         dq 


j' 
"z  '    z 


dv  dp 

du  = dv  H-  -I--  dp , 


et,  pour  que  cette  expression  de  du  devienne  une  différentielle  exacte,  il  laïutra  ijue 
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l'on  ait 


dpK      Z      )       dv  \,z} 


ou,  en  développant, 

\      dvdp)      y       dv  I  dp        di'dp     dp  di 


dZ 


puis,  en  réduisant, 


H^-m 


dZ       rfQ  dZ 
dp         dp    dv 


En  V  remplaçant,  enfin  ,  les  dérivées  de  la  quantité  Z  en  i> ,  p  par  les  valeurs  déjà 
connues  de  ces  dérivées  en  fonction  des  dérivées  correspondantes  de  la  même  quan- 
tité Z  en  t,  u,  et  en  tenant  compte  de  la  relation  auxiliaire  assez  facile  à  trouver, 

dQ\  du       rfQ  du  _ 
dv  I  dp        dp  dv 

on  retombera  précisément  sur  l'équation  (12  bis  . 

Ce  sera  donc  aussi  une  seule  et  même  chose  que  de  vouloir  rendre  une  ilifferentielle 
exacte  en  v,  p,  soit  rfQ,  soit  du,  dans  l'équation  (10). 

Et,  en  effet ,  il  v  a  un  théorème  général  d'après  lequel  toute  expression  de  la  forme 

Xdx  -JrYdr  +  Zdz=  o, 

c(ui  est  une  différentielle  exacte,  reste  encore  une  différentielle  exacte  quand  on  en  tire 
l'une  quelconque  des  trois  différentielles  dx,  dy,  dz  en  fonction  des  deux  autres. 

Le  théorème  persiste,  d'ailleurs,  quand  on  exprime  une  ou  plusieurs  des  quantités 
j-,  r,  z  en  fonction  d'autres  variables  indépendantes;  par  conséquent,  ijuand  on  join- 
dra à  l'équation    lo"!  les  deux  relations  fondamentales 

?(">/')  =  '>      •}(''./')  =  «> 

et  qu'on  passera  successivement  à  toutes  les  combinaisons  possibles  des  quantités  Q, 
(',  «,  f,  u  prises  deux  à  deux,  l'on  se  trouvera  conduit  naturellement  à  un  grand 
nombre  de  manières  différentes  d'exprimer  une  seule  et  même  chose,  qui  se  réduira 
au  fond  h  la  nécessite  de  pouvoir  envisager  l'équation  (10)  comme  une  pure  identité  par 
rapport  à  deux  quelconques  des  quantités  Q,  v,  p  ,t,  u  qui  s'y  trouveront  actuellement 
ou  qui  pourront  y  être  introduites,  à  volonté,  d'après  les  autres  relations  du  sujet. 

L'une  ou  l'autre  des  équations  (1 1  )  et  (12)  eut  pu  être  trouvée  plus  simplement ,  en 
apparence,  si,  dans  la  relation  connue 

ds  =  r{e')di/'  —  T{t(Ui  =  [v(t')/{t',u)~  r{t)f(t,  u)]du, 

on  avait  fait 

''=  t  -¥-  dt  ^ 
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ce  qui  i.'ùt  donne,  pour  l'aire  quadrilatérale  infinimenl  petite  BB'B',  B,  , 

A       ^   '-^  ^    '     ^  dt  du 

tandis  que,  d'un  autre  coté,  on  eût  pu  déterminer  synthetiquenient  sur  la  fiff.  i  la 
grandeur  de  la  même  aire  r/S,  d'après  les  équations  supposées  données , 

o[v,p)  =  t,        ^{v,  p)  =  t  +  dt, 
■if  (  V,  p)  7=  II,       Il  (v  ,  p)=:  u  +  du, 

des  quatre  arcs  de  courbe  qui  st-rvent  à  renfermer  l'aire  d^  ,  et  que ,  enfin  ,  on  eût  pu 
égaler  les  deux  expressions. 

Mais,  de  cette  autre  manière,  on  se  fût  trouvé  engagé  dans  des  coral)inaisons  syn- 
thétiques assez  pénibles  et  différentes  pour  chaque  système  de  variables  indépendantes, 
sans  la  moindre  idée  de  la  diversité  des  formes  et  de  la  signification  multiple  des  équa- 
tions 11),  (1  I  bis),  {12),  (12  bis),  (i3),  (i3  bis),  etc.,  qui  acquerront  une  très-grande 
importance  par  la  suite. 

Ainsi,  par  exemple,  M.  Thompson  a  jugé  convenable  de  prendre  w  ,  f  pour  variables 
indépendantes,  ce  qui  obligerait  à  de  nouvelles  recherches  synthétiques,  tandis  que, 
au  moven  de  la  formule  (10) ,  on  aura  à  faire  immédiatement 

/  t,  u)  du=:fit,  n)  —-  rfi' -+-/(?,  w  I  --  dt. 
di'  dt 

Cette  expression  ayant  été  représentée  par  M.  Tliompson  dès  l'abord  par 
Udi'  H-  Nrf?, 
on  voit  que  la  formule  (10)  deviendra 

dQz=  \ur(t)  —j>)di'-hNr{t)di, 
et  entraînera  les  deux  relations  distinctes 

Mr{t)-p^^, 


ce  qui  exigera  que  l'on  ait 
dt 


dO 


'^{Mr{t)-p)  =  ~i^r{t)], 


d  ,         ,  d  ^  ,,  dT(t)  ,   VrfM         d^\ 
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On  aura  ,  <railleiiis  , 

,  ,,  du  du 

mv(t)  =  v[t)f[t,u)—  =z  — , 

nv  (tv 

.,  .  du  du 

^r(.)=r,t^/it,u)-=z-. 
et ,  par  siiitt»,  en  considérant  d'abord  Z  comme  une  fonction  en  i',  t. 


dp         d  /    du\         d  {     du\        rfZ  du        dZ  du 
dt^Jtl^    di'  }  ~Jv  \^  dt  ]~  Ht  'Â'  ~  ~d^  dt  ' 

II 


puis,  en  considérant  Z  comme  ime  fonction  en  u,t, 
dZ  _  d'L  du       dZ 
dt        du    dt         dt 
tlZ_dZ.du        ,IZ 
(U'         du    dv  dt 


X  I, 
Xo; 


et ,  en  substituant  dans  la  relation  précédente  , 

,    _  dp        dZ  du         d  du 

Ce  sera  la  même  condition  que  celle  des  équations  (11)  et  (12)  ;  puis,  ([iiand  on  en  eli- 
du 


minera  la  dérivée  partielle  -—  au  moven  de  la  relation  connue 


r(0/(',«)^--=Mr(O  =  iy  +  ''*"^ 


dv 


elle  se  changera  en 


[x^bis) 


V[t)f(t,u)       _'  ti" 

j^{^yt)f[t,u)s  ± 


et  ne  différera  pas  de  ce  «pie  l'on  trouvera  directement  quand  on  v(jiidra  rendre  une 
différentielle  exacte  la  valeur  de  du  tirée  de  la  formule  (ici  sous  la  forme 


P 


dQ         dq 


du  = _. dv  ■+-  -;-  dt. 

On  pourrait  de  même  prendre  comme  variables  indépendantes  [p,  l),  (c,  u),  (/>,  u), 
et  toujours  la  nécessité  de  rendre  une  différentielle  exacte  le  deuxième  membre  de 
l'équation  (10)  ferait  trouver  de  la  manière  la  plus  simple  la  condition  ipii  devrait 
avoir  lieu  entre  les  fonctions  Q  ,  r  (t),  J  [l ,  u)  et  les  autres  (piantites  du  problème 
V  .  p,  t,  u. 
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I,'é(]iiatifrii  (10)  devra  subsister,  en  un  mot,  comme  une  pure  identité  entre  les 
quantités  Q,  '■,/»,  t ,  a  par  rapport  à  deux  quelconques  d'entre  elles  comme  variables 
indépendantes,  et,  par  suite  d'une  telle  identité,  il  devra  être  possible  d'en  tirer  sous 
la  forme  d'une  différenlielie  exacte  chacune  des  quantités  infiniment  petites  f/Q,  dv , 
itp .  lit,  du.  C'est  là  ce  que  je  suis  parvenu  à  exprimer  de  différentes  manières  par  les 
équations  (11),  (il  bis),  (12),  (12  bis),[i'i),  (i3  i/j) ,  et  ce  que  je  pourrais  exprimer 
encore  d'un  grand  nombre  d'autres  manières  ,  qui  seraient  toutes  parfaitement  équi- 
valentes entre  elles,  en  ce  que  chacune  d'elles  n'exprimerait  que  l'idée  mère  d'une  pure 
identité  de  l'équation  (10)  par  rapport  à  deux  que1con<pies  des  quantités  Q,  v,p, 
t,  u  prises  comme  variables  indépendantes. 

Si  la  formule  (lO)  n'avait  pas  d'autre  avantage  que  celui-là,  on  pourrait  tout  aussi 
bien,  en  place  de  l'équation  (()  bis),  écrire 


-!■-■ 


le  sens  de  l'intégration  étant  le  même  que  dans  la  fornuile  .  7),  c'est-à-dire  le  même 
i]ue  celui  des  flèches  marquées  sur  \».fig.  3 ,  et  ,  alors,  on  serait  conduit  à  rendre  une 
différentielle  exacte  la  quantité 

r  {t)f(t,  II)  du  -+-  vdp. 

Cela  reviendrait  à  faire,  dans  l'équation  (10), 

pdv  =  d{vp)  —  pdv, 
et ,  par  suite ,  à  poser 

I  10  bis\  dQ  -+-  n.p)  =  r{t)f{t,  u]  dit  -H  vftp, 

ju  bien  ,  en  se  servant  de  l'équation  16),  on  pourrait  écrire  d'abord 
dQ=-^{r  (t)T{t,  u)]du  —pdv; 

puis,  on  observerait  que,  en  désignant  spécialement  par  d[V  {t)'¥ {t,  a)]  la  différen- 
tielle complète  de  la  fonction  r  1  f  )  F  (i,  u),  on  aura  en  principe 

d{r[t)V[t,  u)]  =--[r[t)Y[t,u)]du  -H-  '--\T(t)V!t,u))dt, 
et ,  par  suite,  en  en  retranchant  l'équation  (10), 
(\oter'  d\T{t)V{t,  u)  —  (^]z=  -[r{t\V{t,  u)]dt -{- pdi>. 

En  retranchant  encore  de  celle-là  l'expression 

d  (vp)  ^  v  dp  -i-  p  di> , 

5o.. 
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on  aurait  la  quatrième  transformée 

d 
(10  quatcr)  d\Y(t)Y{j,  i'\~Q  —  vp\  =  —  \Y'yt)  V  J,u)\  rit  —  i' dp , 

et  il  devrait  èlre  paifaitement  indiffèrent,  au  ])oint  de  vue  abstrait  des  choses,  de 
rendre  une  différentielle  exacte  le  second  membre  de  celle  des  quatre  équations  10), 
(10  bis  .,  (10  ti-r),  10  qiioter)  que  l'on  voudrait.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'on  parvien- 
drait à  vérifier  directement  sur  chacune  des  équations  en  question  ,  eu  faisant  attention 
seulement  que  ,  a  raison  de  la  formule  (6) ,  on  aura 

dt  dtdii 

et  que ,  en  n)éme  temps  ,  l'aire  quadrilatérale  infiniment  petite  BB'  B',  B,  des  /?§•.  1  et  2 
devra  etie  identiquement  éj^ale  a 

d'[r{t)Y[t,a)\    _    , 
dtdu 

Mais  l'équation  (10)  méritera  d'être  distinguée  tout  particulièrement  de  chacune  des 
trois  autres,  en  ce  que  la  quantité  Q  qui  s'y  trouve  au  premier  membre  acquerra  une 
signification  physique  très  nette  et  très-importante,  ainsi  que  je  vais  le  faire  voir. 

Le  deuxième  membre  de  la  formule  (lol  devant  toujours  être  une  différentielle 
exacte,  il  s'ensuit  que,  en  intégrant  la  formule  (10)  le  long  d'un  arc  de  courbe  quel- 
conque .«  d'un  point  t,  a  à  un  autre  point  t' ,  u'  sur  l'une  des/'i,'.  i  el  a  ,  on  trouvera 
toujours  le  même  résultat ,  quel  tjuesoit  l'arc  do  courbe  .<  le  long  diKpiel  on  fera  l'inté- 
gration. 

Ainsi,  la  fonction  Q  aura  une  valeur  parfaiteiuent  déterminée  an  point  f,  11  et  une 
autre  valeur  parfaitement  déterminée  au  point  r',  it' . 

Quelle  que  puisse  être  la  courbe  x  cpion  mènera  du  premier  point  au  se<ond  ,  un 
aura  toujours  identiquement 

Je',"'  /"',"'  ,-'!'.••■ 

[r[t)f[t,u\du-pdv\z=z    l  r(t)/{t,<i)du-  pd.: 

t,  Il  J l.  u  J 

(.hacune  des  intégrales  définies  du  second  meiiibre  variera  trés-nianiléstemeni  a\e< 
la  forme  de  la  courbe  s  ,  n)ais  la  différence  de  ces  intégrales  ne  changera  pas. 

Cela  étant,  on  n'aura  qu'à  choisir  des  courbes  qui  puissent  annuler  respeclivenieut 
l'une  ou  l'autre  intégrale  définie  ,  et  l'on  conqirendra  très-cl.nrement  sur  lesy/^-.  i  et  2 
la  signification  de  la  quantité  Q. 

Je  fais  d'abord  h  :=  constante,  et,  par  suite,  du  =  o,  ce  qui  reviendia  a  aller  de  B 
en  B'  sur  lesy?^.   1  et  2;  alors  l'équation  précédente  se  réduira  à 

Q'  =  Q-|-  aire  ABB'A'. 
Donc,  <le  B  en  B',  sans  addition  ni  rctranclienient  de  chaleni ,   la  (luantilc  i)  aug- 
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menteia  exactement  de  la  quantité  de  travail  ()u'on  dépensera  |joiir  jjrodiiire  un  tel 
effet  physique  ;  cette  quantité  de  travail  restera  emniaiJîasinee  dans  le  gaz  tant  que  les 
variables  v ,  p ,  i  ne  changeront  pas ,  et  quand  on  reviendra  de  B'  en  B  ,  le  gaz  restituera 
une  telle  quantité  de  travail  ,  ce  qui  fera  une  din)inution  égale  dans  la  quantité  O'. 

La  quantité  totale  de  travail  qu'un  gaz  pourra  restituer  sans  addition  ni  retranche- 
ment de  chaleur  â  partir  d'un  point  donne  B  se  trouvera  représentée  manifestement  par 
l'aire  triangulaire  AB(/  sur  les ^^.  i  et  2  ;  mais,  au  point  h,  sur  Taxe  Oc,  on  n'aura 
pas  Q'  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  w,^  '•*  valeur  particulière  de  11  pour  celle  des  courbes-^  {v ,  yy)  =  « 
qui  passera  au  point  A,  et  par  Q^^  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  Q,  on  aura 
manifestement  du  point  A  au  point  u ,  en  désignant  par  /„  la  leuqjeiature  constante  01: 
variable  qui  régnera  le  long  de  l'axe  Or, 


Q'  =  Q^+  r  r(f„)/(A„«)rf«, 


puis,  de  u  en  B,  le  long  de  la  courbe  u  =  constante,  on  aura 

Q  =  Q'  -H  aire  AhB; 
par  suite,  en  v  substituant  la  valeur  de  Q', 

O  =  Q^  T-   /     r(f„)/(?„,  «)<•/«  -+-  aire  AhB. 

Cela  signifie  qu'on  pourra  faire  naître  dans  le  fluide  élastique  la  quantité  Q  qu'il 
possédera  en  B,  en  lui  communiquant  d'abord  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
faire  aller  le  volume  v  du  fluide  de  O  en  A  ,  et  de  là  en  «  le  long  de  l'axe  des  v,  sans 
faire  aucune  dépense  de  travail ,  et  à  comprimer  ensuite  le  fluide  élastique  de  u  en  B 
le  long  de  la  courbe  «B,  en  dépensant  une  quantité  de  travail  égale  à  l'aire  A«B  sans 
oter  ni  retrancher  de  la  chaleur. 

La  n)énie  quantité  Q  pouvant  être  produite  dans  le  fluide  élastique  le  long  de  toute 
autre  courbe,  je  supposerai ,  en  second  lieu,  que  l'on  veuille  faire  aller  les  variables 
r,  p  du  fluide  de  A  en  B  le  long  de  la  jierpendiculaiie  AB;  alors  l'intégrale  de  ptiv 
sera  nulle,  et  l'on  aura 

Q  =  Q,  +  /     r<j)/{t,i,.  du. 


Ce  sera  une  dépense  purement  calorifique  qui  fera  naître  la  quantité  Q  ,  et  il  lamlia 
que  les  deux  expressions  trouvées  soient  identiques.  Delà  formule  fç)),  appli(|iite  toi.f 
à  lentour  de  la  ligne  fermée  AB«  A  ,  on  conclura ,  en  effet , 

aire  AB«  =   I     V  {t j/(t,  u;  r/n  —   i     r  (f„)/(f„,  «)  </«  , 
et ,  au  moven  de  cette  relation  ,  l'identité  en  (piestion  sera  parlailenient  cvidentt. 
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Ainsi  la  fonction  Q  représentera  la  (juantité  de  travail  nu  de  force  vive  susceptible 
d'être  produite  par  la  totalité  de  la  chaleur  contenue  actuellement  dans  un  gaz  ou  dans 
un  fluide  élastique  au  point  B  de'à  fig.   i  et  2. 

Mais  de  la  quantité  totale  Q,  le  fluide  ne  sera  capable  de  restituer  qu'une  partie  égale 
à  l'aire  du  triangle  AB«.  Quand  cette  partie  aura  été  restituée,  le  fluide  se  trouvera 
constitué  sous  une  pression  égale  à  zéro  ,  et  la  chaleur  qui  s'y  trouvera  encore  ne 
pourra  être  convertie  en  force  motrice  qu'autant  que  l'on  parviendra  à  faire  passer  cette 
chaleur  dans  un  autre  fluide  élastique  susceptible  d'être  constitué  sous  une  pression 
suffisamment  élevée  à  la  température  f„,  où  le  précédent  fluide  atteignait  la  limite />  =  o. 

Pour  exprimer  simplement  une  propriété  aussi  importante  que  celle-là  dans  la  théo- 
rie des  effets  dynamiques  de  la  chaleur,  je  désignerai  à  l'avenir  par  B  l'aire  du  triangle 
AkB,  et  je  conclus  de  ce  qui  précède  que  l'on  aura  ,  d'une  part, 

B=  r  r{t-]f[t,u]du—  i    r{t,}/{t„,u)du. 

(i4)         \    d'autre  part, 

[Q^Q.^+I     ^{']f{t,")f'''  =  Q,^+  I    r{t„)/[t„u)du-h'B, 

l'une  des  intégrales  devant  être  prise  de  «^^  à  «  le  long  de  la  perpendiculaire  AB,  et 
l'autre  de  «a  à  a  le  long  de  l'axe  Oc. 

J'observe  encore  que,  dans  le  second  membre  de  l'expression  de  Q,  la  somme  des 
deux  premiers  termes  sera  une  certaine  fonction  ui(u)  de  la  seule  variable  «,  ce  qui 
permettra  d'écrire 


Q^-h  I    r{t„)/[t,,u)du, 


{i^bisj  ! 

I  Q  =  w(«)-|-B. 

Je  veux  l'aire  voir  enfin  que,  si  telle  est  la  significaliim  de  la  quantité  Q  eu  un  pomt  B 
de  la  fig  I,  la  même  signification  se  reproduira  d'une  manière  bien  évidente  quand  on 
passera  de  B  en  B',  le  long  d'une  courbe  quelconque  BB', . 

L'intégrale  de  la  formule  (lo!  me  donnera,  en  effet,  de  B  en  B', ,  le  long  d'un  arc  de 
i-ourbe  quelconqiu^  BB, , 

Q'  —  Q  =   I  r  yt)/{t,  u    du  —  aire  ABB,  A',  . 

Jl,  u 

D'autre  part,  en  remontant  à  la  signification  bien  connue  des  quantités  c/r(/), 
f/'r{t')  des  formules  fS),  (4)  et(5i,  ou  en  appliquant  directement  la  formule  (q', 
j'aurai 

aire  «BB'.m,  =  /  T  (t)f(t,  u}du  —  j       V  {t„)f{t„n)  du , 

Jt,  u  ,  Ju 
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et,  en  éliminant  l'inlfiçrale  lomniuni'  des  seconds  membres,  je  trouverai 

Q'  —  Q  -   aii-e  H BB',  «,  —  aire  ABB',  A',  -h         '  r  {t„)f[t, ,  11)  itu  ; 
puis  ,  en  y  substituant  lu  valeur  de  Q  des  formides  (  i4    el  en  rranspo^ant 
Q'  =  Q^  -f-   /     r  [t..\f[t,.,u)<lti  +B-f-  aire  «  BB',  «,  —  aire  A  BB',  A',  -4-  |       r{t,)JU.,ii  du. 

Mais,  à  la  simple  insiiection  de  la  fii,'in(  ,  en  désignant  par  B'  l'aire  triangulaire 
A',  B'  K, ,  on  aura 

B'  =  B  -f-  aire  «  BB',  «,  —  aire  ABB',  A',  ; 

d'autre  part,  les  deux  intégrales  partielles  le  long  de  l'axe  des  v ,  l'une  de  A  en  h,  l'autre 
de  u  en  «, ,  se  réuniront  en  une  seule,  et  l'on  aura  enfin 

Q'  =  Q,  +   /      r  [t.,)f[t,,  u)  (lu  +  B'  =  «  («,)  ^  B'.         c.    o.    Y.    „. 

En  résumé,  la  fonction  Q  des  équations  (lo)  et  (i4)  re|)resuitera  cetle  soiiiu)!  il( 
travail  ou  de  force  vive  de  laquelle  différents  savants  se  sont  occupés  avec  tant  de  per- 
sistance depuis  les  travaux  de  M.  Carnot ,  comme  devant  être  le  parfait  équivnlrnt 
mécaniijue  de  la  quantité  totale  de  chaleur  contenue  dans  un  fluide  élastique . 

La  somme  Q  se  composera  de  deux  parties,  dont  l'une,  égale  à  l'aire  B  du  triangle 
AB(/,  sera  susceptible  d'être  restituée,  en  effet,  par  la  dilatation  d'un  fluide  élastique 
le  long  de  la  courbe  B  «,  Ji^.  i ,  et  dont  l'autre  w  (h)  ,  égale  à  l'intégrale  du  ternie  ca- 
lorifique r  (f,i)_/'{f„,  u)  du  le  long  de  l'axe  des  v  sous  une  pression  p  ^  o,  ne  pourra 
être  convertie  réellement  en  force  motrice  qu'autant  que  l'on  saura  faire  passer  la 
chaleur  encore  existante  du  premier  fluide  dans  un  autre  fluide,  susceptible  d'être 
constitué  sous  une  piession  suffisamment  élevée  à  la  température  ?„  où  le  premier  fluide 
atteindra  la  limite /;=  o;  cette  autre  partie  méritera  d'êtie  nommée  la  (juantitê  de 
force  vive  latente  d'un  fluide  élastique  sous  une  pression  nulle. 

Dans  la  discussion  de  la  fonction  Q,  j'ai  mis  à  dessein  Qj  poui-  la  quantité  de  force 
vive  latente  d'un  fluide  élastique  en  un  point  donné  A  sur  l'axe  Oi'  de  \njig.  i,  afin 
de  ne  pas  distraire  l'attention  de  mes  lecteurs  |)ar  des  idées  de  liquéfaction  et  de  solidi- 
tication  qui  se  présentent  naturellement  à  l'esprit  quand  on  songe  au  fait  physique  du 
refroidissement  indéfini  d'un  fluide  sous  une  pression  p  =z  o  jusqu'à  la  températun 
la  plus  basse  possible  dans  la  natin'e. 

Mais  je  puis  dire,  à  présent,  que  la  fonction  w(")  peut  et  doit  naturellement  tln- 
coniue  comme  ayant  pour  point  de  départ  le  moindre  volume  possible  d'un  corps  à 
l'état  solide  sous  une  pression  nulle. 

La   fonction   Q  avant  été  ainsi  bien   exactement   définie  d'après   les   lomniles    lu 
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el(i4),  alors  que  la  condition  voulue  par  les  équations  (it),...,  (i3)  est  supposée 
remplie,  on  connaîtra  en  même  temps  la  fonction  Q  -1-  vp  de  la  formule  (10  his)  ;  ce 
sera  l'aire  B  augmentée  du  rectangle  OABG,   plus  la  fonction  w(");  on  aura,  en  un 

mot, 

Q  -+-  ty?  ^  w  (  «  )  -H  aire  O  u  BG , 

et ,  d'après  l'équation  ■  10  bis) , 

d'O-T-  vp)  :=  r(t)/it,  u)  du  -+-  edp. 

Pour  parvenir  à  interpréter  tout  aussi  clairement  les  équations(i  o /er),  (\o  quater) , 
il  faut  que  je  découvre  la  signification  de  la  fonction  r  [t]  F  [t,  u]  sur  la^g'.  i . 

Je  remonte  donc  à  la  formule  (g)  et  je  m'en  sers  pour  trouver  l'aire  I„IBhIj  com- 
prise entre  une  courbe  donnée  quelconque  loll',  la  courbe  IB  ou  0  (f, /?)  =  constante  c, 
la  courbe  B«  ou  -L  {v,  p)=  «,  et  l'axe  0<'. 

Je  désigne  par  «j  la  valeur  particulière  de  la  variable  «  au  point  I,  et,  alors, 
comme  la  variable  t  sera  constante  le  long  de  l'arc  IB,  j'aurai,  de  I  en  B,  la  quantité 
partielle 

f"  r{t)/(t,  u)du  ==  r(/)  r  f{t,  u)du  -=r{e)F{e,u)  _  r  (OF(f,  «,  ). 

De  B  en  «  ,  je  trouverai  o  ,  à  cause  de 

«  =  constante,     du  =z  o. 

Le  long  de  l'axe  des  v  rien  ne  m'empêchera  d'aller  d'abord  de  u  jusquen  O,  sauf 
ensuite  à  revenir  de  O  en  I»  avant  de  remonter  le  long  de  la  courbe  donnée  Ij  1 1'. 

J'aurai,  de  cette  manière,  de  u  jusqu'en  0,  la  quantité  connue  u  (a)  prise  avec  le 
siejne  —  ,  c'est-à-dire 

-«(«)  =  -Q.,-r    T{t,)J\t„u:du=-  f    r{t,)/{t,,u)du. 

Puis  de  O  en  I» ,  et  de  là  jusqu'en  I  le  long  de  la  courbe  donnée  I^ir,  je  trouverai 
l'expression 


I 


r[t)f{t,  udu, 


dans  laquelle  les  variables  t,  u  devront  être  assujetties  pendant  le  cours  de  l'intégra- 
tion à  une  certaine  relation 

qui  si;ra  l'équation  de  la  ligne  donnée  01, H'. 

Pour  plus  de  simplicité  ,  et  pour  bien  fixer  les  idées,  je  désignerai  par  Iq,  «,)  les  va- 
riables f,  «  à  partir  du  point  O,  et  alors  l'intégrale  en  question  pourra  être  déterminée 


PURES  RT  APPLIQUEES  397 

à  volonté  sous  la  forme 

a  (t)  —  a{to), 
ou  sous  la  forme 

hylti)  —   b     «o)- 

Si  la  lettre  t  ne  devait  servir  qu'à  désigner  un  nombre  déterminé,  il  serait  parfaite- 
ment indifférent  d'employer  l'une  ou  l'autre  forme;  mais  quand  il  s'agira  de  trouver 
une  expression  générale  qui  puisse  être  applicable  à  tous  les  points  I,  I',...  où  la 
courbe  donnée  loll'  sera  rencontrée  par  différentes  courbes  BI,  B'I'  de  l'espèce  géné- 
rale y(c,  p)  =  t,  alors  il  est  clair  que  les  quantités  t,  «i  devront  elles-mêmes  être 
assujetties  à  l'équation  de  la  courbe  donnée  ,  et  que  l'on  devra  avoir 

Xlf,  "i)  =  o, 

ce  qui  reviendra  finalement  à  représenter  la  quantité  cherchée  par  une  certaioe  fonc- 
tion de  la  variable  t  seulement. 

Donc,  en  ajoutant  toutes  les  quantités  partielles  à  l'entour  de  la  ligne  fermée 
IBhIoOIoI,  et  en  ayant  égard  à  cette  dernière  considération ,  on  trouvera 

airelBHlJ  —  r(t)Y[t,u)  —  r  (?)  F  (f,^,)  +  o  —  w(«)  -|-  «(>)  —  «(?o)> 

et  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne  sera  lui-même  qu'une  certaine  fonction  de 
c ,  à  cause  de  la  relation  yi  (t,ii{)  =  o  au  point  limite  I. 

J'observe,  en  outre,  que,  lorsqu'on  s'avisera  de  calculer  l'aire  OloIH  comprise  entre 
les  deux  axes  Oc,  Op  et  une  courbe  donnée  I(,II'  jusqu'au  point  de  rencontre  I  de  cette 
courbe  avec  l'arc  BI  ou  tf  (i>,p)  =z  t,  on  trouvera  nécessairement  aussi  une  certaine 
fonction  de  t  que  je  représenterai  par  c/.(t). 

Donc ,  en  désignant  par  C  l'aire  OHIB« ,  on  aura  généralement 

C=r [t)F{t,u)—  r(t)F{t,Uf)  +0  —  w(«j -f- a (?)—«  ('0)  +  ='(')■ 
Or,  rien  ne  changera  dans  la  relation  connue 

dF{c,u) 


/(',«)  = 


rlit 


quand  on  augmentera  la  fonction  F'/,m)  d'une  fonction  arbitraire  de  / ,  et  l'égalité 
précédente  subsistera  après  comme  avant,  parce  que  les  deux  premiers  termes  du 
second  membre  augmenteront  d'une  même  quantité  l'un  et  l'antre,  et  que  les  trois  der- 
niers ne  changeront  pas. 

Donc,  quelle  que  soit  la  courbe  donnée  OIJI',  la  fonction  F(<,«)  pourra  toujours 
être  modifiée  par  l'adjonciion  d'une  certaine  fonction  de  t,  de  manière  que  l'on  aura 
simplement 

/  c  =  r{t)r(t,u)  —  a[u), 

(i5)  (   ou  inversement, 

'    r{t)F{t,a)  =  C  +  o>{u), 
TomfXVltl.  -  Octobre  iS'.î.  5i 
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la  fonction   w  (k)  de  cette  dernière  équation  étant  précisément  la  même  que  celle  des 
équations  (i4)  et  (i4  /'"),  c'est-à-dire  la  quantité  que  l'on  trouvera  en  posant 


=  Qv  +  f\{t„)/[t„,u]</u=  f  r{t„)/(t„,u)du=--  j    r{t„] 

Ju^  ./«„  .^«o 


du 


Dès  lors,  la  fonction  r(/)F(/,aj  —  Q  du  premier  membre  de  l'équation  (10  ter) 
représentera  l'aire  OABIH  sur  la^^.  1,  et,  si  je  conviens  de  désigner  cette  aire  par  la 
lettre  A,  les  équations  Jio  ter)  et  (10  qiiater)  deviendront  respectivement 

dA  =  ~[r{t)F{t,u)]>lt  +  pdi', 

d{k  —  rp)  =  ^f  r  (f)  F (t,u)]  dt  —  vdp. 

On  aura,  en  même  temps,  sur  lay?^.   i, 

r,  =:  A  -H  E , 

pt,  par  suite,  en  substituant  cette  valeur  de  C  dans  la  seconde  des  formules  l'i5), 

r(f)F(f,«)  =  A-(-B+«(tt^  =  A-(-Q. 

Quelles  que  puissent  être  du  reste  les  valeurs  des  fonctions  A,Q,  dès  l'instant  qu'on 
s'avisera  de  faire  la  somme  dk  -|-  ^Q,  on  trouvera  par  l'addition  des  équations  (10)  et 
(10  ter),  comme  aussi  par  l'addition  des  équations  (10  his),  (10  i/uati-r), 

d\  +dq  —  d\r{t)?[t,u)\, 

et,  par  suite,  sous  forme  finie,  en  disi)osanl  convenablement  de  la  constante  (jui  pro- 
viendra de  l'intégration, 

A-f-Q=  r(f)  F(^«). 

Il  est  tout  aussi  facile  de  voir  que  si ,  sans  connaître  encore  la  signification  delà 
fonction  A,  je  m'avisais  de  raisonner  directement  sur  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (lo  ter)  comme  j'ai  raisonné  sur  le  premier  membre  de  l'équation  (10),  je  par- 
viendrais à  démontrer  que  toute  aire  S  délimitée  par  une  ligne  fermée  v,  pourra  être 
cabulée  exactement  par  une  application  de  la  formule  nouvelle 


-X'.^ 


(r  [t]  F  (/,«)]  dtdu  . 


en  lieu  et  place  de  la  formule  (g) ,  à  la  condition  que,  après  avoir  effectué  d'abord  la 
différentiation  indi(|uée  sous  le  signe  de  l'intégration  par  rapport  à  la  seule  variable  f , 
on  établira  ensuite  entre  t,u,  la  relation  voulue  xCi")  =  o  tout  à  l'entour  de  la  ligne 
V,  avant  de  procéder  ;i  la  sommation  des  termes  différentiels  qui  en  proviendront. 
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Mais  au  lieu  de  raisonner  ainsi ,  il  me  paraît  préféralile  de  remonter  à  la  couimiine 
origine  des  formules  (9)  et  (16). 

J'observe  donc  que  la  fonction  composée  r  (t)  F{t,ii  ,  est  la  double  intégrale  par 
rapport  aux  variables  /,  11  de  la  différentielle  seconde 

dtdu  ''-■>'> 

et,  comme  il  a  été  démontré  plus  haut  que  ,  d'a|)rés  les  formules  (3)  et  (7),  cette  dif- 
férentielle doit  être  identiquement  égale  à  5'aire  infiniment  ])etite  BB'B',  B,  de  \a  fi^.  1, 
comprise  entre  deux  courbes  infiniment  proches, 

■^(v,p)  =  t.       o{v,p'^  =  t  -^  fit, 
et  deux  autres  courbes  infiniment  proches 

•|  (  v,p)  =:  II,       ■i/[v,p  ]  =  U-^  du, 

j'en  conclus  que  l'intégrale  en  question,  augmentée  d'une  fonction  arbitraire  de  /  et  d'une 
autre  fonction  arbitraire  de  h,  doit  être  l'expression  générale  de  toute  aire  S  suscep- 
tible d'être  délimitée  sur  la  figure  ])ar  deux  courbes 

o!<i,;>)  =  t,      -hd'jp)  —  Il . 

et  une  autre  courbe  <|uelconque  située  en  deç  !  de  celles-là. 

Pour  le  faire  voir  bien  clairement  et  pour  reconnaître  en  même  temps  ce  qui  devra 
servir  à  déterminer  dans  chaque  cas  particulier  les  fonctions  arbitraires  en  /  et  en  11  de 
l'intégrale  générale,  je  retourne  à  la^g-.  3,  et,  après  y  avoir  mené  une  multitude  de 
courbes  infiniment  proches  de  chacune  des  espèces  ? ,  '}'  à  travers  l'étendue  S  ayant  pour 
contour  une  ligne  fermée  quelconque  s,  j'essaye  de  faire  la  somme  de  tous  les  paral- 
lélogrammes infiniment  petits  dans  lesquels  se  trouvera  partagée  l'aire  entière  S. 

Chacun  des  petits  parallélogrammes  sera  mesuré  par  la  différentielle  seconde  pro- 
jjosée,  et  je  pourrai  d'abord  faire  la  somme  de  tous  les  parallélogrammes  qui  se  trouve- 
ront situés  entre  deux  courbes  consécutives 

•i  '\i',p}  ^  u  ,       y  {v,pj  1=  a  -\-  du  , 
ce  qui  reviendra  à  regarder  u,du  comme  des  constantes,  et  à  faire  varier  t  seulement. 

Or  l'intégrale  générale  ,  à  ce  point  de  vue  ,  sera 

—  [r{t)¥  (  t,u))  du  -t-  foncti(;n  arbitiaire  u  ; 

puis,  quand  je  m'arrêterai  aux  deux  limites  l,  t'  sur  le  contour  de  l'aire  S,  j'aurai  la 
différence 

~  \T{t']-e{t\uy\du  —  ^\rit)Y{t,u)dii, 
du  du 

qui  sera  euale  à  l'aire  de  la  bande  cherchée  le  loni;  d'une  courbe  «pielconque  i  {v,p)  =  «. 

5i.. 
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Cette  différence  se  réduira  d'abord  à 

r{t')f{t',  u)tlu  —  T(tjJ(t,u)du 

et  se  confondra  identiquement  avec  celle  qui  m'a  conduit  à  la  formule  (9);  |>ar  consé- 
quent, quand  je  ferai  la  somme  de  toutes  les  différences  analogues  pour  toutes  les  va- 
leurs consécutives  de  II  ,du  dans  l'étendue  de  l'aire  S  ,  je  retrouverai  identiquement  la 
relation  connue  de  la  formule  (g) , 

S=/    'r(t')f(t',it)fiii  —  I    'r(t)fe,u)(Jii=z(    rit\f[t,u)du. 

Mais  je  vois  tout  aussi  clairement  que  je  pourrais  m'y  prendre  d'une  autre  manière,- 
en  faisant  d'abord  la  somme  de  tous  les  petits  parallélogrammes  compris  entre  deux 
courbes  infiniment  proches 

o[v,  p)=z  t,       o(i>,p]  =  t  -^  fit  , 

ce  qui  reviendra  à  regarder  t,dc  comme  des  constantes  et  à  faire  varier  «  seulement. 
L'intégrale  générale,  à  ce  point  de  vue  ,  sera 

r  f  r{/    F(  t,u)]dt  +  fonction  arbitraire  t; 

dt       ^         •        " 

puis,  quand  je  lu  arrêterai  aux  deux  limites  u„,  11,  sur  le  contour  de  l'aire  S  ,  j  aurai  la 
différence 

d  .  d 

-y  |r(t)F  7,H,  1  I  df  —  --  I  {-(t;  Fi /,«„)!<// 

pour  la  bande  cherchée  le  long  d'une  courbe  quelconque  u  \v,ij)  =-;  t. 

Quand,  ensuite,  je  ferai  la  somme  de  toutes  les  bandes  analogues  pour  toutes  les  va- 
leurs consécutives  de  t,  dt ,  dans  l'étendue  de  l'aire  S,  j'aurai  manifestement  aussi  la 
quantité  cherchée  S;  mais  je  l'aurai  sous  la  forme  nouvelle 

S  =  r  '^'  i;r(0  F (',«..:  l 'it-  f  '  ^; li'C.) !•"(', ''..)i  '^', 

qui  ,  dans  son  espèce,  pourra  être  représentée  à  la  manière  de  la  tonuule  (<,)  |>ar  la 
formule  (16)  déjà  écrite. 

Il  iloit  donc  être  possible  de  démontrer  que  les  formules  ^g;  et  1  16)  sont  identiques 
toutes  les  fois  qu'on  les  appliquera  à  une  même  ligne  rentrante  sur  elle-même  s. 

El,  en  effet,  quand  on  prendra  la  différentielle  complète  de  la  fonction  r(^)  Ffr,«), 
on  aura  ,  comme  à  l'occasion  des  formules  '  \o  ter) ,    10  i/iititei  ), 

d[v{t)F(t,ii}]=  '-  \r(t)V{t,u)]dt  ^  r{t)/{t,ii)dii; 
puis  rien  n'empêchera  d'écrire  une  telle  relation  pour  tous  les  éléments  successils  d'une 
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ligne  quelconque  menée  d'un  point  f ,  «  ,  à  un  autre  points',  a';  rien  aussi  n'empê- 
chera de  faire  la  somme  de  toutes  les  équations  successives,  c'est-à-dire  de  faire  l'inté- 
gration d'une  telle  équation  différentielle,  ce  qui  donnera 

(i-])vil')F{t',u')—T(t)Y(t,u)=j'     'L^\(t)¥[t,u{]>tt+  j    '     r{t)/{t,u)da. 

1!  est  d'ailleurs  évident  que  chacune  des  intégrales  du  second  membre  variera  avec 
la  forme  de  la  courbe  qu'on  mènera  d'un  point  donné  t ,  11  à  un  autre  point  donné  t',  u'  ; 
mais,  dans  l'équation  (17),  le  premier  membre  ne  changera  pas,  et,  par  conséquent,  la 
somme  des  deux  intégrales  du  second  membre  sera  exactement  indépendante  de  la 
forme  de  la  courbe  à  laquelle  on  voudra  les  appliquer;  cette  somme  ne  dépendra 
jamais  que  du  point  de  départ  et  du  point  d'arrivée;  elle  sera  rigoureusement  égale  ù 
l'accroissement  de  la  fonction  générale  r  [t)  F  {t,u),  à  partir  du  jioint  initial  t,ii  jus- 
qu'au |)oint  final  t',  «'.  Par  conséquent,  toutes  les  fois  que  l'extrémité  d'une  ligne  j  en 
t' ,  u'  reviendra  au  point  de  dépari  de  cette  ligne  en  f,«,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (17),  se  réduira  à  o  et  l'on  aura  exactement  entre  les  deux  intégrales  du  second 
membre, 

\M  bis)  o=j  j^[r[t)V[t,u)]dt+j  r(t)f[t,u)<lu, 

d'où  l'on  voit  enfin  que  les  quantités  S  des  formules  (9)  et  (i6)  seront  toujours  égales, 
mais  de  signes  contraires,  et  que,  pour  éviter  une  telle  opposilicm  de  signe,  le  sens  de 
l'intégration  devra  changer  de  l'une  à  l'autre. 

La  véritable  identité  entre  les  formules  (9)  et  (16)  ne  pourra,  en  un  mot,  être  ex- 
primée que  par  la  relation 

('7'"')  /    '-{r[t)V(t,u)]<k=  i  [r\^t)'Ç{t,u)]dii; 

et,  en  effet,  si  l'on  essayait  d'appliquer  directement  chacune  des  formules  (9)  et  (16) 
à  l'aire  quadrilatère  BB'B'|B,  de  la /fg   i,  on  s'en  assurei'ait  très-facilement. 

Je  vais  le  faire  voir  d'une  manière  tout  à  fait  générale,  en  me  servant  de  la  for- 
mule (16)  pour  déterminer  l'aire  S  comprise  entre  deux  courbes  BI,  Bm  et  une  autre 
courbe  quelconque  menée  de  I  en  C  sur  \jifig.  1.  Je  continuerai  ;i  désigner  par  «j  la 
valeur  particulière  de  la  vaiiable  u  au  point  I,  et  je  désignerai  par  tç  la  valeur  parti- 
culière de  t  au  point  C . 

Cela  convenu,  en  appliquant  d'abord  la  formule  (ifi)  le  long  de  l'arc  CB,  il  me  fau- 
dra regarder  u  comme  constant,  et,  ])ar  suite,  je  trouverai  la  quantité 

/"  d 
Le  long  de  lare  BI  j'aurai  t  -=-.  constante,  dl  =r  o.  et,  par  suite,  je  trouverai  o. 
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De  I  en  C,  le  long  de  la  courbe  donnée,  j'aurai  à  déterminer  l'intégrale  définie  d'une 
fonction  en  t,  u  dans  laquelle  les  variables  t,  u  devront  être  assujetties  à  l'équation 
y  [t,  u)  ■=!  o  de  la  courbe  donnée  ;  cette  intégrale  définie  pourra  donc  être  obtenue  à 
volonté  sous  la  forme 

ou  sous  la  forme 

b{u]  —  b[u^), 

et  si  je  n'avais  en  vue  que  la  valeur  numérique  de  l'aire  S  ])our  des  valeurs  déterminées 
de  t,  u,  je  serais  parfaitement  libre  d'emplover  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  expressions; 
mais  quand  il  s'agira  de  trouver  la  formule  générale  de  l'aire  S  pour  toutes  les  valeurs 
imaginables  des  variables  t,  u,  et  pour  une  courbe  indéfinie  menée  à  travers  les  points 
C,  I  de  la  figure,  je  ne  pourrai  me  dispenser  d'avoir  égard  à  la  considération  incidente 
que  voici  : 

Dans  la  différence  <?('(;)  —  «  (,';  la  quantité,  tf.  variera  avec  ii  d'après  la  forme  de  la 
courbe  donnée,  c'est-à-dire  d'après  la  relation 

et,  par  conséquent,  la  quantité  a  (/^,)  deviendra  une  fonction  déterminée  de  u. 

Pareillement,  dans  la  différence  b(u)  —  b  («,),  la  quantité  u^  variera  avec  t  d'après 
la  relation 

X  ('>«,)  =  0' 
et,  par  conséquent,  la  quantité  ^  («,  )  deviendra  une  fonction  déterminée  de  l. 

Ainsi  ,  l'on  aura 

a  (t      =  fonction  u  ^  b'  '  u), 

6  («1^  =  fonction  tz=a'(t), 

et,  par  suite, 

a,^t^)-a{t)  =  b'{u)-a(t}, 

b  [u]  —  bytiA—  b{u)  —  a' {t). 

Mais  la  quantité  cherchée  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  valeur,  et,  par  suite  de  ce 
que  t.  Il  sont  des  variables  arbitraires,  il  faudra  que  l'on  ait  identiquement 

a'  {t)z=  a   t),      b'\ii)  =  b{u  !. 
Par  suite,  enfin,  l'on  trouvera  l'aire  S  par  l'expression  parfaitement  déterminée 
S=r(t)¥{t,ii)  —  V[t^)Fit^,u^  -hb(u)—  a(t), 
dans  laquelle  le  terme  r  (/J  F  (t^,  u)  représentera  une  f.inction  de  la  variable  «  seule- 
ment. 

Si  l'on  remonte  au  point  de  départ  de  ces  raisonnements,  et  que,  pour  deux  valeurs 
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déterminées  de  t,  u,  on  conçoive  une  antre  courbe  y,  [t,  m)  =  o  ,  par  les  deux  mêmes 
points  I ,  C ,  il  est  bien  clair  que  les  deux  premiers  termes  de  la  formule  ne  changeront 
pas  et  que,  au  lien  Je  la  différence  b  {u)  —  a  (t),  on  trouvera  une  expression  analogue 

6,  («)  —  a,  (t). 
On  aura  donc 

S,  —  S=  I  6,  («)  —  «,(f))  —  fi(«j  —  «(f)J, 

et  l'on  arriverait  au  même  résultat  en  appliquant  diiectenient  la  formule  (9)  tout  â 
l'entour  do  l'aire  S,  —  S  le  long  des  deux  arcs 

X{t,ll)  =  o,      y_,{t,u)  —  r,, 

<|ui  serviront  à  délimiter  l'aire  S,  —  S;  mais  la  différence  S,  —  S  ne  sera  qu'une  con- 
stante, puisque  les  ([nantîtes  t,  u  sont  supposées  avoir  les  valeurs  déterminées  /(;>  "1 
des  points  I ,  C. 

La  deuxième  courbe  Xi  ('>  «)  ^  o  pouvant  être  prolongée  indéfiniment  sur  la  figure, 
on  aura  l'expression  générale  correspondante 

S,=  r(f)F(f,M)  —  r(?c)r(fc,  «)  -I-  6,(«)  — «,1/). 

et,  au  point  de  vue  purement  algébrique  de  la  question,  pour  deux  courbes  indéfinies 
supposées  données,  la  différence  S,  —  S  se  réduira  toujours  à  une  expression  de  la 
forme 

puis,  quand  on  passera  de  f  à  f '  sans  faire  varier  u,  on  aura 

7'— a— a(<')—  y.{l), 
et  pareillement,  quand  on  passera  de  u  à  «'  sans  faire  varier  f ,  on  aura 

ff'—  (7=    P(«')—   fl("), 

ce  qui  fera  comprendre  très-clairement  la  signification  générale  des  fonctions  «(f), 
P  (tt)  sur  la  figure. 

Je  reviens  maintenant  à  la  formule  (16),  et  je  suppose  que  la  courbe  donnée  au 
lieu  d'aller  d'une  manière  quelconque  de  I  en  C  ,  descende  d'abord  en  I„,  et  suive 
ensuite  l'axe  des  ('jusqu'au  point  «. 

Alors,  de  m  en  B  le  long  de  la  courbe  \j/  ( c ,  /^  )  r=:  constante  a,  je  trouverai  la  quan- 
tité 

r(/)F(f,  u)  —  Y{t,)  F(f„,  u). 

De  B  en  I  le  long  de  la  courbe  op  (c,  /?)  =:  constante,  je  trouverai  o. 

De  I  en  I»,  je  trouverai  une  expression  déterminée  qui  devra  finalement  êtie  envi- 
sagée comme  une  fonction  «z  (;)  de  la  variable  t. 

Au  lieu  d'aller  directement  de  lo  evi  u ,  je  pourrai  aller  d'abord  de  I„  en  O ,  et  ensuite 
de  O  en  a. 

En  allant  de  I,  en  0,  je  ne  trouverai  qu'une  certaine  c(uis(anfe;  puis,  de  ()  en  «, 
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j"aiirai  à  ra'occuper  de  la  quantité 

'"  d 


f 


,  {r(t;¥\e,  a))  dt, 

dt  ~  ' 


'O'    0 

dans  laquelle,  après  avoir  effectué  la  différentiation  indiquée ,  je  devrai  établir  entre  ;,  u 
la  relation  voulue  le  long  de  Taxe  des  v;  cela  étant  sous-entendu,  j'aurai  l'expression 
générale 

S  =  r(t)F(<,a,  — r(ro)F(fo,  «)  ^  "(')  +  constante-!-  /  —  [r  ^/jF(f,  k  |  f//; 

*^'o'  "o 

puis  ,  de  la  formule  117),  appliquée  spécialement  de  O  en  «  ,  je  conclurai 

r(f,)F(fo,  w)— r;fo)F(^,  "o)=  /         —T{t)Y\t,u)dt-\-  /      x:  [t,)J  t,,u)du, 

^'o'"o^  -'"o 

et,  par  conséquent ,  l'expression  trouvée  de  S  sera  de  la  forme 

S=  r{f;  F(f,«)  H- a(«)-f- constante—   /      V  [tt)f{t„  u)du, 

•^"0 
comme  celle  que  j'ai  eue  précédemment  par  une  application  de  la  formule  y 9);  par 
conséquent  aussi,  j'en  déduirai  toutes  les  mêmes  conséquences  et  je  retrouverai  les 
formules  (i5). 

J'observe  maintenant  que,  d'après  les  formules  (i4)  et(i5),  il   me  sera  toujours 
permis  d'écrire 


(,8) 


d[v{t)¥{t,a)\  =  dC+'^^^  du, 
du 

^,(r„)F(,.,))  =  ïî, 

et  que,  par  suite,  les  équations  (10),  [10  ter)  se  réduiront  aux  relations  purement 
géométriques 


f/B  =  -T-'^"  — /"''' 


dC 
dA.^=-—  dt  +  pdi\ 


('9) 

I  ds,  — 

dt 
dont  la  simple  addition  me  fera  trouver 

dk  +  r/B  =  rfC, 
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et ,  sotis  forme  litiic , 


De  même,  s'il  me  plaisait  d'abaisser  une  perpendiculaire  du  point  B  sur  l'axe  0 p, 
et  de  désigner  par  A,,  B,  les  deux  aires  correspondantes,  les  équations  iio  his), 
(10  qiiater)  se  réduiraient  à 

nB,  =r  rlu  -\-  V  dp, 

du 

dC    , 
rfA,  =  —-dt  —  vdp, 

dt  '^ 

et  me  feraient  trouver  par  leur  simple  addition 

A,H-B,  =  C; 
puis,  par  leur  soustraction  des  formules  (19), 

B,  —  B  —  A—  A,  =<'p; 

ce  cpii  est  évident  de  soi-même  sur  \Afig.  i  et  rendra  les  formules  (19  his)  inutiles, 
puisqu'on  sera  toujours  libre  de  parvenir  aux  mêmes  résultats  en  faisant 

V dp  =  d [vp)  —  p  tl'' , 
h  +  vp-h,, 
»  A  — »'/;  =  A,. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  faire  voir  avec  quelle  grande  facilité  on  parviendrait  à  repré- 
senter exactement  dans  leurs  grandeurs  finies  les  aires  «BB,;/,,  «B'B,;/,,  ABB'A', 
A,B,B',A', ,  ABB.A,,  A'B'B' A',,  et,  enfin,  l'aire  quadrilatérale  BB'B, B, ,  si  l'on  con- 
naissait les  fonctions  A,  B,  C  en  t,  u. 

Je  me  bornerai  à  faire  remarquer  que  lorsque  les  différences  l' —  /,  «,  —  «  seront 
infiniment  petites,  on  trouvera  les  mêmes  relations  sous  les  formes  plus  simples  que 
voici 

dC 

—  du  =  aire  it  BB|«, , 
du 

—  dt  —  aire  HIBB'I'H', 
dt 

—  dt  =  —  p  —  dt  T=  aire  ABB'A  , 
dt  '^  dt 

—  du  =-)-/?  — du  ^r  aire  ABB,A,. 
du  du 
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On  trouvera  encore  : 

rfB  rfC   ,         rfA  , 

—  du  =  aire  «BB,n,  —  aire  ABB.A,  =:  -—  du t-  du , 

du  du  du 

dk  ,         .  ,    ,        rfC  rfB   . 

—  dt  =  aire  HIBB'I'H  —  aire  ABB'A'  = -r  dt -dt, 

dt  dt  dt 

et  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  chercher  tout  cela  sur  la_^g^.  i,  car  la  première  des 
équations  (19)  équivaudra  aux  deux  équations  partielles 

<^B  dv 


dt 


=  —P 


rfB  _  dÇ.  dv 

du        du  du 


et  la  seconde  équivaudra  aux  deux  équations  partielles 


rfA_ 

dt  ~ 

dC 
dt 

+  P 

dv 

dA 

-+- 

dv 

mais,  à  raison  de  la  relation 

C  =:  A  +  B , 

cela  ne  fera  que  les  deux  conditions  distinctes 

^B  _  dv 

'dt~'~^7t' 

(-)  ^f^  =  +     ±, 

du  du 

et  les  deu\  i-qiiations  (icj'i  se  réduiront  elles-mêmes  à  la  Formule  unique,, 

(21)  a  dv  =  ——  du ;-'/', 

^  du  dt 

qui  est  directement  évidente  sur  la_/fg'.  1,  et  dont  le  second  membre,  après  avoir  ete 
divisé  par/7,  devra  être  une  différentielle  exacte. 

Les  équations  (19  bis)  se  réduiront  de  même  à  la  relation  uiii(|iic 

dA,    ,         r/B,   , 

a  I  bis  )  V  du  z^ —  du  H ;—  dt . 

'  '  du  dt 

Les  équations  (.19),  où  la  valeur  de  dv  tirée  de  la  formule  21  ,  comme  aussi  la  va- 
leur de  dp  tirée  de  la  formule  (21  bis),  seront  naturellement  des  différentielles  exactes, 
sans  condition  aucune,  (piand  on  aura  réussi  à  calculer  les  deux  quantités  A  ,  B  d'après 
les  formes  algébriques  supposées  données  des  fonctions  y(i',^)  =  r,  if[v,p'\=i  u; 
mais  quand  l'une  de  ces  fonctions  ne  sera  pas  connue ,  ou  que  le  calcul  des  aires  A ,  B 
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n'aura  pu  être  effectué  complètement,  on  sera  obligé  de  faire  marcher  de  pair  avec 
les  formules  (19),  ou  avec  la  formule  (ïi),  la  condition  algébriquement  nécessaire 
pour  que  celle  des  formules  que  l'on  voudra  ou  devra  employer  soit,  en  effet,  une 
différentielle  exacte. 

J'ai  fait  voir  depuis  longtemps  comment  cette  condition  pourra  être  exjjrimée  par 
l'une  des  équations  (i  i),  (ii  bis) ,  {12),  {12  bis),  {i3'i,  {i3  bis),  dans  lesquelles  il  sera 
toujours  permis  de  remplacer  les  quantités  r  {t)/[l,  u)  et  Q  par  C  et  B,  et  qui,  elles- 
mêmes  ,  prendraient  encore  de  nouvelles  formes  si  je  voulais  y  introduire  la  quantité  A, 
ou  bien  les  quantités  vp.  A,,  B,,  C,,  sans  parler  des  cas  non  examinés  où  il  me  plairait 
de  prendre  comme  variables  indépendantes,  soit/i,  t,  soit  m,  u,  &oh  p ,  u. 

Je  ne  veux  pas  m'arréter  à  de  pareils  développements  ici. 

J'ai  voulu  faire  voir  seulement  quelle  était  la  plus  simple  expression  possible  en 
même  temps  que  la  fécondité  des  relations  purement  géométriques  du  sujet  que  j'ai  à 
traiter.  Je  dis  des  relations  purement  géométriques  du  sujet  que  j'ai  à  traiter,  car  les 
équations  (19),  (19  bis),  (  20)  et  (21  )  s'appliqueront  à  tels  systèmes  de  courbes  entre- 
croisées que  l'on  voudra  dans  un  plan,  et  si  j'exprimais  que  l'angle  d'entre-croise- 
ment doit  être  égal  à  un  angle  dioit,  je  me  trouverais  amené  aux  difficultés  du  problème 
des  courbes  orthogonales. 

Tonte  celte  théorie  ne  prendra  une  signification  calorifique  que  lorsqu'aux  équa- 
tions (19),  (20)  et  (21)  on  joindra  les  équations  (i4))  ('5),  (18),  et  alors,  plutôt 
que  d'employer  un  si  long  cortège  d'équations,  il  sera  préférable  de  ne  faire  usage  que 
des  deux  relations  (10)  et  (10  ter),  qui  se  confondront,  en  réalité,  avec  les  équa- 
tions (  ig). 

Je  poserai  donc 

(22) 


(23) 


et,  en  ajoutant  les  deux  formules  (  23),  je  trouverai  sous  forme  finie 
A  H-  Q  =  R, 

la  ([uantité  Q  devant  avoir  la  signification  voulue  par  les  formules  (  i4 )  et  (  i4  bis), 
c'est-à-dire 


( 

V{t)¥{t,  u] 

)=R 

1  nt)dq  = 

-.V[t)f[t,u) 

du  = 

rfR 

du, 

r/Q 

=  r{t)At,, 

u.  )  du  —  p  dv 

dh. 

~  17i 

du 

—  p  f^'S 

dk 

^'iin,v 

(t,  u)\dt  +  1^ 

,dv  = 

f/R 

dt+pi 

'=B-i-  r 
^«0 


r{t^)f\t„u)du, 
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ce  qui  rntiaJnera 

R  =  A-(-Q  =  C+/       r(t,)/{t,,u)(lu, 

conformément  aux  équations  (i5). 

Les  formules [2,1.)  et  (23)  seront,  en  un  mot,  les  é<j nations  nécessiiires  et  sujjisiinlff 
de  ta  théorie  des  ejfets  dynamiques  de  la  chaleur,  et  les  dissertations  auxquelles  je  me 
suis  livré  jusqu'ici  n'auront  servi  qu'à  en  faire  comprendre  l'entière  portée  ainsi  (]ue  la 
vraie  signification. 

Le  but  essentiel  que  j'avais  en  vue,  indépendamment  du  désir  de  répandre  un  grand 
nombre  d'éclaircissements  purement  géométriques  sur  la^^.  i,  c'était  de  faire  voir  que 
l'on  sera  toujours  parfaitement  libre  d')ntégrer  chacune  des  équations  (  aS  le  long 
d'une  courbe  menée  arbitrairement  sur  la^îg-.  i  d'un  point  donné  /, ,  «„  à  un  autre 
point  donné  ?,  ,  u,  ,  et  que,  de  cette  manière,  on  aura  généralement 


(M) 


la  différence  Q,  —  Q»  et  chacun  des  deux  ternies  de  cette  différence  ayant  des  signifi- 
cations physiques  très  importantes,  tandis  que  la  différence  A,  —  A„  et  les  deux  termes 
de  cette  différence  ne  seront  que  des  quantités  auxiliaires,  venues  d'une  règle  abstraite 
de  calcul,  en  vertu  de  laquelle  on  aura  toujours 


C'dK,  C 

(24  te)  ^'~^'~I      ^  Jo 

ce  qui  fera  trouver 


'^du. 
du 


(Q.-Q.^+(A,- A„j  =  R,- 


et,  en  intervertissant, 


A,  +  Q,  —  R,  =  A„  +  Q„— R„, 

ronformemenl  .i  la  relation  déjà  coiuiue 

A-î-Q==  R; 

ou,  réci|)r<)quement,  ce  ipii   à  l'aide  de   celte  dernière  relation,  fera  rentrer  les  équa- 
tions (23)  l'une  dans  l'autre. 

De  ce  point  de  vue  général  de  la  question  ,  j'ai  voulu  notamment  faire  ilependre  le 
cas  particnlier  où,  en  allant  le  long  d'un  arc  de  courbe  (|Uelconque  v,  de  l„,  u„  en  /, ,  //,, 
l'arc  s  se  refermera   pai-  la  jonction  de  ses  deux  extrémités  ,  ce  qui  réduira   les  for- 
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milles  /■  24  )  à 
(24 /rr) 


et  la  formule  (24  his'i  à 

(  24  quatcr)  o=j       -J^'''+j       ;^  ''"• 

Jai  d'ailleurs  été  amené  à  concevoir  directement  la  première  des  formules  (  24 '^''J 
d'après  la  seule  connaissance  de  la  formule  (3  )  qui  provenait  du  mode  de  raisonne- 
ment un  peu  étendu  ou  jjerfectionnc  de  M.  Carnot ,  et  de  cette  unique  donnée  j'ai  pu 
ni'elcver  au  cas  le  plus  général  des  formules  (  28  )  et  24)  par  une  marche  de  raisonne- 
ment absolument  rii;oureuse. 

Il  m'a  fallu  chercher  la  condition  algébriquement  nécessaire  pour  que  les  for- 
mules {24  ter]  et  24  pussent  réellement  avoir  lieu  ,  et  cette  condition  exigeait  que  le 
second  membre  de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations  (23)  fût  une  différentielle  exacte, 
ce  qui  m'a  fait  trouver  les  équations  (1  1  let  (i  1  bis),  (m)  el  (12  bis),  (i3)  et  (i3  bis), 
selon  que  je  prenais  comme  variables  indépendantes  ou  ti,  t,  ouv,  p  ,  ou  r ,  t. 

J'ai  fait  voir  encore  que  la  condition  en  question  était  susceptible  d'être  transformée 
de  bien  des  manières  entre  les  dérivées  partielles  des  (]uantités  i' ,  /^ .  'y,  A  ,  Q  ,  R  en 
/,  «,  et  que,  hnalemenl,  les  équations  (23  )  devaient  avoir  lieu  comme  de  pures  iden- 
tités par  rapport  à  deux  quelconques  des  quantités  f,  «,  "j/j,  rp ,  A,  Q,  R  prises 
comme  variables  indépendantes  ,  ce  qui  faisait  entrevoir  un  nouveau  champ  de  trans- 
formations fort  étendu;  ce  qui  me  permettrait,  enfin ,  à  l'aide  de  la  relation  fondamen- 
tale 
125)  R  =  A4-Q, 

de  laisser  entièrement  de  cote  les  deux  équations  (28  et  d"v  substituer  la  relaliou 
unique 

'  (lu  rit 

qui  ne  sera  plus  une  dilTerentielle  exacte,  mais  de  laquelle  il  devia  être  possible  de 
tirer  sous  la  forme  d'une  différentielle  exacte  soit  r/c,  soit  du,  soit  dl ,  et  même  ilp  quand 
on  voudra  faire  usage  encore  de  la  relation  auxiliaire 

(■  dfj  =  d  (  v/j  )  —  p  dv  =  d{fjj)  —  -~  du  -h  -^  dl . 
du  de 

La  formule  1  26  est  directement  évidente  à  la  seule  inspection  df  la  //i;.  1 ,  et  ,  au 
point  de  vue  purement  algébrique  des  choses,  il  pourrait  être  assez  avantageux  d'en 
faire  usage  en  lieu  et  place  des  équations  {1^)  ;  mais,  du  moment  où  il  s'ayira  d'avoir. 
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égard  aux  significations  physiques  des  quantités  A,  Q,  R  ,  l'équation  (  26)  perdra  toute 
son  importance ,  et  il  sera  préférable  d'v  substituer  la  première  des  équations  (  23  I  qui 
est 

,  dq  —  V{t]f{t,u)du—p(h, 

,      >  ]   sauf  quelquefois  à  y  joindre  la  relation  complémentaire 

(  dk  =  j[V{t)f{t,u)\dt-irpdv, 

dont  la  simple  addition  ,  avec  la  précédente,  fera  avoir 

A+Q=:R. 

Je  réussirai,  par  la  suite,  à  trouver  sous  formes  finies  et  bien  explicites  les  solutions 
générales  des  formules  (aS)  et  (26),  ainsi  que  des  équations  (11),  (11  bis),  (12), 
(12  bis),  (i3),  (i3  bis),  etc.,  en  me  donnant  arbitrairement,  soit  A  en  v,  r  et  R  en 
t.  II,  soit  Q  en  (',  «  et  R  en  f ,  «,  soit  enfin  A  en  c,  f  et  Q  en  c,  «. 

J'aurais  pu  expliquer  ces  méthodes  générales  d'intégration  ici  ;  mais  après  y  avoir 
refléchi ,  il  m'a  semblé  préférable  de  ne  les  exposer  que  progressivement  dans  l'ordre 
naturel  des  idées  par  lesquelles  j'y  ai  été  conduit  en  voulant  résoudre  des  problèmes  de 
))lus  en  plus  élevés  de  la  théorie  des  gaz  permanents  et  de  celle  des  vapeurs. 

CHAPITRE  IV. 

Discussion  des  propriétés  calorifiques  d'un  fluide  élastique  par  rapport  à  des 
accroissements  infiniment  petits  des  quantités  i>,  p,  t,  u  sans  que  l'on  préjuge 
rien  de  la  nature  intime  de  la  chaleur.  —  De  la  manière  dont  ces  propriétés 
générales  dépendront  des  différentielles  exactes  rfQ  ^T  (t)  f  [t,  u)  du  —  p  dv, 

dk^j^[T{t)T{t,u)]dt^pd^'. 

La  théorie  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur  ayant  été  ramenée  par  les  formules  (  28) 
ou  (2'j)  à  l'équation  principale 

dQ  =  r{t]/{t,  u}du  —  p  de  =  —  du  —  p  dv  , 

(A.)  <!  à  laquelle  n'est  venue  s'adjoindre  l'équation  complémentaire 

dA.  -—  j(r(t)¥\t,u)\de-hpdi'  =  —  de -h  pat', 

que  par  une  règle  abstraite  de  calcul  en  vertu  de  laquelle  on  aura  toujours,  sous  forme 
finie , 

A4-Q  =  R, 
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il  me  reste  encore  à  développer  la  partie  la  plus  importante  du  sujet,  celle  des  quantités 
de  chaleur  nécessaires  pour  faire  aller  les  variables  c,  />  d'un  fluide  élastique  d'un  point 
donne  B  à  un  autre  point  quelconque  B',  sur  hjîg.  i . 

Pour  cela,  je  retourne  à  la  seconde  des  formules  (22),  ou  plutôt  à  la  première  des 
formules  (7  ),  qui  est 

(B)  cl,i=f{t,u)du, 

et  qui  représente,  en  principe,  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  de  B  en  B,  pour  un 
accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  a  le  long  de  la  courbe  ^  [v,  />)==  constante  e. 
Cette  quantité  est  de  la  chaleur  latente,  c'est-à-dire  de  la  chaleur  qui  ne  peut  impres- 
sionner le  thermomètre ,  parce  que  la  température  t  est  constante  le  long  de  la  courbe 
BB,,  et  la  dénomination  usitée  de  chaleur  latente  acquiert  ainsi  pour  tous  les  gaz  per- 
n)anents  la  même  signification  que  celle  (ju'elle  a  reçue  depuis  longtemps  jiour  les  va- 
peurs. La  seule  différence  qu'il  y  aura,  c  est  que  pendant  la  formation  d'une  vapeur,  la 
courbe  >!/[", p)  =  constante  ^deviendra  une  ligne  droite  parallèle  à  l'axe  Oi',  comme 
sur  la _/?§■.  2. 

D'un   point    quelconque    t,   u    in   un    autre    point    t,   «,    le    long    d'une    courbe 
"^  {f,  p)  =  constante  t,  la  quantité  de  chaleur  latente  sera 


(C) 


-.  I     '  f{t,  II)  du  =  ¥  (t ,  u,)  —  ¥  {t,  u) 


Quand  il  s'agira  d'aller  du  |)oint  B  à  un  autre  point  infiniment  rapproche  B'  à  côte 
de  la  courbe  BB|,  on  pourra  aller,  d'abord  de  B  en  B,,  puis  de  B,  en  B',  le  long  d'ime 
courbe  -^  {''>  p)  =  constante  u,. 

De  B  en  B,,  on  dépensera  une  quantité  de  chaleur 

{If/  ^/[t,  «)  flu , 

et  le  thermomètre  restera  stationnaire.  De  B,  en  B',  la  température  augmentera  par 
suite  d'une  dépense  de  travail  égale  à  l'aire  A.B,  B',  A', ,  maison  ne  fera  aucune  dépense 
de  chaleur. 

D'un  autre  côté,  on  pourra  aller,  d'abord  de  B  en  B',  puis  de  B'  en  B', . 

De  B  en  B',  par  suite  d'une  dépense  de  travail  égale  à  l'aire  ABB'A',  la  tempeiature 
éprouvera  le  même  accroissement  dt  que  de  B,  en  B', ,  mais  on  ne  fera  aucune  dépense 
de  chaleur.  De  B'  en  B',  la  variable  u  éprouvera  le  même  accroissement  du  que  de  B 
en  B, ,  et  l'on  dépensera  une  quantité  de  chaleur 

d(/'  1=  f(t  -i-  dt,  u)  du  ^/(t,  u)  du  +-—/(/,  u)dtdu. 

Ainsi,  les  quantités  (/17,  dq'  différeront  infiniment  peu  l'une  de  l'autre  quand  les 
points  B  ,  B',  seront  infiniment  rapprochés ,  et  de  cette  circonstance  je  conclus  que,  pour 
aller  de  B  en  B',  le  long  d'une  courbe  quelconque,  il  suffira  que  le  chemin  BB',  soit 
d'une  longueur  infiniment  petite  ds,  pour  que,  à  un  infiniment  petit  du  second  ordre 
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près,    la  quanlité  de  chaleur  à  dépenser  soit  égale  au  ternie  différentiel  du   premier 
ordre  riq  :=zf[t,  u)  du. 

Donc,  le  long  d'une  courbe  indéfinie  BB',  E,  à  partir  d'un  point  donné  t^,  h,  jus- 
qu'à un  autre  point  ?, ,  h,  d'une  telle  courbe  ,  j'aurai  à  faire  la  somme  de  tous  les  termes 
consécutifs  d(j  =:J'[t,  h ':  du  ,  ce  qui  me  ramènera  à  la  formule  (8)  déjà  connue, 


(D)  C=  1       f{t,  u)du, 

les  variables  t ,  u  de  cette  formule  devant  être  assujetties,  pendant  le  cours  de  l'inteiira- 
tion  ,  à  la  relation 

y(t,u)=o, 

qui  sera  réquation  de  la  courbe  BB',  E  en  l,  u,  et  au  nioven  de  laquelle  on  trouver;! 
l'cquation  de  la  même  courbe  en  i-,  p  sous  la  forme 

Je  crois  avoir  mis  cela  hors  de  toute  contestation  à  l'occasion  des  formules  (  7  )  et  i  8), 
et  je  ne  m'y  arrêterai  pas  davantage  ici. 

Mais  je  dois  faire  observer  que  la  formule  (D  suppose  implicitement  qu'il  est  permis 
de  faire  une  somme  de  différentes  quantités  de  chaleur  dq  venant  de  températures  très- 
différentes,  ce  qui  est  choquant  en  soi-même  au  point  de  vue  physique  des  choses  tant  que 
la  fonction  T  {t)  ne  devra  pas  être  remplacée  par  une  constante  dans  la  théorie;  car, 
j'ai  fait  remarquer  depuis  longtemps,  aussitôt  après  l'établissement  de  la  formule  (3  ., 
que  si  l'on  veut  éviter  la  nécessite  d'admettre  une  perte  de  force  vive  dans  le  phéno- 
mène de  la  transmission  libre  de  la  chaleur  entre  deux  corps  A ,  A'  à  des  températures 
différentes  t,  t',  alors  que  la  fonction  univeiselle  V  (l)  n'est  pas  supposée  égale  à  une 
constante,  il  faut  que  l'on  érige  en  principe  que  toute  somme  de  chaleur  </',  venue  li- 
brement d'un  corps  à  une  température  t'  dans  un  autre  corps  à  une  température  t, 
acquerra  dans  ce  dernier  corps  une  valeur  différente  y,  d'après  la  relation 

o  =  q'  r  {t'  ■  —  <jr{t.  , 

de  laquelle  on  tirera 

q'rit') 


1  — 


T{t) 


Or,  à  ce  point  de  vue,  la  formule  8)  ou  (D)  n'aurait  plus  de  sens,  et  pour  la  recti- 
fier, il  faudrait  concevoir  une  certaine  température  fixe  T,  à  laquelle  on  commencerait 
par  rapporter  tonle  quantité  élémentaire  de  chaleur  ^/y  venue  d'une  température  diffé- 
rente t. 

Une  somme  de  '.-haleiir  dq  à  la  température  t  vaudrait,  eu  realite, 
Y\t)dq 

r(T)   ' 
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à  la  tenijiératiire  fixe  T,  et,  par  suite,  la  formule  (8)  ou  (D)  devrait  (Ure  remplacée 


par 


(D')  C  — — ^,    r   '  rle)/it,,i)</„, 


ce  qui  reviendrait  à  dire,  en  d'autres  termes,  que  la  vraie  mesure  de  la  <lialeiii    doit 
être,  non  pas  le  terme/ (/,  u)  du  ,  mais  le  produit  I"  [t)f[t,  u)  du. 

Il  ne  s'agirait  plus,  enfin,  que  de  savoir  si  les  quantités  de  chaleur  mesurées  par  Us 
physiciens  sont  véritablement  de  l'espèce  r  (f)  dq,  ou  de  l'espèce  dq  seulement ,  de  mes 
raisonnements:  dans  ie  premier  cas,  il  faudrait  s'empresser  de  remplacer  la  fonction 
T{t]  par  une  constante  G  dans  la  théorie;  et,  dans  le  second  cas,  il  faudrait  conserver 
la  fonction  r  [t]  comme  une  quantité  variable  avec  t. 

Or,  dans  ce  qui  va  suivre  ici,  je  n'aurai  à  m'occuper  que  des  quantités  de  chaleuj' 
nécessaires  pour  allei-  d'un  point  / ,  »  à  un  autre  point  infiniment  rapproché  t  +  dt , 
u  -+-  du;  je  ne  me  servirai  donc  ni  de  la  formule  (D),  ni  de  la  formule  (D'),  mais  de 
la  formule  (B)  seulement.  Les  quantités  de  chaleur  «?</  dont  je  m'occuperai  seront  tou- 
jours de  l'espèce  des  quantités  7,  7'  de  la  formule  (3),  c'est-à-dire  des  quantités  de 
chaleur  venant  d'un  corps  entretenu  à  une  température  donnée  t  ou  t',  et  allant  dans 
un  autre  corps  dont  la  température  sera  infiniment  peu  différente. 

De  cette  manière,  je  resterai  dans  l'entière  rectitude  de  mes  raisonnements  sans  être 
obligé  de  me  prtmoncer  absolument,  ni  sur  la  nature  de  la  fonction  imiverselle  r[t) 
(que,  pour  plus  de  généralité,  je  conserverai  dans  mes  formules),  ni  sur  la  manière 
dont  la  chaleur  pourra  se  transmettre  ,  et  changer  ou  ne  pas  changer  dans  sa  quantité, 
entre  des  corps  librement  en  présence,  à  des  températures  très-différentes  t,  t'. 

Ainsi  d'un  point  quelconque  t,  u  à  un  autre  point  infiniment  rapproché  t-\-dt, 
u  -t-  du,  j'aurai  constamment 

dq  =:f(t,  u)  du; 

puis,  des  expressions  algébriques  des  quantités  v ,  p  en  t,  u,  je  conclurai 

dv  di' 

di'  =  —  (/<  H du , 

dt  du 

dp  =  -Ç-dc  -+-  —  du  . 
^        dt  du 

Ce  seront  les  accroissements  des  coordonnées  c,  p  pour  deux  accroissements  donnés 
dt,  du  sur  la  ^g.  i ,  et  toutes  les  fois  que  je  supposerai  u  ^=  constante  ,  je  trouverai 

r/i.  dp 

dv  =  —dt,      dp  —  -i-  dt,       dq  =  o. 
dt  dt 

Quand  ,  au  contraire,  je  supposerai  t=:  constante  ,  je  trouverai 

^''    ,  ,         dp  , 

r/c  =  —  du,       dp  :=:  -i-  du , 
du  au 
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ou ,  inversement , 

dv  dp 

dv  dp 

du  du 

et,  par  suite,  ta  quantité  de  chaleur  latente  proprement  dite  de  B  en  B, ,  le  long  d'une 
courbe  a[v,  p)  =  constante  t ,  pourra  être  mise  sous  les  deux  formes  équivalentes 

dq  =1  fit ,  u)  du  ^ ; '-  dv . 

du 

dp^ 

du 

Le  long  de  toute  autre  courbe  BB', ,  la  température  t  variera,  et  l'on  aura  à  volonté 

\  -Tu 

(F)  '  ou 

\  du 

puis,  quand  on  fera 

p  =  constante     ou     dp  z=o  , 

on   trouvera  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante  sous  la  forme 


(F) 


^-m- 


.n....)t 


dp 
du 

t  quand  on  fera 

('  =  constante     ou     dv  ^  o, 


on  trouvera  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant  sous  la  forme 

dv 
'dt 


'■-m- 


dv 
du 


Les  produits  c„dt,  c^dt  sont  nommés  ordinairement  les  (juantilés  de  clialeur  sen- 
sibles à  pression  constante  et  à  volume  constant. 

Les  formules  (F)  peuvent  être  interprétées  alors  très-simplement  en  disant  rjuc  la 
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quantité  de  chaleur  dq  pour  aller  d'un  point  à  un  autre  sera  toujours  la  soa]iii«  de  la 
chaleur  sensible  à  volume  constant  et  de  la  chaleur  latente  proprement  dite  qui  dé- 
pendra du  seul  accroissement  de  volume,  ou  bien  la  somme  de  la  chaleur  sensible  à 
pression  constante  et  de  la  chaleur  latente  proprement  dite  qui  dépendra  du  seul  ac- 
croissement de  la  pression,  ces  deux  sommes  étant  nécessairement  égales  à  cause  de 
l'équation  de  condition 


On  pourra  aussi  se  donner  arbitrairement  les  accroissements  dv,  dp,  et  alors  il  n'v 
aura  ni  double  interprétation  ni  équation  de  condition,  car  l'on  trouvera  les  deux 
relations  parfaitement  déterminées 

dp  dv 


dp  dv         dp  dv 
dt  du        du  de 


du  = 


dv  dv 

Idv--dp 


dp  dv        dp  dv 
dt  du        du  dt 


dont  la  première  fera  connaître  l'accroissement  de  et  dont  la  seconde  entraînera 

dq  =f{t,  u)  du  =^^_^^  rf.  -  ±±_dld^  ''''  ' 
dt  du       du  dt  dt  du        du  dt 

puis,  au  moyen  de  l'équation  (i  i),  il  sera  permis  d'écrire 

dp  dv 

du                ,                    du 
dt=  —  -j dv  +  — dp, 

dp                          „,         ,  dv 
dg  =  j dv-     dp, 

7,(r(0/(',«)l         j,[T^inf  {'.")] 

et  quand  on  tera  d'abord 

p  =1  constante ,     dp  ■=  o  , 
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on  trouvera 
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(G) 


dt' 

Quand ,  au  contraire,  on  fera  v  =  constante,  rfi'  =  o  ,  on  trouvera 

d,' 
du 


'Hw)=^^ 


dt 


\r{t)/{t,u)) 


^'  =  (1)^-7 


dt 


/('.«-4; 


■rit)/it,u)] 


et,  à  l'aide  des  quatre  quantités  &„,  S-,,  (/„,  </,,  on  aura  gihiéraleuient 
dt  =â„dt'  +  B-,dp, 
dq  =  q^dv  -+-  ç,  dp\ 

par  suite,  l'on  pourra  calculer  la  quantité 

dq         q^dv  -\-  q^  dp 
\  '^  ^dt  ~  .9-„*/('  -+-  â-.dp'' 

qui  méritera  d'être  nommée  la  chaleur  spécifique  d'un  fluide  ilasliciue  dans  la  direc- 
tion ds  allant  d'un  point  quelconque  c,  p  à  un  autre  point  infiniment  voisin  i'  -(-  c/r  , 
p  ^  dp;  car  il  suffira  d'y  faire  respectivement />  :=  constante  et  c=  constante,  pour  en 
déduire,  comme  cas  particuliers,  les  quantités  de  chaleur  s])ecifiqu('S,  déjà  connues 
dans  des  directions  parallèles  aux  axes  Oi'  et  Op  sur  \a  fig.  i. 

Le  produit  rdt  représentera,  en  un  mot,  de  la  chaleur  sensible  dans  la  direction  df 
allant  d'un  point  c,  p  à  un  autre  ])oint  v  ->r  dv ,  p  -^-  dp,  et  la  dénomination  de  chaleur 
latente  n'aura  plus  aucune  signification  directe  ;  car,  pour  déduire  des  formides  (  G  )  ce 
qui  vraiment  sera  de  la  chaleur  latente  le  long  d'une  courbe  u  [v , p)-=.  constante  t , 
de  lî  en  B, ,  il  faudra  qu'on  fasse  dt  =:  o  ,  et ,  par  conséquent , 

o  —  à„dv  -^-^.dp. 


4 


d'où 


€t,  par  suite , 
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dp^=:.  —  —  dv      ou      dv  ^  —  —  dp , 


qAx—q^-t,   ,                q„à,  —  q,^.    , 
dq  =  ? -^ dv  =  —  i- ^'—  dp  , 

te  qui,  toule  rétluclion  faite  après  la  substitution  des  valeurs  de  5-„,  &,,  (/„,  q,,  d'après 
les  formules  (G),  coïncidera,  il  est  vrai,  avec  les  formules  (E),  mais  ne  pourra  plus 
être  considéré  comme  une  chose  simple  à  cause  de  la  manière  indirecte  dont  j'v  serai 
parvenu. 

Il  y  a  à  faire  remarquer  encore  que,  dans  ce  cas-là,  on  trouvera  une  valeur  infini- 
ment grande  pour  c  ,  et  que  jamais  la  connaissance  des  deux  chaleurs  spécilicpies  prin- 
cipales c»,  c,  ne  suffira  pour  faire  connaître  la  quantité  finie  c  ou  le  produit  infiniment 
petit  cdt  dans  une  direction  quelconque  ds  ;  j'en  conclus  que  ,  lorsqu'on  voudra  prendre 
i' ,  p  comme  variables  indépendantes,  on  devra  abandonner  à  la  fois  l'idée  de  chaleur 
latente  et  l'idée  de  chaleur  sensible  ou  de  chaleur  spécifique,  pour  ne  considérer  comme 
des  choses  simples  que  les  quatre  quantités  S-o,  à^,,  q,,,  q,  des  formules  (G). 

J'ai  voulu  faire  voir,  en  un  mot ,  par  cette  dissertation  ,  que  les  locutions  usitées  de 
chaleur  latente,  de  chaleur  spécifique  et  de  chaleur  sensible  ne  devaient  pas  être  en- 
tendues comme  ayant  des  significations  absolument  distinctes  applicables  chacune  à  des 
phénomènes  calorifiques  très-différents  les  uns  des  autres  ;  car  j'ai  fait  voir  très-claire- 
ment que ,  pour  aller  de  B  en  B',  sur  la _/?§-.  i ,  la  même  quantité  dq  :=/[t,  u)  du,  qui 
était  de  la  chaleur  latente  seulement  quand  t,  u  étaient  les  deux  variables  indépen- 
dantes, a  dû  être  remplacée  par  de  la  chaleur  latente  proprement  dite  et  par  de  la  cha- 
leur sensible  quand  je  voulais  prendre  comme  variables  indépendantes  soit  v,  t, 
soit  p,  t,  et  que,  enfin ,  quand  il  me  plaira  de  prendre  ;■,  p  comme  variables  indépen- 
dantes, il  ne  devra  plus  être  question  ni  de  chaleur  latente  ni  de  chaleur  sensible,  mais 
bien  des  quantités  de  chaleur  9, ,  «7,  susceptibles  de  produire  une  augmentation  égale 
à  I,  d'une  part  dans  le  volume  c ,  d'autre  part  dans  la  pression  p  d'un  fluide  élas- 
tique, tandis  que  la  température  éprouvera  les  accroissements  correspondants  .7o,  .7,. 

Ce  dernier  système,  auquel  on  est  conduit  naturellement  quand  on  prend  i- ,  p  comm« 
variables  indépendantes,  est  le  plus  convenable  au  point  de  vue  des  relations  fondamen- 
tales 

?(">/')  =  '.     ■H''!/')=« 
et  des  interprétations  géométriquement  possibles  sur  la^g.  i  ;  je  vais  donc  le  déve- 
lopper en  entier,  en  partant  directement  de  l'équation  (B). 

J'aurai  d'abord 

dt  dt 

'"^IK^'^-^di/''^ 

du  du 

du  —  —-  dv  +  -—  dp , 
dv  dp 
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et ,  par  suite , 

dq  =f{t,  u)du  =f{t,u)—-dv  -hf{t,u)^(ip. 
av  dp    ' 

Je  conviendrai  de  poser 

«('  dp 

jr,         \dn  du 

ce  qui  me  donnera  les  deux  relations  essentielles 

dt  =i%dv-\-^,diJ, 
dq  r=  q„di>  -i-  q,  dp  . 

Je  désignerai  encore  par  ds  la  petite  longueur  menée  d'un  point  v,  p  à  un  point  voisin 
('  -lrdv,p-\-  dp,  et  par  S  l'angle  de  la  droite  ds  avec  l'axe  Oc  sur  \afig.  i ,  ce  qui  me 
donnera 

dv  =  ds  CCS  <î ,     dp  =  ds  sin  o  , 

dt  =  (.9-0  ces  3  +  S;smS]ds, 
(H)  <   dq  =/[t,  u)  daz=  [q^cosS-i- q,  sin  S]  ds , 

dq         q„  COS  S  -i-  q,  sin  S 

'^  ~  di  ~  &„  COS  5  +  S-,  sin  ^ 

De  cette  manière,  les  rapports  des  accroissements  f/^,  dq  à  l'élément  ds  seront  tou- 
jours finis  et  la  quantité  c  ne  passera  à  l'infini  que  lorsque  le  dénominateur  de  la  der- 
nière des  formules  (H)  se  réduira  à  zéro,  ce  qui  entraînera 

dt  =  o  ,     f=  constante. 

La  quantité  c  deviendra  nulle,  au  contraire,  quand  le  numérateur  se  réduira  à 
zéro ,  ce  qui  entraînera 

dq  =:  o,     rftt  =  o ,     it  =  constante. 

Il  sait  (le  là  que,  en  désignant  par  a ,  p  les  obliquités  des  tangentes  aux  courbes  y,  ■} 
avec  l'axe  Oi',  on  devra  avoir  respectivement 

o  =  3^0  ces  a  -(-  9-,  sin  a ,     oz=  q,  cos  p  -H  «7,  sin  p , 

d'où  l'on  tirera 

5-0  „  «y. 

tanga  =  — -,      tang  p  =  - -• 

Je  fais 

puis,  en  tenant  compte  du  sens  de  la  direction  a,  de  B  en  B, ,  et  du  sens  de  la  direc- 
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tion  fi ,  de  B  en  B'  sur  la  fig.  i,  je  trouve 


.9-, 

cos  a  =  H ) 

a 

^0 


cos  B  — 


sin  «  ^  — 


J'en  conclus  d'abord 


sin    B  —  a 


sin  p  r=  +  ■ 
«6 


la  différence  p  —  a  représentant  l'angle  B'  BB,  ,  sur  la_/î^.  i . 

Je  remonte  ensuite  aux  formules  (H)  et  je  trouve,  d'une  part,  le  long 
de  la  courbe  BB,  , 

(iq^  =/( t,u)du  =  f (7„ cos  a  4-  o,  sin  a  1  £?i    =  i^-^ — — °-  lis   , 

r  far 

d'autre  part ,  le  long  de  la  courbe  BB', 

,/t,  =  f  S-,  cos  &-hB;sm[i]ds,  =  g"^'  —  ?'^"  ^, 

Ainsi,  du  moment  où  les  physiciens  seront  parvenus  à  trouver  expérimentalement 
les  quatre  quantités  .9-„,  9-,,  q„,  q,  d'un  fluide  élastique  en  un  point  donné  c,  p  sur  la 
fig.  I,  on  connaîtra  non-seulement  les  directions  des  tangentes  aux  courbes  BB, ,  BB', 
mais  encore  la  quantité  de  chaleur  latente  ou  le  terme  calorifique  fondamental /if,  u)  du 
le  long  de  l'arc  BB, ,  ainsi  que  l'augmentation  de  température  le  long  de  l'arc  BB'  par 
rapport  à  un  élément  de  longueur  ds  sur  l'un  et  l'autre  arc. 

On  voit  surtout  que  ,  ù  part  les  facteurs  respectifs 

I         ds_        ds, 

nb  a  b 

ce  sera  la  même  quantité 

y»  S-,  —  7, 5-0 

qui  représentera  à  la  fois  le  sinus  de  l'angle  B'  BB,  ,  la  quantité  de  chaleur  latente  le 
long  de  l'arc  BB,  et  l'accroissement  de  la  température  le  long  de  l'arc  BB'. 

Pour  aller  plus  loin  encore,  j'observe  que  la  discussion  des  formules  (  H)  se  rap- 
porte à  deux  expressions  seulement  dont  chacune  est  de  l'espèce 
/•  =  m„  cos  S  +  m,  sin  S , 

l'une  pour  les  valeurs  de  dt  et  l'autre  pour  les  valeurs  de  dq. 
Or,  si  l'on  désigne  par 

d=  y/nj-t-  m] 

la  diagonale  d'un  rectangle  construit  sur  les  longueurs  ;«o,  m,  comme  cotes,  et  par  i 
l'angle  que  fera  avec  cette  diagonale  une  droite  menée  du  commun  sommet  des  lon- 
gueurs d,  ma  comme  foyer,  sous  une  obliquité  S  avec  le  côté  w»  du  rectangle ,  il  est 
facile  de  voir  que  la  quantité  r  de  la  formule,  considérée  comme  une  longueur  sur  une 
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telle  droite  oblique,  deviendra  la  projection  de  la  diagonale  d  sur  la  droite  oblique,  et 

que  l'on  aura  simplement 

r  =:  (l  cos  i. 

Donc  le  lieu  des  extrémités  des  longueurs  /■  sera  une  circonférence  de  cercle  décrite 
sur  la  longueur  rf  comme  diamètre,  et,  une  fois  qu'une  telle  circonférence  aura  été 
décrite,  la  quantité  /■  sera  constamment  égale  à  la  longueur  du  rayon  vecteur  qu'on 
pourra  mener  du  commun  sonmiet  des  longueurs  d,  m„  comme  foyer  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  circonférence. 

Telle  sera  donc  la  loi  mathématique,  dune  part,  des  accroissements  de  tempéra- 
ture dî ,  et,  d'autre  part,  des  quantités  de  chaleur  dij  des  formules  (H). 

De  plus,  il  est  facile  devoir  que  ce  que  je  viens  de  nommer  la  diagonale  d  du 
rectangle  ou  le  diamètre  de  la  circonférence  deviendra,  d'une  part,  en  ce  qui  con- 
cerne les  accroissements  de  température  dt,  la  quantité  a  du  calcul ,  portée  comme  une 
longueur  à  partir  du  point  B  sur  la  normale  à  la  courbe  BB,  à  travers  l'aire  BB'B',B,, 
et,  d'autre  part,  en  ce  qui  concerne  les  quantités  de  chaleur  dq ,  la  quantité  h  du 
calcul,  portée  comme  une  longueur  à  partir  du  même  point  B  sur  la  normale  à  la 
courbe  BB',  aussi  à  travers  l'aire  BB'B',  B,. 

De  cette  manière,  on  comprendra  de  suite  dans  quelle  direction  on  devra  marcher 
pour  que,  à  une  longueur  constante  ds  corresponde,  d'une  part,  la  plus  grande  valeur 
de  dt,  et,  d'autre  part,  la  plus  grande  valeur  de  dq  ;  ce  sera  sur  les  normales  au\ 
courbes  BB,,  BB'  que  l'on  trouvera  de  telles  valeurs  maxima. 

Quand  on  mènera  une  longueur  ds  du  côte  extérieur  à  la  circonférence  passant  par 
le  point  B,  il  faudra  que  l'on  prolonge  cette  longueur  en  sens  opposé  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  circonférence,  et  l'on  reconnaîtra  facilement  qu'un  tel  renversement  de 
construction  dénotera  un  changement  de  signe  dans  la  quantité  correspondante  dt 
ou  dq. 

Si  l'on  désigne  ensuite  par  /„,  /«  les  angles  ;  d'un  rayon  vecteur  quelconque  avec  les 
deux  diamètres  a,  b  dirigés  normalement  aux  courbes  BB, ,  BB', ,  on  aura  simultané- 
ment, dans  la  direction  de  ce  rayon  vecteur, 

idt  =^  a  cos  'a  ds , 
dq  =  b  cos  il,  ds . 
Si  l'on  désigne  encore  par  £  l'angle  compris  entre  les  deux  longueurs  a  ,  b ,  on  aura , 
d'une  part, 


et ,  d'autre  part ,  l'angle  e  sera  le  supplément  de  l'angle  p  —  z,  d'où  l'on  conclura  m 

q,ÎT,—q,â,  ~ 

sin  E  =  sin('o  —  'j)  =  sin(p  —  a)  = 7 ) 

et ,  inversement , 

</j  S^i  —  <7,  £»■„  =:  ab  sin  i , 

ce  qui  apprend  que  la  (piantité  q,^,  —  </, .%  sera  égale  à  l'aire  du  parallclograiiune 
qu'on  pourra  former  sur  les  longueurs  a  ,  b  comme  cotes. 
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On  voit  aussi  qu'une  telle  relation  ne  s'appliquera  pas  plutôt  aux  quantités  S-j,  r/j 
et  S-, ,  9,  de  deux  directions  parallèles  aux  axes  Oi',  Op,  qu'aux  quantités  analogues 
S-'n,  q\  et  S^', ,  q\  de  deux  directions  perpendiculaires  quelconques  menées  par  le  point  B 
sur  \aifig-  I . 

Les  deux  dernières  des  formules  (I)  deviendront  ensuite 

dr/,^  =f[t,  u  i  du  ^=  — — '■ -^—^  ds,.=:  b  sin  t  rf.v.  , 

at,  = 7 ds ,  ^  a  un  t  as ,  , 

■  b  ^  ^ 

et  par  là  on  voit  que,  sauf  les  facteurs  rf^,,  f/i^ ,  la  quantité  de  chaleur  latente,  le  long 
de  la  courbe  BB,,  sera  égale  à  la  plus  courte  distance  de  l'extrémité  de  la  droite  A  à  la 
longueur  a,  tandis  que  l'accroissement  de  la  température,  le  long  de  la  courbe  BB',  sera 
égale  à  la  plus  courte  distance  de  l'extrémité  de  la  droite  a  à  la  longueur  b  ;  c'est,  en 
effet,  ce  que  l'on  trouverait  directement  dans  l'un  et  l'autre  cas,  si,  dans  les  for- 
mules (K),  on  mettait  respectivement  sin  ;  en  place  de  cos  („  et  ces /j,  ainsi  que  cela 
résulterait  de  la  simple  inspection  d'une  figure  sur  laquelle  on  tracerait  les  deux  circon- 
férences dont  a  ,  b  sont  les  diamètres  dirigés  normalement  aux  courbes  BB,,  BB'  sous 
un  angle  compris  s. 

Quand  on  cherchera  à  déterminer  l'écartement  normal  ds^  de  deux  courbes  infini- 
ment proches  dont  les  équations  sont  ç)(  p  ,/>)  =  ?,  o  [v ,  p)  =  t  -i-  dt,  et,  de  même  , 
l'écartement  normal  ds(,  de  deux  courbes  infiniment  proches  dont  les  équations  sont 
■i  ((',/>)  =  H  ,  ^[v , p)=  u  -^ du,  on  trouvera  respectivement 

a  b 

puis,  delà  seule  inspection  de  la  figure,  on  conclura 

ds,^  sin  £  =  dst,,     ds ,  sin  e  =;  d^^; 

mais  je  ne  m'arrêterai  point  à  cela.  Je  me  bornerai  à  faire  remarquer  que,  d'après  les 
premières  des  formules  (  H  ) ,  on  aura  encore 

S-,  ,,. 

,  dv_  =:  ds    cos  z-^  H ds    ,      dv ,  =  ds ,  cos  6  =  —  i-  ds , , 

'  '  a       r  y  y        '^  b       y 

I  'hK  =  ds_  sin  2  = °-  ds   ,      (fo ,  ^  r/i ,  sin  S  =:  -H  4^  ds ,  , 

I  '  '  a       ^  ''  ''  o' 

'  jM  /     et  que ,  par  suite ,  les  deux  dernières  des  formules  (  I  )  deviendront 

1^5-  fj  (,■  dv  dp 

dq^=  f{t,  u)du  = ds,^  =  (<7,3-,—  7, S^o)  -^=—  î?»*.—  '/•^o'* "^  ' 
/•,   <T  „   IL.  dv,  d/j , 

dt,  =  ^'     '    ,   ^"^  ds,  =  -  f7,&  -  7,^.)  -^  =-f-  ,'r/„^,-  q,»,)—^- 
'  6  ^  '  '].  '  'h 
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Quand,  enfin,  on  voudra  v  faire  entrer  les  chaleurs  spécifiques  ])rincipales  <„,  c, , 
on  aura 

(j,.=  c„B-,,     7,=c,  .9-,, 
ce  qui  donnera 

^0^1  —  ^.^o^S-oS-.  (c„— c,); 

et,  de  même  que,  pour  des  directions  rectangulaires  quelconques,  on  aura 
.   toujours 
'  1  </',  3-',  —  q\  S-'„  =  ab  sin  s  =  «y,  5-,  —  7,  3-„ , 

de  même  aussi,  pour  de  telles  directions  rectangulaires,  on  aura 

3-',  S-,  (e'„  —  c\)  =  ab  sin  s  =  3oS-,  (c,  —  <:,). 

Donc  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante  t„ 
excède  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant  c,  pour  que  les  propriétés  calorifiques 
d'un  fluide  élastique  puissent  être  d'accord  avec  les  relations  géométriques  ilesjîg.  1 
et  2. 

Si  l'on  avait  c„=  c,  (par  suite  c\=  c\),  l'angle  s  serait  nul  et  les  deux  courbes  BB, , 
BB',  se  confondraient  l'un  avec  l'autre.  On  aurait  à  la  fois  ^7.^  =:  o,  ilt,^  o,  et  il  ne 
saurait  plus  y  avoir  de  phénomènes  calorifiques  comme  ceux  des /?^.  1  et  a.  Si  l'on 
avait  fo<Cc, ,  des  phénomènes  analogues  se  produiraient  dans  un  ordre  exactement 
renversé. 

Telles  sont  les  propriétés  générales  des  effets  calorifiques  d'un  fluide  élastique  à 
l'entour  d'un  point  donné  B  de  la  fig.  i  sans  que  l'on  ait  à  faire  aucune  hvpolhèse  sur 
la  nature  intime  de  la  chaleur;  car  toute  expression  d'une  quantité  infiniment  petite  tlz 
de  la  forme 

r/;  =  X  dx  -!-  Y  dy, 

ipi'elle  soit  une  différentielle  exacte  ou  non,  comportera  exactement  les  mêmes  inter- 
prétations que  l'expression  de  r  des  raisonnements  précédents,  et  quand  on  aura  .1 
considérer  le  rapport  de  deux  pareilles  expressions  par  rapport  aux  mêmes  accroisse- 
ments dx  ,  dy  des  coordonnées  rectangulaires  .r,  /  d'un  i)oint  dans  un  plan,  on  par- 
viendra nécessairement  à  toutes  les  relations  géométriques  <(ue  je  viens  de  développer 
.ui  sujet  des  quantités  infiniment  petites  dt ,  dq  sur  la  fig.  1 . 

Ces  relations  ne  prendront  une  signification  mécanique  ijue  lorsqu'on  invoquera ,  en 
outre,  les  formules  yk  )  du  commencement  de  cette  dissertation  ,  et ,  alors,  il  ne  sera 
plus  permis  de  considérer  les  quantités  3-,,,  .5-,,  c/,,  7,  comme  étant  coniplelement  indé- 
pendantes les  unes  des  autres. 

Il  faudra  que  les  quantités . 9-, ,  9-,,  7,,,  y,  soient  déterminées  par  les  <]uaire  premières 
des  équations  ;  G)  quand  on  voudra  employer  t,  a  comme  variables  indépendantes; 
mais  ce  système  de  notations  n'est  pas  celui  qui  me  réussira  par  la  suite. 

Ce  qu'il  y  aura  de  mieux  à  faire,  en  général ,  ce  sera  de  réunir  les  é(|uations  (22; 
et  la  première  des  équations  (  23  ),  c'est-à-dire  l'équation  l"  B)  et  la  première  des  cqua- 
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lions  (A)  en  une  seule  expression  de  la  forme 

(L)  Vit)dq  =  Y{t)f[t,  u)du=ztiQ  +  P  dv  , 

sauf,  ensuite,  a  développer  les  différentielles  exactes  du,  dQ,  dv  en  fonction  de  celles 
des  quantités  v,  p,  t,  u  que  l'on  voudra  faire  servir  de  variables  indépendantes. 
Il  y  a  à  faire  remarquer,  d'ailleurs,  que  par  cela  seul  qu'on  aura 
d<j  ^f[t,  u)du, 

la  quantité  infiniment  petite  d</  ne  saurait  être  une  différentielle  exacte  qu'autant  que 
la  fonctiony{^,  m)  ne  dépendrait  pas  de  la  variable  f. 

Cela  convenu,   quand  <>,p  devront  être  les  deux  variables  indépendantes,  on  con- 
clura immédiatement  de  l'équation  (L), 

(M) 

(„r(.)  =  r(n/(.,„)-  =  -^; 

puis,  quand  on  éliminera  Q  par  voie  de  différentiation  entre  les  équations  (M),  on 
retrouvera  la  condition  (12),  et  quand  on  substituera  dans  celle-là  les  dérivées  de  u 
en  V,  p  tirées  des  équations  (M)  ,  ou  bien  quand  on  éliminera  directement  par  voie  de 
différentiation  les  dérivées  de  u  en  c,  p  des  équations  (M) ,  on  trouvera  la  condi- 
tion (i2  bis). 

Il  faudra ,  en  un  mot ,  que ,  eu  ne  perdant  pas  de  vue  la  relation  connue 

dt  dt 

rff  =  —  r/c  +  --  dp  =  &„  di'  -+-  .9-,  dt' , 
dv  dp 

on  ait 

I  du  dt         du  dt 


dt 
ou,  ce  qui  l'eviendia  au  même, 

fit,  «) 


i(r(0/(.,«)]      '"""      ''"' 


ou  encore 


,  (iludt        dudt\  .  .         ,  V.    . 


r(0/(',«)  ,^r-         ,(dudt         dudt\        (dQ  \ 


dt         dQ  dt 
''^d^~dJ^Ji' 


Quand,  ensuite,  on  voudra  connaître  les  chaleurs  spécifiques  c„,  c,,  ainsi  que  la 
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chaleur  latente  dq,_^,  on  se  servira  des  relations 

rfQ  /  <£Q         \  (it 

c.i[n--  ^^    -    ^     ^      ^^ 

dv  dv  dp 

dq     dq  dt 

^   '  ^,  de         dtdt 

dp  dv  dp 

/dq  \  dt         dq  dt 

dtdt  dt  dt    d  .,   .    .,         , .  ' 

df  dp  dv  dpdt^    \  )J\  ^    n 


■u^  _  dq  dt 


^^        '\     '^Iv      ,    .         q,B;  —  q,â,  ,         ,  ,  ,    ,  \d^     '    '' I  dp         dp   dv 

dp 

dt   d 

fdq       \  di      dqdt 

'^19      ,,        <7o.9-,  — 7,9-„     ,,       ,  ,„       ,,        \d^  '^^j  d^~d^7v 

^r(0=  -°r(0  =  (c,-c.)^,  r(0  =  ^ '-^ ^— 

r^  0  _ 

dv 

^       rit)At,u) 

dt  d  ,     ,    .    - , 

Avec  ce  système  de  formules ,  les  dérivées  de  t  en  v,  p  devront  être  tirées  de  l'é- 
quation ^{v,p)  =  t,  supposée  donnée,  et  l'on  ne  fera  aucun  usage  de  la  seconde  des 
équations  (A). 

Cependant,  au  point  de  vue  purement  algébrique  des  relations  du  sujet,  on  aura 
encore,  par  la  seconde  des  équations  (A), 

^^(r{t)F{t,u)]dt  =  d^-pdv  =  ^i^^-py/v-i-'^^dp, 

et,  par  suite, 

l  d  ,     ,  ,^,        ,,  dt       rfA 

\  dt^     ^   '      ^  dv        dv        ' 


(M') 

puis,  quand  un  dimineia  la  fonction  A  par  voie  de  différentiatioii,  on  rcirouvtra  lu 


d  ,     ,   .^,        s.  dt       dk 
dt       ^   '     ^         "dp       dp 
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première  des  équations  (N)  sous  la  forme  exactement  équivalente 
I  du  dt        du  dt 

d-' [y  {t)Y [t ,  m))  ~7h'djj 
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dp  dv  ' 


dt  du 


et,  quand,  dans  celle-là,  on  substituera  les  dérivées  de  t  en  v,jj  tirées  des  équations  (M'}, 
on  trouvera,  en  place  de  la  dernière  des  équations  (N), 

d 

dt^'  ^'' '  ^'' ""       dAdii        l dk  \  du 


(N') 


'^    ^  '^_l_^_dAda_/dX  _     \du 
[t,u)]~d^ dv  ~  \df  ~  ^jlh' 


rf'(r(f)F(/ 


dtdu 

Les  équations  (M'),  (N')  seront  en  A  et  «  ce  que  les  équations  (M],  (N)  seront  en 
Q  et  t;  mais  je  ne  m'arrêterai  pas  ù  développer  à  ce  point  de  vue  les  expressions  des 
quantités  Cj,  c,,  dq^^,  parce  que  je  n'en  retirerai  aucune  utilité  par  la  suite. 

On  pourra  réunir  enfin  les  deux  systèmes  d'équations,  et  alors  en  désignant,  pour 
abréger,  par  R  [t,  u)  la  fonction  composée  T  (f)  F(f,  u),  on  aura,  par  les  équations  (M), 

/  ^ 

du  de 


(M") 


+P 


dv    " 

dK{t,  u) 

du 

du 

dq 

dp 

dp 

dK(t,  u) 

dp 

,  par 

les  équatio 

dA 

dt 

-dv-^ 

dv   ~ 

rfR  {t,  u) 

dt 

dA 

dt 

dp 

dp  ■ 

dK{t,  u) 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (N'),  comme  aussi  la  dernière  des  équations  (N),  se 
réduiront  l'une  et  l'autre  à 

dK  {t,  u)  rfR(/,  «) 

IdO  ,  dk       dq  (dA  \ 

=  [iû.^^)dj;-dj7[7^-n 


du 


(N") 


d'K{t,  u) 


dtdu 


dqdA 
dv  dp 


dOdA  rf(A-)-Q) 


dp    dv 


dp 
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On  aura  ensuite ,  en  place  des  équations  (O) , 


C,T{t): 


c,r(0  = 


dv  '^^'  dK(t,  II) 

ir       dt 

dq 

dv  dK{t,u] 
dX        di       ' 


(O') 


(r,-c,)rw  =  - 


dp 

dK{t,  k)| 
dt~ 


(r^-r^ 


dq 

dv 


rfA 
,  dv 


')) 


Idk 


dA 


/dR{t,u)\'dR{t,  II) 
\       Jt       J  dïi 

'TIÂ       WÀ' 
1^-P)d^ 


dv_ 


di: 


d'R{t,  u 
de  du 
dR(t,u)dR{l,u 


r(t): 


dt 


du 


d'R(t,u)dA 
dt  du       dp 
dK{t,  u)  dK(t,u) 


^À'^'^=^ 


dt 


du 


t,  u)  (dA 


dldu 


-d.-f 


Ces  différentes  formules  auront  une  grande  importance  par  la  suite  quand  il  s'agira 
de  trouver  les  expressions  algébriques  des  fonctions  A  ,  Q,  R,.  ••>  d'après  certains  ré- 
sultats expérimentaux.  On  arriverait  à  des  relations  analogues  en  prenant  soit  i',  ;, 
soit  f,  u,...,  comme  variables  indépendantes;  mais  je  ne  m'en  occuperai  jws  ici. 

Je  me  bornerai  à  faire  remarquer  que  la  seconde  des  équations  (N)  ne  dépendra  au 
premier  membre  que  des  fonctions  f\t^  u)  et  r(r),  tandis  que  le  deuxième  membre 
sera  cette  quantité  si  remarquable  des  formules  (I),  (!'),  (I"),  dont  le  produit  par 
différents  facteurs  représentait  à  la  fois  le  sinus  de  l'angle  B'BB, ,  la  quantité  de 
chaleur  latente  le  long  de  l'arc  BB,,  l'accroissement  de  la  température  le  long  de 
l'arc  BB',  la  différence  des  chaleurs  spécifiques  principales,  et  encore  la  différence  des 
chaleurs  spécifiques  dans  deux  directions  perpendiculaires  quelconques;  une  quantité, 
enfin,  dont  la  valeur,  parfaitement  indépendante  de  tout  système  de  directions  per- 
pendiculaires qui  aura  servi  à  la  trouver  sur  la  yî'g'.  i,  sera  égale  à  l'aire  du  parallé- 
logramme qu'on  pourra  former  avec  des  longueurs  n ,  b ,  comme  cotes  sur  les  normale» 
aux  courbes  BB,,  BB'. 
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La  seconde  des  équations  (N)  fera  voir  de  nouveau  que ,  si  l'on  avait  c„  =  c, ,  il  ne 
saurait  plus  y  avoir  de  phénomènes  calorifiques. 

Dans  une  telle  hypothèse,  un  fluide  élastique  pourrait  être  dilaté  et  comprimé  à 
volonté  le  long  d'une  courbe  unique  parfaitement  déterminée  sur  \a_fig.  i ,  sans  changer 
de  température  et  sans  prendre  ni  céder  de  la  chaleur. 

Le  fluide  élastique  ferait  l'office  d'un  de  ces  ressorts  abstraits  que  l'on  a  imaginés 
depuis  longtemps  dans  les  applications  usuelles  de  la  Mécanique,  et  qui,  avec  une 
vertu  analogue  à  celle  des  forces  de  la  pesanteur,  à  cela  près  que  l'intensité  de  leur 
action  est  plus  ou  moins  variable  au  lieu  d'être  constante,  n'existent  sans  doute  pas 
dans  la  vraie  nature  des  choses. 

Au  point  de  vue  de  Carnot  et  Clapevron ,  la  fonction  /{t ,  it  )  ne  devait  pas  renfermer 
la  variable  t,  et,  par  suite,  la  seconde  des  é<[uations  (N)  devenait 

ou      ^  =  ry„.9-,  —  9,.9-„  =  (c„— c,).9-,.9-„, 


c'est-k-dire  que  la  différence  (/„9-,  —  (j,B-„  devenait  une  même  fonction  de  la  tempe- 
rature  pour  tous  les  corps  de  la  nature;  donc,  dans  ce  cas-là  ,  toutes  les  quantités  que 
j'ai  énumérées  comme  étant  des  produits  de  cj„â-,  —  //,S-„  par  différents  facteurs,  ne 
dépendaient  plus  que  de  ces  facteurs  et  de  la  fonction  universelle  C,  ce  qui  entraînait 
une  foule  de  théorèmes  très-remarquables,  surtout  quand  on  s'appuyait  encore  sur  les 
lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac  pour  tous  les  gaz  permanents ,  et  sur  les  propriétés 
connues  de  la  formation  des  vapeurs. 

Mais,  du  moment  où  la  fonction /"(f,  u]  dépendra  de  la  variable  t  et  pourra  être 
différente  d'un  fluide  élastique  à  un  autre,  tous  ces  théorèmes  disparaîtront,  et  il 
s'agira  principalement  de  trouver  un  système  d'expérimentation  au  moyen  duquel  on 
parviendra  un  jour  à  connaître  la  fonction  universelle  r  [t)  et  la  fonction  spéciale 
f(t,  u)  pour  chaque  espèce  de  fluides  élastiques. 

Il  faudra,  dans  ce  but,  que  les  physiciens  s'attachent  à  déterminer  e.xpérimenlale- 
nient  les  formes  de  courbes  <f  [v ,  p)  :=  t,  -^{v ,  p)  =  u,  et  les  valeurs  des  quantités 
'/».  7ii  ^ot  c, ,  c,  dq  en  un  grand  nombre  de  points  de  la_/îg-.  i.  Il  faudra,  surtout, 
qu'ils  visent  à  trouver  les  variations  progressives  des  quantités  q„,  t/,,  c,,  c, ,  c ,  ilt/,  , 
le  long  de  certaines  courbes  bien  déterminées,  de  manière  que,  à  l'aide  du  calcul,  on 
puisse  parvenir  à  remonter  de  quelques-unes  des  parties  connues  des  équations  (L), 
(M),  (N),  (O),...,  aux  lois  générales  des  fonctions  r[t)^f[t,  u),  Q  et  A  en  v,  p  on 
t ,  «,...,  comme  variables  indépendantes. 

J'espère  ne  rien  laisser  à  désirer  à  ce  sujet ,  par  la  suite,  en  discutant  la  question  sous 
toutes  ses  faces,  et  en  parvenant  en  fin  de  compte  à  satisfaire  aux  conditions  (N)  d'une 
manière  excessivement  générale. 
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CHAPITRE  V. 

La  quantité  Q  doit  pire  envisagée  de  telle  manière  qu'il  n'y  aura  plus  de  perte  de 
travail  ou  de  force  vive  quand  on  tiendra  compte  à  la  fois  des  effets  mécaniques 
et  des  effets  calorifiques  des  corps. 

La  fonction  Q  des  formules  (lo),  (i4),  (23)  et  (A),  (L),  (M),  (N),  (O)  étant 
])recisément  ce  que  l'on  a  cherché  à  connaître  avec  tant  de  persistance  depuis  les  re- 
cherches de  Carnot,  à  savoir,  la  quantité  de  force  vive  susceptible  d'être  produite  en 
phvsique  rationnelle  par  la  quantité  totale  de  chaleur  contenue  dans  un  fluide  élastique , 
il  s'ensuit  que,  une  niasse  m  de  fluide  supposée  entraînée  dans  l'espace  parallèlement  à 
elle-même,  avec  une  vitesse  constante  iv,  aura  pour  équivalent  mécanique  une  quantité 
de  force  vive  ou  de  travail  Q.  représentée  par  la  somme 

(I)  Q.=  Q  +  l«,«.^ 

Quand  le  volume  v  ira  en  augmentant  ou  en  diminuant  dune  manière  assez  lente 
pour  que  les  vitesses  «•  ne  soient  pas  modifiées  sensiblement ,  pendant  que  de  la  cha- 
leur traversera  l'enveloppe  du  dehors  au  dedans  ou  du  dedans  au  dehors,  et  pourvu 
que  la  température  soit  sensiblement  égale  à  chaque  instant  dans  toute  l'étendue  du 
volume  f ,  la  quantité  Q  variera  d'après  la  relation  connue 
(U;  dq  =  V{t)/(t,u)da—pdf, 

et  par  conséquent ,  avec  l'hvpothèse  w  ^  const. ,  la  quantité  Q,  de  la  formule  (  I  ) 
éprouvera  la  même  augmentation  ou  la  même  diminution  que  Q. 

Je  suppose  maintenant  que  l'enveloppe  servant  à  renfermer  le  gaz  vienne  à  être 
saisie  et  détournée  d'une  manière  quelconque  de  son  état  de  mouvement  rectiligne 
uniforme;  alors  les  vitesses,  les  pressions  et  les  températures  cesseront  d'être  égales 
dans  toute  l'étendue  du  volume  f,  et,  pendant  le  temps  qu'il  y  aura  de  pareilles  inéga- 
lités, on  ne  pourra  songer  à  appliquer  ni  la  formule  (I  i  ni  la  formule  (II)  à  la  masse 
totale  m  du  gaz. 

Je  suppose  ensuite  que,  après  un  certain  intervalle  de  temps,  l'enveloppe  servant  à 
renfermer  le  gaz  vienne  à  être  entraînée  de  nouveau  avec  une  vitesse  constante  «■'  diffé- 
rente, en  grandeur  et  en  direction,  de  la  vitesse  initiale  «';  alors,  aux  premiers  instants 
du  nouveau  mouvement,  il  y  aura  encore  des  agitations  intérieures,  et  les  formules  (I) 
et  (II)  continueront  à  être  inapplicables;  mais,  au  bout  d'un  certain  temps,  quand 
toutes  les  agitations  auront  complètement  cesse,  on  devra  pouvoir  écrire 

'  I  bis)  Q\  =  Q'  -+-  ^  '"  "•" 

en  place  de  la  formule  (I),  et,  pareillement, 

iiibis)  dq'z=  ny]  fit',  u')du' ~ p'dv 
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en  place  de  la  formule  (II),  pour  le  cas  où  de  nouveau  il  y  aurait  des  changements  de 
volume  dv'  avec  une  assez  grande  lenteur  pour  que  les  changements  correspondants  des 
vitesses  w'  fussent  sensiblement  négligeables. 

Cela  posé,  la  question  sera  de  savoir  quelle  sorte  de  relation  il  devra  y  avoir  entre 
les  quantités  Q,  O'  des  formules  (I)  et  (I  bis),  et,  pour  résoudre  cette  question ,  il  me 
faudra  discuter  très-attentivement  l'équation  générale  des  forces  vives,  qui  est 


(III)  -^3mw\ ïfî/n«'-  =  T„  —  T;.H-  2 


X'- 


On  sait  que  cette  équation  sera  applicable  à  tous  les  instants  du  phénomène  que  je 
viens  de  décrire,  pourvu  qu'au  deuxième  membre  on  mette  en  ligne  de  compte  tnuti-s 
les  forces  sans  exception  qu'il  pourra  y  avoir  dans  le  système. 

Or  toutes  les  forces  sans  exception  ne  pourront  être  que  de  deux  sortes:  ou  des 
forces  intérieures  mutuellement  égales  et  opposées,  ou  des  forces  extérieures. 


Les  premières  concourront  toutes  ensemble  à  former  le  terme  résulta 


nt  ï  /      R, 

c/O 


Les  autres  comprenant,  d'une  part,  les  forces  de  pesanteur  sur  toutes  les  parcelles 
S  m  d'un  système,  et,  d'autre  part,  les  pressions  à  la  surface  ou  paroi  du  volume  <•  du 
système,  seront  ou  des  forces  mouvantes  ou  des  forces  résistantes. 

Le  terme  résultant  de  toutes  les  forces  mouvantes  extérieures  sera  T,„ ,  et  le  terme 
résultant  de  toutes  les  forces  résistantes  extérieures  sera  T, . 

L'équation  (III)  étant  ainsi  conçue,  le  terme  résultant  S  |      R  <-//   des  forces  inte- 

rieures  sera  manifestement  nul  toutes  les  fois  qu'un  système  se  mouvra  d'une  seule 
pièce  à  la  manière  d'un  corps  rigide ,  et  alors  on  aura  l'ancienne  formule  du  principe 
de  la  conservation  des  forces  vives 

(IV1  -2(Î/WH'=—  i2^w«'=  =  T„  — T,; 

^  2  2 

mais,  hormis  ce  cas-là  qui  ne  se  rencontre  guère,  le  ferme  résultant  I  /      Ktlr  ne 

saurait  généralement  être  égal  à  zéro.  On  l'a  reconnu  depuis  longtemps,  en  ce  que 
l'équation  (IV)  ne  devenait  applicable  aux  phénomènes  usuels  de  la  mécanique  ter- 
restre qu'à  la  condition  d'y  faire  figurer  le  plussouvent  une  certaine  perte,  et  d'autres 
fois  un  certain  gain  de  travail. 

On  a  donc  dû  laisser  de  cote  la  formule  (IV)  et  n'employer  que  la  formule  (III) 
pour  exprimer  la  véritable  loi  de  la  somme  des  forces  vives  d'un  système,  toutes  les 
fois  qu'il  survenait  des  changements  de  figure  pendant  la  durée  du  mouvement. 

Les  forces  R  n'ont  été  considérées  d'abord  que  comme  des  fonctions  parfaitement 
déterminées  des  longueurs  des  droites  r  dans  les  directions  desquelles  elles  agissent  ;  par 
Tome  XVIII.  —  NovEMBaE  i853.  55 
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suite ,  on  a  eu 

R=f  r),      S  /       Kd,  --=y  f    f^r)dr, 

Jo  t/O 

et  la  quantité  2  |      Rrfr  redevenait  identiquement  la  même  quand  toutes  les  distances/- 

redevenaient  les  mêmes.  Cela  dénotait  un  état  de  parfaite  élasticité,  et  la  formule  l'HI) 
ne  cessait  pas  d'être  celle  du  principe  de  l'entière  conservation  des  forces  vives. 

Avec  des  corps  ainsi  constitués ,  il  suffirait  que  l'on  put  faire  disparaître  toutes  les 
forces  extérieures  pour  qu'un  mouvement  quelconque  d'agitation  des  jiarcelles  S  m 
par  rapport  à  leur  commun  centre  de  gravité,  ou  plutôt  par  rapport  à  l'état  de  mou- 
vement moyen  de  translation  et  de  rotation  de  Coriolis,  dût  se  perpétuer  indéfini- 
ment. 

On  n'observe  pas,  à  la  vérité,  qu'un  mouveiuent  d'agitation  entre  les  différentes 
parcelles  Sm  d'un  corps  ait  jamais  une  durée  un  peu  longue  ;  mais  aussi  ne  pouvons- 
nous  jamais  parfaitement  isoler  un  corps  de  tous  les  autres,  ni,  par  conséquent,  an- 
nuler toutes  les  forces  extérieures  sur  ce  corps;  de  plus,  nous  voj'ons journellement  que 
tout  mouvement  d'agitation  dans  un  corps  se  communique  promptement  à  des  corps 
environnants,  et ,  d'après  cette  simple  remarque  ,  on  a  pu  concevoir  la  cessation  finale 
de  toute  agitation  dans  un  corps  donné,  sans  que  cela  prejndiciàt  en  rien  à  la  significa- 
tion .générale  du  principe  de  la  conservation  des  forces  vives ,  dès  l'instant  qu'on  sup- 
posait un  état  de  parfaite  élasticité. 

Mais  on  a  rencontré  d'autres  phénomènes  où  l'on  n'a  pu  se  refuser  à  regarder  les 
fonctions ydes  relations  R  =f[r)  comme  étant  susceptibles  de  varier,  soit  graduelle- 
ment ,  soit  brusquement ,  d'un  instant  à  l'autre  ,  et  alors  la  quantité  11  Kttr  échap- 
pait à  toute  appréciation  directe. 

Il  y  a,  en  un  mot,  des  corps  imparfaitement  élastiques,  comme,  par  exemple  ,  des 
matières  molles  et  visqueuses,  et,  pareillement,  des  matières  pulvérulentes,  qu'iin 
peut  faire  changer  de  figure  indéfiniment,  avec  une  dépense  continuelle  de  travail ,  et 
qui ,  une  fois  abandonnées  à  elles-mêmes,  reprennent  très-promptement  une  figure  bien 
déterminée,  sans  qu'une  partie  notable  de  travail  ou  de  foi'ce  vive  ait  pu  se  trans- 
mettre au  dehors. 

Pour  de  telles  matières,  la  formule  (  III  )  serait  absurde  si  l'on  n'admettait  pas  que  la 


quantité  inconnue  ï  /      R  r/r  a  la  propriété  de  croître  négativement  aussi  longtemps 

qu'il  y  aura  des  changements  de  figure,  c'est-à-dire  des  mouvements  de  rapprnche- 
menl ,  d'écartement  et  de  glissement  entre  les  différentes  parcelles  S  m  du  svstènie. 

Mais  toute  valeur  négative  de  la  quantité  1  i      R  rli  une  fois  produite  dans  un  cor|)s 
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et  non  susceptible  d'être  restituée  ultérieurement  par  ce  corps,  dénotera  une  perte  de 
force  vive  qui  aura  eu  lieu  pendant  la  durée  du  mouvement. 

Ainsi  donc,  pour  toutes  les  matières  molles  et  visqueuses,  et,  pareillement,  poui- 
toutes  les  matières  pulvérulentes,  on  devra  admettre  une  perte  de  force  vive  pendant 
la  durée  du  changement  de  figure  de  ces  matières. 

On  a  été  conduit  au  même  résultat  pour  les  liquides  et  pour  les  fluides  élastiijues 
toutes  les  fois  que  les  différentes  parcelles  im  de  pareilles  sortes  de  matières  se  sont 
trouvées  dans  un  état  d'agitation  très-considérable  et  non  assujetti  à  une  loi  de 
continuité  d'un  point  à  un  autre  du  système. 

Or,  en  réfléchissant,  à  priori,  sur  le  phénomène  physique  d'une  matière  molle  ou 
d'une  matière  pulvérulente  qui  est  susceptible  d'être  pétrie  et  déformée  indéfiniment 
avec  une  dépense  continuelle  de  travail ,  on  ne  ptnit  se  soustraire  à  la  question  de  savoir 
ce  qu'il  en  adviendra  d'une  telle  dépense  de  tra%'ail  dans  la  nature  physique  ou  chi- 
mique du  système. 

Au  point  de  vue  purement  mathématique  de  la  formule  (III) ,  tout  est  dit  quand  on 
a  admis  la  variabilité,  soit  graduelle  ,  soit  brusque,  des  fonctions  R  =  /(/•)  d'un  in- 
stant à  l'autre  ;  mais  quelle  est  la  circonstance  physique  ou  chimique  qui  se  trouve  inti- 
mement liée  à  un  tel  changement  des  fonctions /(r)?  Cette  question-là  reste  entière 
bien  manifestement,  et  il  doit  y  avoir  une  réponse  à  y  faire. 

Or,  tout  le  monde  sait  <]ue,  dans  les  opérations  de  percussion ,  d'écrouissage  et  d'éti- 
reuient  des  corps  solides,  il  y  a  géDéraIcment  une  élévation  de  température,  et,  par 
suite,  un  dégagement  de  chaleur.  Il  en  est  de  même  du  frottement  des  corps  solides  les 
uns  contre  les  autres  sous  de  très- grandes  charges.  Tous  les  frottements  paraissent,  à 
la  vérité,  être  accompagnes  de  mouvements  vibratoires,  et  c'est  pour  cela  que  je  n'en 
ai  pas  encore  parlé,  parce  que,  dès  qu'il  y  a  des  mouvements  vibratoires  quelque 
part,  ces  mouvements  se  transmettent  très-rapidement  à  tous  les  corps  environnants  et 
produisent,  de  cette  manière,  une  diminution  dans  la  somme  des  forces  vives  des 
corps  frottants  sans  qu'il  faille  admettre  une  destruction  ou  perte  absolue  de  force 
vive;  mais  tous  les  frottements  contre  des  surfaces  peu  unies  et  mal  graissées,  sous 
de  grandes  charges  particulièrement,  produisent  en  même  temps  une  élévation  de 
température,  et,  par  suite,  on  a  lieu  de  croire  que  toute  ])erte  de  force  vive  dans  la 
formule  (III),  non  susceptible  d'être  attribuée  à  une  transmission  de  mouvements  vibra- 
toires, se  transformera  en  une  quantité  correspondante  de  chaleur,  de  telle  sorte  que 
si  l'on  avait  égard  à  la  fois  aux  phénomènes  mécaniques  et  aux  phénomènes  calori- 
fiques des  corps ,  il  ne  saurait  plus  y  avoir  de  perte  de  force  vive. 

Il  a  été  reconnu,  en  effet ,  dès  l'établissement  de  la  formule  (  3j  et  démontré  ensuite 
surabondamment  par  la  discussion  de  la  formule  (  lo),  que  tout  fluide  élastique  peut 
être  employé  à  faire  de  la  chaleur  avec  de  la  force  motrice  ,  ou ,  réciproquement ,  à  pro- 
duire de  la  force  motrice  avec  de  la  chaleur  [alors  qu'on  n'admettra  pas  l'égalité  q' ^  ly 
dans  la  formule  (3)]. 

La  formule  (III)  pourra  d'ailleurs  être  appliquée  directement  au  phénomène  de  la 
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dilatation  d'un  fluide  élastique  sur  les^g^.  i  et  2 ,  à  la  condition  d"y  faire  à  la  fois 

(l'^,=:0,       (l'|=:0,       Tm=0, 

re  qui  donneia  simplement 

o=— T,- 


^X'-'*- 


tandis  (|ue  sur  les /?g^.  i  et  2  on  trouvera 

o  =  —  T,  -f-   /     pd^-. 
Ja 

Donc,  dans  ce  cas-là,  on  aura  identiquement 

Jq  Jo 

et  ce  sera  une  seule  et  même  chose  que  d'écrire  soit  — p  il^' ,  soit  —  SR<//-  dans  le 
deuxième  membre  de  l'équation  (  II  )  ;  par  conséquent ,  l'équation  (  II  )  fera  voir  immé- 
diatement comment  la  quantité  l^dr  variera  avec  l'état  calorifique  d'un  fluide  élas- 
tique sur  lesyS'g'.  i  et  2,  ce  dont  on  ne  s'est  jamais  occupé  dans  la  mécanique  ordinaire. 
On  aura ,  en  un  mot , 

(V)  dq  =  r{t)f[t,  u)du  —  ^Vi.dr 

pour  tel  fluide  qu'on  voudra,  non  animé  de  vitesses,  et  renfermé  dans  une  enveloppe 
de  volume  variable  v  susceptible  de  laisser  passer  une  somme  de  chaleur/(:,  11)  du  du 
dehors  en  dedans,  ou,  inversement,  du  dedans  au  dehors,  selon  que  du  sera  positif  ou 
négatif. 

D'après  cette  équation ,  la  quantité  2  R  dr  ne  saurait  augmenter  ni  diminuer  sans 
qu'il  survienne  un  changement  égal  et  contraire  dans  la  fonction  Q,  et,  par  suite,  la 

fonction  Q  devra  être  envisagée  comme  étant  la  (juanlité  totale  d'espèce  i  I    R  rZ/dont 

un  corps  donné  sera  capable. 

Je  suppose  maintenant  qu'un  fluide  élastique  soit  renferme  dans  un  volume  con- 
stant I'  parfaitement  immobile,  et,  par  conséquent,  non  susceptible  de  laisser  passer 
des  mouvements  vibratoires  au  dehors,  pendant  qu'une  quantité  quelconque  de  tra- 
vail T„  sera  dépensée  intérieurement  à  produire  de  l'agitation  dans  le  fluide;  alors 
l'équation  (II)  cessera  d'être  applicable  à  cause  des  vitesses  qui  naîtront  et  des  chan- 
gements qui  surviendront  à  la  fois  dans  les  vitesses  ,  dans  les  pressions  et  dans  les  tem- 
])ératurcs  des  différentes  parcelles  Sm  d'un  instant  à  l'autre;  mais  l'équation  (III) 
subsistera  à  tout  instant  et  donnera,  ?i  partir  de  l'état  initial, 

2  Jo 

Je  suppose  encore  que,  après  (ju'une  certaine  (piantitc  de  travail  T,„  aura  été  de- 
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pensée,  le  système  se  trouve  abandonné  à  lui-même,  et  que,  au  bout  d'un  certain 
temps,  toutes  les  vitesses  w,  soient  redevenues  égales  à  zéro;  alors,  pourvu  que  l'ex- 
périence vérifie  la  possibilité  de  l'extinction  finale  de  toutes  les  vitesses  «v, ,  la  for- 
mule (II)  redeviendra  manifestement  applicable  sous  la  forme 

ilQ'  =  V[t')/[t',  u')  du'  — p'  dv, 

et ,  tandis  que  ,  dans  l'état  initial ,  on  avait ,  le  long  de  la  droite  AB,  fig.  i , 

Q  =  q,.-}-  j       V(t)/(e,u)du, 
on  aura  ,  dans  l'état  final,  le  long  de  la  même  droite  AB  prolongée  s'il  le  faut, 

Q'  =  Q.+  /'"  y{t)/(t,u)^ùi. 

Cela  étant ,  il  s'agira  de  savoir  trouver,  en  principe  ,  la  relation  des  quantités  Q,  Q'. 
J'admets  d'ailleurs  que  le  phénomène  ait  pu  avoir  lieu  dans  une  enveloppe  non  per- 
méable à  la  chaleur,  et,  dans  celte  supposition,  il  est  manifeste  que,  en  écrivant  Q'=  Q, 
il  faudra  qu'il  y  ait  une  perte  de  force  vive  représentée  par  l'expression 

T„=  —  2  j      Rr//, 

sans  production  de  chaleur,  au  lieu  que,  en  écrivant 

Q'  =  QH-T„=Q--   r     Kdr, 

il  y  aura  une  {production  de  chaleur  tout  à  fait  équivalente  à  la  quantité  de  force  vive 

disparue;  et  comme,  dans  le  cas  d'une  parfaite  élasticité,  la  quantité  2  1       Rdr  ne 

pourra  jamais  augmenter  ni  diminuer  sans  qu'il  survienne  un  changement  égal  et  con- 
traire dans  la  fonction  Q,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  tout  à  l'heure  par  la  formule  (V), 
il  faudrait  véritablement  vouloir  se   refuser  à  toute  évidence  pour  ne  pas  continuer  à 

attribuer  une  telle  signification  à  la  ijuantité  1  I       Rr/rdans  le  cas  d'une  élasticité  plus 

«/o 
ou  moins  imparfaite. 
La  relation 


(VI)  Q'-Q 


^X'- 


paraît  avoir  été  admise,  en  effet ,  par  MM.  Regnault ,  Joule  et  d'autres  physiciens  (|ui 
se  sont  occupés  de  cette  matière. 

Quant  à  la  manière  de  trouver  les  variables />',  t',  ii'  du  nouvel  état  calorifique  du 
fluide  élastique  par  rapport  aux  valeurs  correspondantes  ;j,  t,  u  de  l'état  initial ,  il 
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faudrait  que  l'on  connût  les  formes  algébriques  des  fonctions 

o[v,p)=:l,       ■l[v,p)  =  u,     fit,  a),       r[t), 

et  que,  ensuite,  le  long  de  la  perpendiculaire  AB,  k  partir  du  point  B,  on  écrivît  la 
condition 


(VII) 


C      r{t)/(t,u)clu  =  Q'—Q=-ZJ      R, 


Telle  est  la  théorie  à  laquelle  je  suis  conduit  pour  les  expériences  qui  ont  été  pu- 
hliées  depuis  longtemps  par  M.  Joule. 

La  même  théorie  sera  directement  applicable  aux  deux  expériences  qui  ont  été  an- 
noncées par  M.  Regnault  dans  le  Compie  rendu  de  l'Académie  des  Sciences  (  séance 
du  i8  avril  i853  ,  tome  XXXVI ,  page  180  ,  premier  exemple). 

Dans  l'une  des  expériences  de  M.  Regnault,  la  dilatation  a  eu  lieu  dans  une  enve- 
loppe extensible  peu  perméable  à  la  chaleur,  de  manière  que,  en  regardant  les  vitesses  »• 
des  parcelles  de  gaz  S  m.  comme  négligeables,  la  dilatation  a  dû  se  faire  sensiblement 
de  B  en  C  sur  la  fig.  i  pendant  que  le  volume  v  augmentait  de  OA  à  OA,.  I-a  teuipé- 
rature  a  été  notablement  abaissée,  et  il  y  a  eu  une  production  de  travail  au  dehors  égale 
à  l'aire  ABC  A,. 

Dans  l'autre  expérieme,  la  dilatation  a  été  la  même,  de  OA  à  OA, ,  dans  une  enve- 
loppe peu  perméable  à  la  chaleur,  mais  l'enveloppe  n'était  pas  extensible,  et  il  n'y  a 
pas  eu  une  jiroduclion  de  travail  au  dehors  ;  une  quantité  de  force  motrice  égale  à 
l'aire  ABCA,  a  dû  être  employée  à  imprimer  des  vitesses  aux  parcelles  Sm ,  puis  ces 
vitesses  se  sont  éteintes  et  ont  reforme  de  la  chaleur;  jiar  suite,  la  pression  et  la  tem- 
pérature du  fluide  élastique  ont  dû  monter  le  long  d"  la  perpendiculaire  AC  jusqu'en 
un  certain  point  D  qui  dépendra  de  la  condition  <^/Q  =  o,  c'est-à.dire  de  l'équation 
différentielle 

(VIII)  o  =  r(t)/[t,  II)  d„  —  ,,  dr. 

représentant  une  certaine  courbe  BD  î\  mener  du  point  B  jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  Or 
SIM'  la_^g'.   I . 

il  Y  aura  manifestement  à  concevoir  une  telle  courbe  par  chaque  point  B  de  h\  fig.  s , 
mais  on  ne  voit  pas  directement,  jus(|u'ici,  de  quelle  manière  une  courbe  de  l'espèce 
Q=r  constante  pourra  se  présenter  par  rapport  aux  deux  courbes  fondamentales 
ç(c, /;)-^f,  -^  [i> ,  jj)  =  tt ,  et,  d'ajjrès  la  seconde  expérience  de  M.  Regnaidt,  la 
courbe  Q  =  constante  se  confondrait  avec  la  courbe  ^  ((<,/>)=  /. 

Une  (elle  coïncidence,  supposée  générale,  entraînerait  des  relations  particulières 
dont  je  m'occuperai  tout  à  l'heure,  et  qui  ne  sauraient  avoir  lieu  pour  des  vapeurs  , 
ainsi  que  je  le  ferai  voir. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  la  forme  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (VIll,,  il  me 
sera  très-facile  de  donner   une  entière  généralité  à  ce  nouvel  ordre  d'idées  dans  la 
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science  de  la  mécanique  en  remontant  aux  formules  (I),  (I  bis ^ ,  qui  étaient 

X  X.         2 

Q',  =  Q'  -i-  -  m  «■'% 

2 

tl  en  V  joignant ,  noii-seulenient  la  relation  générale  des  forces  vives  sous  la  (orme 
'  X  '  —  m  H''- i/i  H''  =  T„,  —  Tr  -f-  S 


./r.., 


mais  encore  la  relation  nouvelle  dont  j'ai  lait  usage  dans  l'établissement  de  la  for- 
mule (VI),  et  dont  l'expression  sera 

(XIJ  q'—q  +  l  1  Rdr  =  o, 

au  moven  de  quoi  je  trouverai 

i  Q',-  Q.  =  fQ'  — Q)  +  (^'"«''-^ """')' 

I  =  Q'  —  Q  +  T^  —  T.  H-  ï  I   R  r//-  =  T„  —  T. . 


XII 


c  est-à- dire  que,  du  uioment  où  l'on  érigera  en  principe  la  relation  (XIj,  il  y  aura  tou- 
jours une  parfaite  conservation  des  forces  vives  ou  des  quantités  de  travail  produites 
pai-  les  seules  forces  extérieures  d'un  système,  en  ce  sens  que  toute  différence  entre  les 
quantités  T^,  Tr  se  retrouvera  par  une  quantité  eqidvalente  de  chaleur,  soit  dans  It 

corps  rnéme,  où  l'accroissement  négatif  de  l'intégrale  S  |   K  dr  aura  fait  naître,  en  effet, 

une  telle  quantité  de  chaleur,  soit  dans  les  corps  environnants,  où  la  (juantité  de  cha- 
leur produite  aura  pu  s'écouler. 

La  formule  (XI)  ne  servira  d'ailleurs  qu'à  étendre  aux  corps  imparfaitement  élas- 
tiques ce  qui,  d'après  l'équation  (V)  ,  aura  lieu  nécessairement  pour  les  fluides  parfai- 
tement élastiques. 

CHAPITRE  \T. 

Déreloppemfnt  de  l'hypothèse  qui  consisite  à  regarder  lu  quundle  (^  comme  une 
fonction  de  la  varinble  t  !:eulement. 

Les  règles  fondamentales  de  ma  théorie  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur  étant 
actuellement  établies,  il  ne  me  reste  plus  qu'à  en  développer  les  conséquences;  et, 
d'abord,  je  m'occuperai  des  deux  expériences  déjà  citées  de  M.  Regnault. 

Dans  l'une  de  ces  expériences,  un  volume  d'air  a  clé  dilaté  du  simple  au  double, 
de  OA  à  OA:  par  exemple,  sur  U  fig.  i ,  dans  une  enveloppe  extensible  peu  perméable 
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à  la  chaleur,  et  sans  que  les  particules  d'air  aient  pu  prendre  des  vitesses  appréciables 
La  dilatation  a  dû  se  faire  alors  à  très-peu  près  de  B  en  C,  le  long  de  la  courbe  Bu,  et 
il  a  dû  V  avoir  à  la  fois  un  abaissement  de  température  et  une  production  de  travail 
égale  à  l'aire  ABCA,. 

Dans  l'autre  expérience,  une  capacité  pleine  d'air  a  été  mise  en  communication  avec 
une  capacité  de  volume  égal,  dans  laquelle  était  le  vide  pneumatique;  à  la  fin  de  l'ex- 
périence, le  volume  de  l'air  s'est  trouvé  augmenté  du  simple  au  double  comme  tout  à 
l'heure,  mais  aucun  travail  n'a  pu  être  produit  au  dehors.  Toute  la  force  expansive 
de  l'air  a  été  employée  à  produire  des  vitesses,  et,  par  suite,  des  tournoiements,  puis 
les  tournoiements  se  sont  éteints  et  ont  dû  être  remplacés  par  une  quantité  équivalente 
de  chaleur. 

Ainsi,  dans  la  première  expérience,  la  quantité  Q  aura  dû  éprouver  une  diminution 
ésale  à  l'aire  ABCA,  sur  layfg-.  i,  et,  dans  la  seconde  expérience,  la  quantité  Q  aura 
dû  être  constante.  La  température,  k  la  fin  de  la  seconde  expérience,  aura  dû  être 
égale  à  celle  que  l'on  trouverait  sur  \a.^g.  i  à  l'intersection  de  la  perpendiculaire  A,C 
prolongée  avec  une  certaine  courbe  BD  dont  l'équation  différentielle  sera 
dQ  =  o     ou      T  [i]  f  [t ,  it)  du — pdv^o. 

Or,  M.  Regnault  a  trouvé  que  la  température  finale  t'  était  égale  à  la  température 
initiale  t;  donc,  dans  ce  cas-là,  le  point  D  ne  différerait  pas  du  point  B,,  et  si  l'on 
faisait  d'une  telle  coïncidence  une  règle  générale,  il  faudrait  que  la  courbe  BD  ne 
différât  pas  de  la  courbe  BB,  ;  il  faudrait,  en  un  mot,  que  le  long  de  chacune  des 
courbes  o  (c, /))  =  constante  f  on  eût  Q  =:  constante ,  et,  par  suite,  dans  toute 
l'étendue  de  la  ftg.  i,  Q  =  fonction  {t) ,  ce  qui  entraînerait  différentes  conséquences 
que  je  me  propose  de  développer  à  fond. 

Et ,  d'abord,  j'observe  que  de  B  en  B,  le  long  d'une  courbe  a  [v,  p)  =  constante  t , 
la  première  des  formules  (A)  fera  avoir  généralement 

Q,  — Q  =  r(f)/       f[t,u}du—l       /J-^rftt  =  r/r(/)  —  aire  ABB  A  . 

Pareillement,  de  B'  en  B',  le  long  d'une  courbe  o  (r,  p)  =  constante  t',  on  aura 

Q',  —  Q'  =  r  ( f')  1      /{(',  «]  du  —   /       //  '-^  du  =  7'r  i7'}  —  aire  A'B'B'.A',. 

Donc  ,  en  premier  lieu  ,  pour  que  l'on  puisse  trouver  à  la  fois  Q.  =  Q  ,  Q',  =  Q',  il 
faudra  que  l'on  ait 

q  V  (t)  =aireABB,A,, 
<l'V{t']  =  aire  A'B'B',A',. 
D'autie  part,  de  B  en  B',  le  long  d'une  courbe  -ji  (c,  /?)  =  </ ,  la  première  des  for- 
mules l'A    fera  avoir  généralement 

ni'        , 

Q'  —  Q  =  o  ~  /      p'-ldt  =  o  -j-  aire  ABB'A', 
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et,  pareillement,  tle  B,  en  B', ,  le  long  d'une  courbe  ij' (''>/'')  =  «u  on  aura 

r''      dv'  .  ,    , 

Q,  —  Q,  =  o  —  1      //  —  dt  —  o-ir  aireA,B,B,A, . 

Donc,  en  second  lieu,  pour  que  raccroissement  de  Q  puisse  être  le  même  de  B  en 
B'  que  de  B,  en  B', ,  il  faudra  encore  que  l'on  ait 

aire  A,B,B',A',  =  aire  ABB'A'. 

D'après  cette  dernière  égalité,  il  suffira  que  toutes  les  courbes  'f[v,p)=it  soient 
tracées  sur  la  fig.  i ,  et  qu'une  seule  des  courbes  -i/  (c,  p)  =:  u  soit  donnée  pour  que 
l'on  parvienne  à  déterminer  toutes  les  autres  courbes  -if  d'après  celle-là. 

Je  suppose,  en  effet,  que  l'on  me  donne  la  courbe  B'B«  et  un  autre  point  quelconque 
B,  sur  l'arc  indéfini  BB,  ou  <f[v,p)  =<;  l'aire  ABB'A'  aura  alors  une  valeur  par- 
faitement déterminée  pour  chacune  des  autres  courbes  a/[v,  p)  =:  t'  situées  au-dessus 
comme  au-dessous  de  l'arc  BB,,  et,  en  cherchant  à  construire  pour  chacune  d'elles 
une  aire  A,B|B'|A'|  égale  à  l'aire  correspondante  ABB'A',  il  est  bien  évident  que  je 
trouverai  un  arc  correspondant  BiB',  parfaitement  déterminé;  je  réussirai  donc  à 
trouver  la  courbe  B',  B,  «,  tout  entière,  et  de  même  pour  tous  les  points  B|  imaginables 
situés  sur  le  prolongement  de  l'arc  IB. 

Réciproquement,  quand  on  me  donnera  la  courbe  B',Bi«i,  j'en  déduirai  la  courbe 
B'Btt,  et  la  construction  me  réussira  sans  difficulté  jusqu'au  point  de  rencontre  p  avec 
celle  des  courbes  tf[v,  p)  =  constante  t ,  qui  partira  du  point  «,  et  que  je  suppose 
être  l'arc  a,  p  sur  la  Jîg.  i . 

Pour  ce  point-là,  j'aurai  à  construire  une  aire  ABfla  égale  à  l'aire  triangulaire 
Â,B,  u,,  et  l'arc  (îk  me  restera  inconnu. 

Mais  il  est  facile  de  démontrer  encore  que  la  quantité  de  force  vive  latente  de  u  en 
u,  le  long  de  l'axe  Oi'  devra  être  égale  à  zéro,  et  qu'il  en  résultera  d'abord  les  deux 
égalités 

aire  «BB,  «,  =  aire  ABB,  A, , 
aire  A,  B,  u,  =  aire  AB« , 

par  suite,  la  coïncidence  de  l'arc  m, p  avec  l'axe  Oc,  et,  enfin,  la  coïncidence  du 
dernier  élément  ds  de  la  courbe  B'  B  u  avec  l'axe  O  i>. 

Pour  le  faire  voir,  j'observe  que  ,  du  moment  où  l'égalité 
^r  (/)  =  aire  ABB,  A, 

devra  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  de  la  fig.  i ,  on  aura  spécialement  pour  l'arc  «,  p, 
en  désignant  par  f„la  température  constante  le  long  de  cet  arc, 

rj„r  {t„)  =  aire  z  p«i  ; 

quand   ensuite   il    me   plaira    de   considérer  deux    courbes   infiniment   rapprochées 
■il  (i>, p)  =:  u,  ■!f[v,p)=:u+du,  la  quantité  ly,  devra  naturellement  être  envisagée 
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comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  égal  au  terme  différentiel /"(/»,  u)  du, 
tandis  que  l'aire  a  pa,  deviendra  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre. 
J'en  conclus  que  la  relation 

ly,,!"  (?„)  =:  aire  a  pa, 

ne  saurait  être  applicable  jusqu'à  la  dernière  limite  de  petitesse  de  la  différence  «,  —  « 
qu'autant  que  le  rapport  <le  ^„  à  u,  —  u  se  réduira  à  zéro  à  la  limite  «,=:«,  ce  qui 
exigera  que  l'on  ait 

f{t„,u)  =  o. 

Il  s'ensuit  que,  dans  la  relation  bien  connue 

aire  «  BB,  «,  =  </  r  (?)  —   /       r  { /„ )/( t,,u}  du , 

on  aura  d'abord 

o  =  /      r(t„)/{to,  u)du, 

puis 

aire  u  BB,  «,  =qr{t)  =  aire  ABB,  A,  ; 

et  comme,  en  tout  état  de  choses,  on  aura  sur  la  fig.  i, 

aire  A,  B,  «,  =  aire  AB  u  -+-  aire  /«BB,  «,  —  aire  ABB,  A, , 

il  s'ensuivra  manifestement 

aire  A,  B,  «,  =  aire  AB  «  . 

Donc  lare  «,  [i,  représenté  par  l'équation 

:f(v,  p)  =  t„ 

devra  se  confondre  avec  l'axe  Oc ,  et,  à  cause  de  la  relation  démontrée 
f{t,,u)  =  o, 

aucune  somme  de  chaleur  ne  sera  nécessaire  pour  faire  aller  le  volume  v  du  ihiide 
de  u  en  «,  le  long  de  Taxe  Oi». 

Par  suite,  enfin  ,  de  ce  que  l'on  aura 

le  dernier  élément  ds  de  la  courbe  'B.u  devra  tomber  dans  la  direction  de  l'arc  p«,, 
laquelle  direction  est  celle  de  l'axe  Ov. 

Or,  de  pareilles  conséquences  ne  sauraient  guère  être  admises  au  point  de  vue  phy- 
sique de  la  question  pour  un  gaz  permanent,  et  bien  moins  encore  pour  un  mélange 
de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide,  ainsi  que  je  vais  le  (aire  voir  en  peu  de 
mots  et  d'une  manière  bien  frappante. 

Dès  l'instant  que,  sur  \a  fig-  2,  on  admettra  les  relations 
7'r(?')  =  aire  A'B'B',  A',, 
,j  l'{t)  =  aire  ABB, A,  , 
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et,  par  suite,  l'égalité 

aire  A,  B,  B,  A',  =  aire  ABB' A', 

toutes  les  courbes  de  détente  B'B  m,  B',  B,  «,,...  deviendront  une  seule  et  raéme  courbe 
transportée  parallèlement  à  elle-même  le  long  de  l'axe  Oc ,  et  l'aire  curviligne  BB'B'.B, 
ne  sera  ni  plus  ni  moins  grande  que  le  rectangle  correspondant  bB'B'^b,  qui  aura  même 
base  B'B',  et  même  hauteur  ôB'.  Tous  les  triangles  hi'  k,  iB'B,  6,8',  B,,...  seront 
égaux,  et  chacune  des  aires  curvilignes  /('B',  B,  sera  égale  au  rectangle  correspondant 
/ii'B\b,. 

Or,  l'aire  du  triangle  è,  B',  B,  représente  l'augmentation  de  force  motrice  que  l'on 
peut  obtenir  avec  une  machine  à  vapeur  à  détente  complète  comparativement  à  une 
machine  à  vapeur  à  détente  nulle. 

L'aire  curviligne  k  i'B',  B,  représente  le  maximum  de  force  motrice  théoriquement 
possible  avec  la  seule  chaleur  latente  du  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  de  i'  en  B', 
sur  \a/îg.  2. 

L'aire  du  triangle  (;'A^,peu  supérieure  à  l'aire  des  triangles  égaux  Ai'/-,  è.B'iB,, re- 
présente le  maximum  de  force  motrice  théoriquement  possible  avec  la  quantité  de  cha- 
leur sensible  de  la  masse  liquide  de  i  en  ('  '  le  long  de  la  courbe  /„  i  i'. 

Les  aires  ii'h'^h^,  /;/'B',  è,  dont  la  différence  est  la  même  que  celle  des  triangles  i  i'  A, 
h  i'  /c  représentent,  à  très-peu  près,  la  quantité  de  force  motrice  directe  de  la  valeur  dé- 
pensée, c'est-à-dire  la  quantité  de  force  motrice  que  l'on  obtient  dans  une  machine 
sans  détente  avec  la  même  dépense  de  chaleur  que  celle  qui,  dans  une  machine  à  dé- 
tente complète ,  fait  obtenir  en  plus  l'aire  du  triangle  b,  B\  B  [  *]• 


[*]  De  la  manière  dont  les  machines  à  vapeur  sont  disposées ,  on  obtient,  à  la  vérité,  dans  le  cy- 
lindre travailleur  des  quantités  de  force  motrice  égales  à  l'une  des  aires  PP'B,B„  PP'Bii,,  selon 
que  la  machine  est  à  détente  complète  ou  à  délenle  nulle;  mais  il  faut  qu'on  en  défalque  ce  que 
coûte  ralimentalion  de  la  chaudière. 

Si  l'on  voulait  satisfaire  à  la  rèjjle  théorique  de  ne  jamais  mettre  en  présence  des  corps  d'inégales 
températures,  il  faudrait  que  la  pompe  alimentaire  oui  saisir  un  volume  PA  d'eau  et  de  vapeur  à  la 
température  t  du  condenseur;  puis  il  faudrait  que  le  mélange  saisi  fût  refoulé  sur  lui-même  le  long 
de  la  courbe  A  i',  de  manière  que,  avec  une  dépense  de  travail  égale  à  l'aire  P  A  i'P',  par  coup  de  pis- 
ton ,  la  chaudière  pût  recevoir  un  volume  P'  i'  de  liquide  à  la  température  t'. 

De  cette  manière,  il  ne  resterait  comme  bénéfice  que  l'une  des  aires  Ai'  B,B, ,  A;'E  ,i,.  selon  que 
la  machine  serait  à  détente  complète  ou  à  détente  nulle,  et  la  chaudière  n'aurait  à  dépenser  que  la 
quantité  de  chaleur  latente  de  i'  en  B, . 

Cela  exigerait  une  pompe  alimentaire  trop  volumineuse,  et  l'on  préfère  avec  raison  n'alimenter  l.i 
chaudière  qu'avec  un  volume  Pi  de  liquide  à  la  Lempérature  (  du  condenseur. 

On  devra  alors  mener  parle  point  i  une  courbe  iV  de  l'espèce  (^{i',  p)  =  constante  u,  par  rapport 
à  une  masse  d'eau  entièrement  liquide,  et  le  travail  de  la  pompe  alimentaiie  sera  représenté  par 
l'aire  P  iA'P';  ce  qui  fera  réaliser,  en  outre,  l'aire  quadrilatérale  lA'i'Adansla  machine  à  détente 
complète,  comme  dans  la  machine  sans  détente;  mais,  par  contre,  la  chaudière  aura  à  fournir 
d'abord  la  quantité  de  chaleur  sensible  de  h'  en  i'  sur  la^^.  2  ;  plus ,  ensuite ,  la  quantité  de  chaleur 
latente  de  i'  en  B, . 

Ce  que  je  viens  de  nommer  la  quantité  de  ihaleur  sensible  de  A' en  i'  sur  la_^g.  2  est  la  quantité 
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Ainsi  donc ,  l'aire  A/B',B, ,  ou  le  maximum  de  force  motrice  théoriquement  possible 
avec  la  seule  chaleur  latente  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide, 
ne  sera  ni  plus  ni  moins  grand  que  l'aire  /;  ('  B',  b,  ou  la  quantité  de  force  motrice  directe 
d'une  machine  sans  détente  dans  laquelle  on  fera  une  dépense  de  chaleur  égale  à  la 
somme  de  la  chaleur  latente  et  de  la  chaleur  sensible  de  la  vapeur  employée. 

Je  suppose,  par  exemple ,  qu'il  y  ait  une  température  de  loo  degrés  dans  la  chau- 
dière et  de  5o  degrés  dans  le  condenseur  d'une  machine  à  vapeur  d'eau  ;  je  suppose 
encore  que  le  point  B',  ne  diffère  pas  sensiblement  du  point  I'  sur  lay%.  2,  c'est-ii-dire, 

de  chaleur  à  dépenser  par  la  chaudière  pour  que  le  volume  d'eau  introduit  P'/i'  sous  la  pression  OF' 
dans  la  chaudière,  soit  porté  à  sa  température  d'ébullition  ('  pendant  que  le  volume  augmentera  de 
V  h'  à  P'i'.  Il  y  a  une  distinction  h  faire  entre  cotte  quantité  de  chaleur  et  celle  qu'il  faudrait  em- 
ployer pour  faire  aller  la  masse  liquide  de  i  en  i'  le  lon(»  de  la  courbe  i\ii'  sous  une  pression 
variable/)  =  û,  (/). 

D'abord  le  volume  d'eau  P'A',  sous  la  pression  OP'  de  la  chaudière,  différera  excessivement  peu  du 
volume  initial  Pi  sous  la  pression  OP  du  condenseur,  à  cause  de  la  compressibilité  à  peu  prés  nulle 
de  l'eau,  et  en  même  temps  la  température  &  au  point  ft' surpassera  excessivement  peu  la  tempéra- 
ture I  au  point  !. 

Ensuite ,  si  je  désigne  par  <i?,  dij'  les  quantités  élémentaires  de  chaleur  qu'il  sera  nécessaire  d'em- 
ployer pour  faire  aller  la  température  du  liquide  de  £  â  t  -i-  di,  d'une  part ,  le  long  de  la  courbe  i  i', 
et,  d'autre  part,  le  long  de  la  petite  ligne  h'i',  en  supposant,  d'ailleurs,  que  la  ligne  ih',  pre^que 
droite  et  parallèle  à  l'axe  Op,  est  une  courbe  d'espèce  //  (i',  p)  =  u  par  rapport  à  la  masse  liquide,  je 
n'aurai  qu'à  appliquer  à  une  telle  niasse  liquide  les  principes  généraux  de  m:\  théorie  des  lluides 
élastiques,  pour  trouver  la  condition  nécessaire 


h'i'  =  I     r(()  dq'—  j     r  {t)dii. 


D'autre  pari ,  en  représentant  par 

i»  ^  w  =  fonction  ( , 
l'équation  de  la  courbe  indéfinie  i„i  î',  je  trouverai  manifestement 

3iTeih'i'=i       wdp  —  ^v{p'  —  p)=p'{w'-w)-\       p  dw, 
J,  J, 

et  je  serai  conduit  à  égaler  les  seconds  membres  de  ces  équations  pour  avoir  la  condition  niathema- 
tiquement  nécessaire  entre  les  quantités  dij ,  dq'. 

11  faudrait  que  le  volume  P  i  de  liquide  à  la  température  (  du  condenseur  lut  échauffé  progressive- 
ment dans  le  cylindre  de  la  pompe  alimentaire  jusqu'à  la  température  i'  de  la  chaudière  sous  une 
pression  variable/;  =  fl  (() ,  le  long  de  la  courbe  i„  ii'  sur  la  fi^.  2,  pour  que  le  travail  de  la  pompe 
alimentaire  devint  exactement  égala  l'airePii'P'  en  place  de  l'aire  PiA'P',  et  pour  que  la  quantité 
de  chaleur  à  dépenser  fût  égale  à  l'intégrale 

le  long  de  la  courbe  i  1',  en  place  de  l'autre  intigrale 


l'- 


le  long  de  la  droite  h'i'. 
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en  d'autres  termes,  que  la  vapeur  employée  soit  sensiblement  sèche:  alors,  chaque 
kilogramme  de  vapeur  dépensée  fera  sortir  de  la  chaudière  537  unités  de  chaleur  la- 
tente ,  plus  5o  unités  de  chaleur  sensible ,  en  tout  687  ;  et ,  d'après  ce  qui  précède ,  le 
maximum  de  force  motrice  théoriquement  possible  avec  une  dépense  de  537  unités  de 
chaleur  ne  sera  ni  plus  ni  moins  grand  que  ce  que  l'on  obtiendra  dans  une  machine 
sans  détente  avec  une  dépense  de  537  -h  5o  =  587  unités  de  chaleur. 

Par  suite,  dans  une  machine  à  détente  complète,  avec  une  dépense  de  587  unités 
de  chaleur,  le  maximum  de  force  motrice  théoriquement  possible  ne  saurait  excéder  la 
quantité  de  force  motrice  correspondante  de  la  machine  sans  détente  dans  une  propor- 
tion plus  grande  que  celle  de 

537  :  587  :  :  loo  :  log, 

c'est-à-dire,  en  d'autres  termes  ,  que  le  bénéfice  maximum  de  la  détente,  dans  une  ma- 
chine théoriquement  parfaite,  ne  saurait  être  que  de  g  pour  100  au  plus,  ce  qui  n'est 
certes  pas  croyable  et  ce  que  n'admettra  aucun  ingénieur. 

Je  dis  donc  que  si  le  fait  observé  par  M.  Regnault  a  pu  se  vérifier  à  très-peu  près 
pour  de  l'air  atmosphérique,  il  ne  saurait  être  permis  d'y  voir  une  règle  générale  pour 
des  gaz  permanents,  et  encore  moins  pour  des  vapeurs  ;  que  surtout  l'on  devra  se  gar- 
der d'en  faire  le  point  de  départ  d'une  théorie  générale  des  effets  dynamiques  de  la 
chaleur. 

Et  qu'on  ne  croie  pas  que,  pour  arriver  à  de  telles  conclusions,  il  nie  faille  avoir 
établi  d'abord  la  première  des  équations  (A) ,  qui  est 

dq=  r(t)f{e,u)(lu  —  l'dv; 

car,  si  je  remonte  tout  à  fait  à  l'origine  de  Xafig.  i,  je  vois  d'une  manière  bien  évi- 
dente que,  en  désignant  par  S  l'aire  quadrilatérale  BB'B'.B, ,  j'aurai,  d'une  part, 

S  =  aire  A'  B'  B',  A',  -+■  aire  A',  B',  B,  A,  —  aire  A,  B,  BA  —  aire  ABB'  A', 

et,  d'autre  part, 

S  =:  aire  hB'B',  «,  —  aire  kBB,«,. 

Je  trouverais  encore  d'autres  expressions  de  l'aire  S,  s'il  me  plaisait  soit  d  abaisser 
des  perpendiculaires  des  quatre  points  B,  B',  B, ,  B',  sur  l'axe  Op,  soit  de  prendre  la 
différence  des  aires  curvilignes  HIBB'I'H',  HIB,  B',  H',  et  toutes  ces  manières  d'évaluer 
l'aire  S  seraient  géométriquement  équivalentes. 

Leur  entier  développement  me  conduirait  à  la  théorie  connue  des  formules  (19) 
et  (19  bis),  qui ,  par  elles-mêmes,  n'ont  aucune  signification  calorifique. 

Il  faudra  que  je  raisonne  à  la  manière  de  M.  Carnot  pour  trouver  une  expression 
purement  calorifique  de  l'aire  S  sous  la  forme 

S=q'T{t')-qT{t), 

et,  de  plus,  il  faudra  que  je  puisse  identifier  cette  autre  expiession  de  l'aire  S  avec 
l'une  des  expressions  précédentes. 

Or,  je  réussirai  à  cela  très-directement  sur  \Afig.  i ,  sans  faire  aucune  hypothèse,  en 
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observant  tout  simplement  que,  entre  deux  courbes  données  B'Bn,  B',  B,  «,  on 
■!j{i>,  p)  =  u,  ^J/  (i',/»)  =  «I ,  toute  diminution  de  t  ou  tout  accroissement  de  t'  dans 
la  formule  calorifique  entraînera  sur  la  _/î^.  i  un  accroissement  correspondant  dans 
l'aire  de  la  bande  curviligne  «BB,  «,  ou  hB'B',  «,. 

Il  m'est  parfaitement  évident,  en  un  mot,  que,  entre  la  formule  calorifique  et  la 
seconde  des  formules  géométriques,  j'aurai 

o  =  I7'  r(f')  —  aire  «B'B',  «,]  —  (<7r(f)  —  aire  hBB,  (/,J , 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même, 

q'Y[t')  —  aire  «B'B',  «,  =  7  r  (f)  —  aire;iBB,«,  =  D, 

la  valeur  D  de  ces  différences  égales  ne  pouvant  dépendre  que  de  u,  u,. 

II  m'est  tout  aussi  évident  que,  par  rapport  à  la  courbe  u,  ^  déjà  considérée  sur  la 
/îg.  i ,  j'aurai 

D  =  70  r(?„)  —  aire  u  3  u,. 

Quand  enfin  il  me  plaira  de  faire  une  application  de  cette  relation  à  deux  courbes 
infiniment  rapprochées  B'Bu,  B',B,k,,  je  concevrai  parfaitement  que,  en  place  de  la 
quantité  g^  F  (t„) ,  j'aurai  à  considérer  le  terme  infiniment  petit  du  premier  ordre 

r  (^)/(fo,  u)du, 

et ,  en  place  de  l'aire  «  p  «, ,  une  quantité  infiniment  petite  du  deuxième  ordre. 

Donc,  pour  des  bandes  curvilii;nes  kBB,«,,  ttB'B,'U|  comprises  entre  deux  courbe? 
infiniment  rapprochées  J/  (c,/>)  =  a,  ■if[v,p)=  «-(-£/«,  j'aurai 

dT>  =  T[t,)f{t„u)du; 

puis,  quand  il  me  plaira  de  juxtaposer  une  multitude  de  pareilles  bandes,  je  n'aurai 
qu'à  faire  la  somme  de  tous  les  termes  différentiels  correspondants  pour  trouver  la  dif 
férence  finie  D  des  deux  précédentes  équations.  J'aurai  donc 


-X' 


T[t,)f{U,u)du, 
ce  qui  me  donnera  5,'eneralement 

(7r  (<)  —  aire  «BB,«i  =   /       r  {t„)/{t^,  u)  du  , 


bien 


et  pareillement 


.^r(f)  =  airewBB.K  +    /.      V  {t„)/{t„,  u)  du , 
7' r (/•')  =  aire  «B'B',n,-|-   I     '  T  {t,]/{t^,  u)du  , 


l'intégrale  définie  des  seconds  membres  iwuvant  avoir  telle  valeur  que  l'expiTienre 
fera  trouver  de  «  en  «,  le  long  de  l'axe  Ov  sin-  les  fig.  1  et  2. 
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JN'est-ce  pas  là  une  théorie  complète  et  entièrement  satisfaisante,  {juelle  que  puisse 
être  la  nature  de  la  fonction  universelle  r  (f)?  —  J'y  suis  parvenu  en  identifiant  d'une 
manière  certainement  exacte  l'expression  purement  calorifique  de  l'aire  S  avec  la  se- 
conde de  mes  expressions  géométriques;  mais  il  ne  me  sera  pas  plus  difficile  de  dé- 
montrer toutes  les  mêmes  choses  en  voulant  identifier  l'expression  calorifique  de 
l'aire  S  avec  la  première  de  mes  expressions  géométriques,  qui  était 

S  =  aire  A'B'B',  A',  +  aire  A',  B',  B,A,  —  aire  A,  B,  BA  —  aire  ABB'A'. 

Je  commencerai  par  attribuer  à  u,  u^  deux  valeurs  entièrement  déterminées,  ce  qui 
me  fera  avoir  deux  courbes  données  B'B  u,  B',  B,  m,  sur  la_/?g-.  i . 

Je  ferai  remarquer  ensuite  que,  dans  ce  cas-là,  quand  t'  sera  constant  et  que  t  va- 
riera, le  premier  terme  seulement  du  second  membre  sera  constant  et  que  les  trois 
autres  varieront  à  la  fois  avec  t.  Quand,  au  contraire,  t  sera  constant  et  que  t'  seul 
variera  ,  il  n'y  aura  que  le  troisième  terme  qui  sera  constant  et  les  trois  autres  varie- 
ront à  la  fois  avec  t' . 

Ainsi ,  le  deuxième  et  le  quatrième  terme  varieront  à  la  fois  avec  t  et  t' ,  et  comme, 
dans  l'expression  calorifique  de  l'aire  S,  il  n'y  a  aucun  terme  de  cette  espèce,  il  faudra 
que  j'essaye  de  faire  subir  une  transformation  à  ma  formule  géométrique  ,  ce  qui  sera 
très-facile ,  car  on  aura  sur  \Afig.  i , 

aire  ABB'A'  =  aire  A'B' u  —  aire  AB  u, 
aire  A',B'|B|A,  =  aire  A',B',ai  —  aire  A|B,m,  , 

puis,  en  substituant  et  en  ordonnant,  je  trouverai 

S  =:  (aire  A'B'B',  A',  -H  aire  A', B',»,  —  aire  A'B'uJ 
—  (aire  A|B|BA  -|-  aire  A,B,«i  —  aire  AB«J  ; 

c'est-à-dire  que,  au  second  membre,  j'aurai  deux  groupes  de  ternies  dont  le  premier 
ne  dépendra  que  de  la  seule  variable  /',  et  dont  le  second  ne  dépendra  que  de  la  seule 
variable  t. 

Il  y  aura,  en  un  mot,  parfaite  conformité  entre  l'expression  purement  géométrique 
de  l'aire  S  et  l'expression  purement  calorifique 

S  =  q'T{f)-cjT[t), 

et,  de  plus  encore,  à  la  simple  inspection  de  \a.fig.  i,  on  verra  que  le  premier  groupe 
du  second  membre  de  l'expression  géométrique  sera  précisément  égal  à  l'aire  «B'B',o,, 
tandis  que  l'autre  groupe  sera  égal  à  l'aire  «BB.a,.  Ainsi  donc  l'expression  géomé- 
trique de  l'aire  S  se  confondra  avec  l'équation  connue 

S  =  aire  u  B'B',  u.  —  aire  «  BB,  «,  ; 

et,  par  suite,  on  en  conclura  tout  ce  qui  précède  sans  être  obligé  de  supposer  la  re- 
lation auxiliaire 

aire  A,B,B',A',  =  aire  ABB'A', 
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de  laquelle  ressortiront  des  conséquences  si  extraordinaires  pour  les  gaz  permanents 
et  surtout  pour  les  vapeurs,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir. 

Je  veux  aller  plus  loin  encore  et  admettre  pour  un  instant  que ,  à  tort  ou  à  raison , 
l'on  doive  avoir  l'égalité 

aire  =  A,B,B',  A',  =  aire  ABB'A'  ; 
alors  ma  première  expression  géométrique  de  l'aire  S  se  réduira  à 

S  =  aire  A'B'B',  A',  —  aire  ABB.A,, 
et  comme  on  ne  cessera  pas  d'avoir 

S  =;  aire  «B'B' «,  —  aire  «B,B«i, 

l'on  se  trouvera  pour  le  moins  embarrassé  de  savoir  avec  laquelle  des  deux  formules 
géométriques  on  devra  identifier  l'expression  calorifique 

Quand  on  optera  pour  la  seconde  des  deux  formules  géométriques,  on  trouvera, 
comme  tout  j  l'heure, 

q'r  [t')  —  aire  uh'B\it,  ^  qV  [t]  —  aire  aBB,u,  =  D, 
et,  en  même  temps,  par  rapport  à  la  courbe  «,  p, 

D  =  q^V  (ta)  —  aire  «p«,. 

Quand  on  optera  pour  la  première  des  formules  géométriques,  on  sera  autorise 
seulement  à  écrire 

q'  V[t')  —  aire  A'B'B',  A',  —  q  Y  (fi  —  aire  ABB.A,  =  A, 

sans  pouvoir  faire  à  priori  A  =  o,  car,  le  long  de  la  courbe  «ip,  on  trouvera 
A  =  qt^  [ta]  —  aire  a3«. 
Ainsi  donc,  de  l'une  des  manières,  on  aura  en  principe 

<7r  (/)  =  aire  aBB,«,  +  D  =  aire  «BB.k,  -H  «/o  T  (f„    —  aire  u^u,\ 
de  l'autre  manière,  on  aura 

q  T  [t]  =  aire  ABB.A  +  A  =  aire  ABB.A,  -)-  «/o  r  (r,)  —  aire.3tp«, 

et  ces  deux  formules  seront  parfaitement  équivalentes,  car  on  aura  généralement  sur 
la  fig.  I  ,  d'une  manière  géométriquement  évidente, 

aire  uBB,u,  =  aire  ABB,A,  -I-  aire  A,B,«i  —  aire  ABu, 

et,  à  raison  de  l'égalité  supposée  entre  les  aires  A,B,B',A', ,  ABB'A',  on  aura  encore 

o  =:  aire  A,Bi  «.  —  air^  AB  p»; 

puis,  en  soustrayant,  on  trouvera 

aire  kBB,u,  =  aire  ABBA, —  aire  «jii", 
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et,  par  suite,   il  sera  facile  de  reconnaître  la  parfaite  identité  des  deux  formules  en 
question  l'une  avec  l'autre. 

Cela  convenu ,  je  suppose  que  l'on  fasse  «,  =  «-+-  du ,   afin  de  n'avoir  à  considérer 
que  deux  courbes  infiniment  rapprochées  B'B«,B'|B|tt|  surla^;!^.  i;  alors  !a  quantité 
</„  r  (  fo)  se  réduira  au  terme  différentiel  de  premier  ordre 
r (?„)/( ^„ ,  u)du, 

et  chacune  des  aires  k^k,  ,  zpK,  deviendra  une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ordre. 

Il  me  sera  d'ailleurs  loisible  de  juxtaposer  une  infinité  de  bandes  infiniment  étroites 
de  chacune  des  espèces  ABB,A,,  »BB,  U|,  dont  les  sommes  feront  les  aires  totales 
ABBiA,,  ttBBi«,  de  \a.fig.  i.  J'aurai  alors,  de  l'une  des  manières, 

qr{t)  =  aire  HBB,a,  +  /     '  r{t„)/{t„,  u)  du, 

et,  de  l'autre  manière, 

^r  (f)  =  aire  ABB.A,  +   /     '  r  {t„)/{t„,  ii)  du. 

Mais  la  première  relation  sera  absolument  vraie  et  ne  dépendra  de  nulle  hvpothèse. 
La  seconde  ne  subsistera  qu'en  vertu  de  l'égalité  supposée 
aire  A,B,B',A',  =  aire  ABB'A'. 

Donc,  quand  je  n'invoquerai  pas  cette  égalité,  j'aurai  la  première  relation  seule, 
sans  nulle  condition  ni  pour  l'intégrale  définie  qui  s'y  trouve,  ni  pour  la  tlirection  de 
la  courbe  u,p. 

Quand,  au  contraire,  j'invoquerai  l'égalité  en  question ,  je  trouverai  à  la  fois  l'unt- 
et  l'autre  relation,  et,  par  suite,  j'en  conclurai  l'égalité 

aire  «BB,«,  =r  aire  ABB,A,  ; 
par  suite  aussi,  il  faudra  que  l'on  ait 

aire  A,B,  m,  =  aire  AB  u , 

et,  par  suite  enfin,  la  courbe  m, (3  devra  coïncider  avec  l'axe  Oi'. 

Cela  ne  fera  aucune  condition,  il  est  vrai,  pour  le  terme  r{^(,)/(;„,  u)  du;  mais 
le  produit  qr't)ne  représentera  pas  la  commune  valeur  des  aires  égales  ABB.Ai, 
uBB,u,. 

On  aura 

qV  {t)  =  aire  u5B,u,  -h  j       r  (t,)/!t„,  a)  du, 

et  cette  expression  toujours  vraie  du  produit  qT  [t)  ne  pourra  se  réduire  îi 

qV  {t)  =  aire  ABB.A,  =  aire  uBB,  «, 

qu'autant  que  Ion  aura 

o  =f{t,,  u), 

Tome  XVUI—  Novembre  i853.  ^7 
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ce  qui  fera  coïncider  encore  le  dernier  élément  dx  de  ta  courbe  Bftu  avec  laxe  Ov. 

De  cette  manière,  je  crois  avoir  expliqué  et  démontré  toutes  les  mornes  choses  sans 

faire  intervenir  la  fonction  Q;  mais  il  m'est  bien  évident  que  la  fonction  Q  doit  jouer 

en  effet  le  rôle  que  je  lui  ai  assigné,  et  que,  dans  le  cas  actuel,  avec  l'égalité  supposée 

aire  A,B,B',A',  =  aire  ABB'A', 
sans  la  relation 

o  =/(?,,,  «S 

la  courbe  BD  de  la^g-.  i  rencontrerait  la  perpendiculaire  A,B|  au-dessous  du  point  B,. 
Je  suis  convaincu  enfin  que,  dans  la  vraie  nature  des  choses,  la  courbe  BD  repré- 
sentée par  l'équation  différentielle  </Q  =  o  ou 

r  [t)f[t.  II)  du  —  pdv  =  o, 

tombera  toujours  dans  l'espace  angulaire  CBB,  de  la^g-.  i,  ce  qui  exigerait  que  l'on 
eût  en  principe 

aire  ABB,A,  <  q  V{t), 
et ,  par  conséquent, 

/"  "' 
aire  ABB,A,  <<  aire  «BB,«,  -+-  j       r  {e,)/(t,,  u)  du. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  vais  faire  voir  encore  comnaent  l'on  peut  développer  algé- 
briquement toute  la  théorie  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur,  en  partant  de  l'hy- 
pothèse que  la  fonction  Q  ne  doit  varier  qu'avec  la  température  t  sur  \es  fig.  i  et  ?.. 

Je  remonte  à  l'équation  (L),  et  je  pose 

r  (t)dq  =  r{t)f{t,  u)du  =  tRlllflt  -i-pdi'  =  Q;  it)dl  +  pdv. 
.le  prends  v,p  comme  variables  indi-pendantes,  et  j'en  tire 

7»r  (0  =  r  (0/(^  «  i  ^  =  Q'C)  %  +  P  =  Q'in^o+p, 

,,  r  [t]  =  r  {t)/{t,  u)'^  =  Q'(  n  ^^  =  Q'(0  ^.. 

le  trouve  ensuite,  |)our  les  expressions  des  chaleurs  spécifiques  priiuipaies  iv,  c,, 

lA'  (t)  p 


,.-(0  =  ^4^  =  Q'iO. 


[C,-C,)r[t): 


et,  pour  la  chaleur  spécifique  <.■  dans  une  direction  quelconque, 

,    ,         dq      ,   ,         r  (t)f  {t,  u)  du  ,,    ,  dv 


de         '  dl 


H-/'T.' 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  447 

puis,  pour  les  expressions  de  la  chaleur  latente, 

9 

J^r(0=(<-.-c,)*,  r(0=/.|-S 

et  la  dernière  des  équations  (N),  c'est-à-dire  la  condition  nécessaire  pour  que  l'ex- 
pression de  du  puisse  être  une  différentielle  exacte,  sera 

Le  fluide  élastique  pourra  être  d'ailleurs  un  gaz  permanent  ou  un  mélange  de  li- 
quide et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide. 

Dans  le  premier  cas  on  aura,  en  vertu  de  la  loi  de  Mariolte, 

vp  =  a{t); 


d'où 


c'est-à-dire 


par  suite, 


da{t)  dt 
dt     dv^ 

da  [t]  dt 

dt     dp"" 


°        dv         «'(')' 
dp        a' (t)' 


,  s     r'Q'  f<^      ^ 

c-,r(0  =  Q'(0, 
(c,-c,)r(0  =  «'(0, 

dn 


''le 


5,.. 
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et  la  condition  nécessaire  deviendra 
ou,  ce  qui  reviendra  au  même. 


ou  encore 


et  de  là  on  tirera  ,  par  voie  d'intégration , 

T(t)flt,u)  ^ 

^   ^     '    — -  =r  constante  =  tonction  ti. 
a{t) 

Donc,  en  désignant  par  s(ii)  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  (/  ,  il  faudra  (pie 

l'on  ait 

r(t)/{t,u)==a{t)e{u), 

et  la  fonction/(<,  u  ]  sera  nécessairement  de  l'espèce 

f{t,u)  =  y(t)e{u), 
à  la  condition  d'avoir 

r(t)y{t)=a[t). 

Ce  résultat  ne  changera  rien  aux  expressions  des  quantités  ./„ ,  f/,,  t„  c, ,  dq    ;  mais  la 

relation  initiale 

V{t)/{t,ii)  =  dQ-{-/j(/v 
deviendra 

a  [t]i(u)(lii  =  Q'  {t)dt  -h  «(f)  —  î 
et,  en  la  divisant  par  a  [t) ,  on  aura  la  différentielle  exacte 

€[ll)  du  =  -^''  rff  -H  -  , 
de  laquelle  on  tirera,  par  voie  d'intégration, 

Ce  sera  l'équation  générale  des  courbes  i|/  i^  c ,  /j  )  =:  «  en  c ,  < ,  et  pour  avoir  l'eiiualion 
des  mêmes  courbes  en  v ,  p ,  il  ne  s'agirait  que  d'éliminer  t  entre  l'i-quation  trouvée  et 
la  relation  vp  =  a  (r). 

On  aura  ,  en  même  temps,  pour  la  somme  de  chaleur  nécessaire  il'un  point  /,  h  a 
un  autre  point  infiniment  voisin  t  +  dt ,  u  -\-  du  , 

dq  :=f{t.  Il  )dii  ^=y  {t}l{  il)  du  , 
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ou,  ce  qui  reviendra  au  même, 

r{t)drf  =  r{t)y{t)s{u)du  =  a\t  )t[Ujriii. 

Mais  une  relation  de  cette  espèce  ne  sera  ni  plus  ni  moins  générale  qu'une  expressiori 
plus  simple  de  la  forme 

<7f/  !=/( i ,  u)du^'j{t)clu , 
ou 

ï'{t)dq  =  T  [t)f[t,  u)da  =  T{t)'i{t)du  =  a{t)du, 

et,  par  suite,  la  relation  initiale 

r  \t)f[t,  u)  du  =  rfQ  -H/yc/p 
deviendra 

dv 

a  {()  du  =  Q'  {t  j  dt  -h  p  dv  =z  Q'  (t)  dt  -h  a  (t)  —  ■. 


puis,  en  la  divisant  para(fj, 


Q'it^           dv 
du  =  -^-^-^  dt  H 


En  intégrant  cette  formule,  on  trouvera  l'équation  générale  des  courbes  i}»(i', ^)  =  h 
sous  la  forme 


J   «(0 


dt  -+-  log  V. 


Pour  la  discuter,  on  n'aura  qu'à  désigner  par  v,  v,  les  valeurs  de  c  qui  dépendront 
de  deux  valeurs  différentes  u ,  «,  sur  une  même  courbe  ^  (v,  p)  =  t  ou  vp  z=  a[t),  et 
l'on  aura  d'abord  l'équation  précédente,  puis 

0 


dt+  log  c,. 


On  en  conclura  ,  par  soustraction  , 

«,  —  H  =  log  t>i  —  log». 

Ainsi,  la  différence  des  logarithmes  de  j ,  f,  sera  constante  de  haut  en  bas  sur  la 
fig.  I  pour  tous  les  arcs  BB, ,  B'B',  ,...  interceptés  entre  deux  courbes  données  B'B a, 
B,  B,  a,  ou  J;  (i',/>)  =r  «  ,  ;j;  (f,^)  =:  «, ,  et,  par  suite  ,  la  connaissance  d'une  seule  de 
ces  courbes  entraînera  celle  de  toutes  les  autres. 

Pour  une  de  ces  courbes  en  particulier,  c'est-à-dire  pour  une  valeur  constante 
quelconque  de  «  ,  on  aura 

et ,  au  moyen  de  la  notation  auxiliaire, 
ou 

dE{t)^q'{t) 

dt  a\^t)  ' 
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on  aura,  sons  forme  plus  simple, 

log  .•=»  —  £(«); 
puis ,  à  une  aulre  température  t' le  long  de  la  même  courbe , 

loge'  =  «  —  E(^';, 
et ,  par  soustraction  ,  l'on  trouvera 

log  .■  -  log  .■'  =  E  [t')-  E  (0  =j^     -^^  dt, 
ou,  ce  qui  reviendra  au  même, 


~eE(0 


Donc,  toutes  les  courbes  •K»',/')  =  «  seront  parfaitement  déterniinees  sur  \Afig.  i 
dans  l'intervalle  des  deux  courbes  o  [v,  p)  =  t„  ?  {v,  p)  =  t,  entre  les  températures  t„  t„ 
desquelles  on  connaîtra  la  fonction  Q(f),  et,  par  suite,  la  fonction  E  (t).  Réciproque- 
ment, si  l'une  des  courbes  i  (v,p)  =  u  était  connue  de  ^„  à  t„  on  pourrait  s'en  servir 
pour  en  déduire  la  fonction  E{t),  et,  par  suite,  la  fonction  Q(f)  de  ^  à  f,. 

La  manière  de  faire  le  calcul  dans  le  dernier  cas,  consisterait  à  prendre  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  donnée,  ce  qui  ferait  avoir 

V  dt  a  (t) 

puis,  en  multipliant  cette  équation  par  pvdt  =  a(t)dt,  et  en  transposant ,  on  aurait 
dQ  =  Q'{t)dt  =  pdv. 

Ainsi  l'accroissement  de  la  fonction  Q  devrait  être  égal  à  l'accroissement  de  l'aire  du 
triangle  A  «  B ,  et ,  par  suite  ,  en  ne  préjugeant  rien  de  la  Valeur  Qi,  de  la  fonction  Q  à 
la  limite  inférieure  t,,  on  aurait,  de  t^  h  t , 

q[t)  =Q(f,)—  /     pdv  =  Q(fo)H-aire  ABB'A'(de/„  à  t). 

Il  V  a  à  faire  remarquer  d'ailleurs  que,  d"apri,s  l'équation  tp  =  a  (l) ,  la  fonc- 
tion a  {t)  satisfera  nécessairemtnt  à  la  condition  n  (f„)  =  o  quand  on  y  fera  p  z=  o , 
et  que ,  par  suite ,  il  ne  saurait  plus  y  avoir  ni  chaleur  ni  force  vive  latente  le  long 
lie  l'axe  Oc;  ainsi  la  quantité  Q  devra  être  rigoureusement  égale  à  l'aire  du  triangle 
A«B. 

L'une  des  courbes  B'B«,  B'.BiU,  n'étant  pas  facile  à  déterminer  directement,  il 
suffirait  que  l'on  parvînt  à  connaître  l'une  des  chaleurs  spécifiques  Cj,  c,  en  foncliou 
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<le  t,  pour  que,  en  multipliant  par  dt  les  expressions  connues 

c,r(0  =  Q'{0, 

et  en  les  intégrant  à  partir  d'une  limite  inférieure  quelconque  /„,  l'on  eût,  à  partir 
de  cette  limite, 


Qc; 


=  QM+£ 


Q(f)  =  Q{t„)+   i    c„T(t)dt  —  [a(t}  —  ct{t„ 


)]■ 


Je  suppose,  enfin,  que  l'on  ait  réussi  à  déterminer  expérimentalement  une  fonc- 
tion C  (t)  qui  soit  telle,  que  la  différentielle  de  cette  fonction  C  {t)dt  puisse  repré- 
senter la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller  les  quantités  v,  p  d'un  gaz 
permanent  le  long  d'une  courbe  donnée  quelconque  sur  Xafig.  \  supposée  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

c  =r  iv  ^  fonction  [t). 

En  faisant,  alors,   di/  :=  C  [t)  dt  et  v  =  w,   dans  la  relation  de  principe 
T[t)dq  —  Y{t)f[t,  u)du  =  r(?)7  {t)  du  =  a  [t)  du  =  c/Q  -+-pd<', 

on  trouvera,  le  long  de  la  courbe  donnée, 

,/Q  =  r  (t)  C  (t)  de  —  pdw, 
et ,  par  voie  d'intégration ,  on  en  déduira 

^{t)=Sv[t)i::[t)dt-Spd^.., 

en  observant  que,  le  long  de  l'axe  Oc,  on  devra  avoir 

C'(^)  =  o 

à  cause  de  la  relation 

«(f„)=o. 

On  aura,  en  même  temps, 


■df- 

dt  a{t}  a{t] 


et ,  en  intégrant , 


puis,  entre  deux  limites  données  t,  t', 
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et,  par  suite ,  en  remontant  à  Tequation  générale  des  courbes  -i  (i-,  p)  =^  u, 

Jt'  Y  (t)  C  (t) 
■        ,   . —  ^t  —  f  log  «''  —  log  «' j  , 

ou,  ce  qui  reviendra  au  même, 

f"'r  {t)C'{r  . 
I  log  V  —  log  <'')  —  (log  «■  —  log  w']  =  J       — 777J —  ''^ 

ou  encore 

..  .'       C'  r'.t)C'{t)  ^^ 

lou log  —,  =   I J—. — ■'  dt. 

-  «■  ^  «•'       J,  a  {t) 

De  toute  manière  et  sans  connaître  la  fonction  Q ,  on  aura ,  relativement  à  l'aire 
quadrilatérale  BB'  B',  B,  de  la  ^g.  1 , 

qT  {t)  ^=  a  [t)  [II,—  u), 
g'T{t')  =  n{t'){u, —  u), 
et  la  différence 

S  =  q'r  {e'}  —  qr{t)  =  (a{t'}—a{t]){ll.  —  ll'• 
devra  être  égale  à  l'aire  du  quadrilatère  BB'  B',  B,. 

Et',  en  effet,  comme  la  fonction  Q  ou  l'aire  du  triangle  A«B  dépendra  de  la  va- 
riable ?  seulement ,  on  en  conclura  d'abord  l'égalité  des  aires  ABB'A',  A,  B,B',  A',  ; 
puis,  la  relation  connue 

S  —  aire  A'  B'B',  A',  +  aire  A',  B',  B,  A,  —  aire  A,  B,  BA  —  aire  ABB'  A' 

se  réduira  à 

S  =  aire  A' B'B,  A',  —  aire  ABB,  A,. 

D'autre  part ,  on  trouvera  directement ,  le  long  d'une  courbe  BB,  ou  vp  =  air), 
aire  ABB,  A,  =  /       pdvz^a{t)l        —  =  a(f)  (log  .■,  —  log.' |  ; 

et,  quand  on  remplacera  la  différence  des  logarithmes  de  v,  v,  par  la  différence  égaie 
K,  —  «,  on  reconnaîtra  la  parfaite  égalité  de  l'aire  ABB,  A,  avec  le  produit  qV[t], 
tandis  que  l'aire  A'  B'  B',  A',  sera  égale  au  produit  q'  Y  {t'  ),  ce  qui  fera  retrouver  exac- 
tement l'expression  déjà  connue  de  l'aire  S. 

Quand  on  voudra  trouver  l'aire  S  délimitée  par  une  courbe  fermée  (|ueU<mquo  a, 
on  n'aura  qu'à  remonter  à  la  relation  de  principe 

r(t)dq  —  Y{t)/[t,n)itu  =Y{t)f{t)(1i'  , 

ou 

T  [t]  dq  =  a  {t)  (lu  =  (l(^  -*-  p  tlv  , 
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et  intégrer  cette  formule  tout  à  lentoiir  de  la  ligne  s  ,  ce  qui  fera  trouver 
I      r{t)(lf/=l     u(C)elii=j       dQ-i-  I      pdv, 

et ,  comme  rfQ  sera  une  différentielle  exacte  ,  on  aura 

o=r%/Q, 

par  suite,  pour  la  quantité  cherchée, 

Telle  est  la  théorie  complète  et  bien  explicite  à  laquelle  on  arrivera  pour  tous  les 
gaz  permanents  en  acceptant  le  fait  observé  par  M.  Regnault  comme  une  vérité  géné- 
rale et  en  y  joignant  la  loi  de  Mariette  seulement. 

Ce  que  j'ai  dit  auparavant  avait  pour  objet  de  faire  voir  que,  alors  même  qu'on  ne 
ferait  pas  usage  de  la  loi  de  Mariette ,  on  se  trouverait  amené  à  ne  concevoir  ni  cha- 
leur ni  force  vive  latente  le  long  de  l'axe  Oc,  ce  qui  ne  paraît  guère  admissible  au 
point  de  vue  physique  des  choses. 

Je  veux  bien  admettre  que  l'on  ne  doit  pas  trop  insister  sur  les  conséquences  ex- 
trêmes d'une  pareille  théorie  le  long  de  l'axe  O  v  ;  mais  il  restera  toujours  à  vérifier  si , 
dans  la  région  de  la^g-.  i,  où  la  loi  de  Mariette  sera  sensiblement  exacte,  les  quantités 
Ço}  <]t  ,c„,  c, ,  dq   suivent ,  en  effet ,  les  lois  que  j'ai  trouvées. 

Il  me  reste  à  ajouter,  enfin,  que  lorsqu'on  invoquera  à  la  fois  la  loi  de  Mariotte  et 
celle  de  Gay-Lussac  ,  on  aura 


les  lettres  c„,  p„ ,  t„  servant  à  désigner  les  valeurs  particulières  des  quantités  v,  p,  t  d'une 
masse  de  gaz  en  un  point  donné  de  \9.fig.  i,   et  la  lettre  a  représentant  le  coefficient 
de  la  dilatation  thermométrique  à  pression  constante,  à  partir  de  f  =  o. 
En  faisant,  pour  abréger, 


vp  =  m  [l -i-  'J. t)  , 
et ,  par  conséquent , 

a{t)  =  m  (i-h  at), 

d'où 

a'  (t)^  ma, 

Tome  XVIII.  -  Novembre  i853.  3" 


9.r(0  = 
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par  suite , 

Q'(0„ 

c,r(r)  =  Q'(r)  +  ma, 

c,r(0  =  Q'(0. 

{c„  — c,)r  (f)  = /na, 
les  expressions  de  la  chaleur  latente  ne  cessant  pas  d'être 

dp. 
Quand ,  au  lieu  d'un  gaz  permanent,  on  voudra  considérer  un  mélange  de  liquide 
et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide ,  la  relation  de  Mariette  devra  être  remplacée  par 

une  certaine  équation  de  la  forme 

p  =  a[t). 

Toutes  les  courbes  BB, ,  B'B', ,.. .  deviendront  des  lignes  droites  parallèles  à  Taxe  0  v  sur 
la  Jîg.  2  ,  et  l'on  aura 

dt 

dp      a'{t) 

par  suite,  en  recourant  aux  formules  générales  de  la  théorie  précédente,  avant  que 
j'aie  fait  usage  de  la  relation  vp  =  a[t),  ou  bien  en  recourant  aux  équations  (L;, 
(M),  (N),  (0) ,  et  en  regardant  la  quantité  Q  comme  une  fonction  de  /  seulement,  on 
trouvera 

1^r{t)=p, 

'-<■)= il- 

c„r(f)  =  so, 
(c,-<r,)r(0  =  co, 

cT(t)  =  Q'(t]+pj^. 
La  dernière  des  équations  (N)  sera 


d  ,^,   ^j-,        V.  dp        il'(t)  ' 
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ou ,  ce  qui  reviendra  au  même  , 

pj^[T{t)f[t,u))-T[t)f{t,u)±  =  o, 
ou  encore 

d{r[t)f{t,u)\^^ 
dt\        p        }        ' 

et ,  par  voie  d'intégration ,  on  en  tirera 

r{e)/{t,u)=pe{u)  =  a{t)c(u). 
Ainsi  la  fonctiony(/,  «)  sera  nécessairement  de  l'espèce 
f{t,u)du=zy(t)e{u), 
à  la  condition  d'avoir 

r[t)y{t)=p  =  a(t). 

Ce  résultat  ne  changera  rien  aux  expressions  des  quantités  9o  >  îi  >  ""o  )  "^i  >  dq  ;  mais 
il  servira  à  transformer  la  relation  initiale 

r{t)/(t,  II)  du  =  rfQ  -\-p  df 
en 

a{t)i{u)dti  =  Q'  [t)dt  +  pdv, 

puis,  en  divisant  par/j  =:  il(;),  on  aura  la  différentielle  exacte 

t(u)du  =  ^4^  dt-^dv, 
de  laquelle  on  tirera,  par  voie  d'intégration  , 

Ce  sera  l'équation  générale  des  courbes  -l  [v ,  p)  =i  u  en  v,t,  et,  pour  avoir 
l'équation  des  mêmes  courbes  en  v,  il  ne  s'agirait  que  d'éliminer  t  entre  l'équation 
trouvée  et  la  relation  p  :=  il  [t). 

On  aura  en  même  temps,  pour  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  d'un  point  /,  «  à 
un  autre  point  infiniment  voisin  t-{-  dt,  ii  +  du  , 

dq  ^=f{t ,  ii)du=:  y  [t)  £  [u)  du, 
ou 

r{t)dq  =  r{t)/{t,  u)du  =  T{t)y{t)s{u)du  =  a  [t]  s  {il) du. 

Mais  des  relations  de  cette  espèce  ne  seront  ni  plus  ni  moins  générales  que  celles  que 
l'on  trouvera  en  faisant 

£  (  K  )  =  I  , 

et  en  écrivant  simplement 

dq  =f[t,  II)  du  =  7  ( f ) du 
ou 

T  it)  dq  =  T  [t)  f  (t ,  u)  du  —  T  it)  y  [t)  du  =  a[t)  du  , 

58.. 
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par  suite , 

a{t)  du  =  Q'  {t)i/l-hpdi' 
et 

a{t) 

d'où  Ion  conclura,    par  voie   d'intégration,    pour   l'équation    générale   des   courbes 
■h  {p,p^  =  Il  ou  B'B«,  B',  B,  (/,,...  sur  \ai_fig.  2, 


u=f9:^d^. 


En  désignant  par  v,  c,  les  valeurs  de  v  qui  dépendront  de  deux  valeurs  différentes 
II,  II,  sur  une  même  droite  PI  ou  p  :=  ii{t)  parallèle  à  l'axe  Oi'^  on  aura  d'abord 
l'équation  trouvée,  puis 


j  "(') 


et,  en  soustrayant, 

«1  —  Il  =  V,  —   l'. 

Ainsi,  la  différence  w,  —  c  sera  constante  de  haut  en  bas  sur  la  y%.  2  entre  deux 
courbes  données  B'Bu,  BiB,  a,,  et,  par  suite,  toutes  les  courbes  de  détente 
■^  [v,p)  =z  II  seront  une  même  courbe  transportée  parallèlement  à  elle-même  le  long  de 
l'axe  O  V. 

Pour  l'une  de  ces  courbes  en  particulier,  c'est-à-dire  pour   une  valeur   constante 
quelconque  de  u ,  on  aura 

'Q'('). 


)"' 


et ,  au  moyen  de  la  notation  auxiliaire 


dEit)_q'(t) 
dt    ~-a(f)' 
on  aura,  sous  forme  plus  simple, 

.  =  u-E(t), 

puis,  à  une  autre  température  t',  le  long  de  la  même  courbe,  on  aura 

,>'~u  —  E{t'), 
et,  par  soustraction,  on  trouvera 

Ce  sera  la  commune  valeur  des  longueurs /(/ ,  bli,  b,B.,...  surh/ii;.  2,  et,  parcon- 
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séquent,  toutes  les  courbes  J/ (i', />)  =  «  seront  parfaitement  déterminées  dans  l'inter- 
valle de  deux  parallèles  à  l'axe  Oc  entre  les  températures  t„,  t,,  desquelles  on  connaî- 
tra la  fonction  Q{'),  et,  par  suite,  la  fonction  E(î);  ou,  réciproquement,  si  l'un  des 
arcs/'/  ,  B'B,  B',  B, ,...  était  connu  de  t„  à  t, ,  on  pourrait  s'en  servir  pour  en  déduire 
la  fonction  E  (f) ,  et,  par  suite  ,  la  fonction  Q  (t)  de  <„  à  t,. 
On  aurait  pour  l'équation  différentielle  de  la  courbe  donnée 

et,  en  multipliant  cette  équation  par/j  ^  a  (;),  on  trouverait 

pdv=  —q'{t)de, 
r'est-à-dire 

dQ  =  q'  {t)dt~—jjdi>. 

Ainsi,  l'accroissement  de  la  fonction  Q  devrait  être  égal  à  l'accroissement  de  l'aire  du 
triangle  A  «B  ,  et,  par  suite,  en  ne  préjugeant  rien  de  la  valeur  de  la  fonction  Q,  de 
la  fonction  Q  à  la  limite  inférieure  t„,  on  aurait,  def„  à  t, 


-/■ 


q(t)  =  qit„)~  I      /j<-A'  =  Q(?„)-f-aire  ABB'A'. 
Il  V  a  à  faire  remarquer,  d'ailleurs,  que,  d'après  l'équation 

la  fonction  li  (f)  satisfera  nécessairement  à  la  condition  ii(?j)=  o  quand  on  v  fera 
p  z=  o ,  et  que ,  par  suite ,  il  ne  saurait  plus  y  avoir  ni  chaleur  ni  force  vive  latente  le 
long  de  l'axe  Of. 

Ainsi,  la  quantité  Q  devra  être  rigoureusement  égale  à  l'aire  du  triangle  A«B. 

La  forme  des  courbes  B'B«,  B', B,»,  n'étant  pas  facile  à  déterminer  directement  de 
manière  qu'on  puisse  en  déduire  ensuite  l'aire  du  triangle  AiiB,  ou  seulement  l'aug- 
mentation de  cette  aire,  ABB'  A',  de  t  à  t',  je  suppose  que  l'on  ait  réussi  à  trouver  expé- 
rimentalement une  fonction  c  (  t)  qui  soit  telle,  que  la  différentielle  de  cette  fonction 
c'  (t)dt  puisse  représenter  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller  les  quan- 
tités V,  p  du  mélange  le  long  d'une  courbe  donnée  cpielconque  sur  la  fig.  i ,  supposée 
représentée  par  l'équation 

!■  ^  «' =  fonction  (f). 

En  faisant,  alors, 

dq  z=  c'  [t]  de 
dans  la  relation  de  princijie 

r  [t]  dq  =  T  {t)f{  t,  II)  du  =r{t)y{t)  du  =  11  {t)du  :^dq-hp  do, 

on  trouvera  le  long  de  la  courbe  donnée 

(/Q  =  r  [t\  c'  [t]dt  —  i>  riw , 
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et,  par  voie  d'intégration  ,  on  en  déduira 

q(t)  =  fr{t)c'(t)dt-fpdc^, 

en  observant  que ,  à  la  rencontre  de  l'axe  Oc,  on  devra  avoir 

c'{u)  =  o, 
à  cause  de  la  relation 

On  aura  ,  en  même  temps , 

dt  a(f)  a{t) 

et ,  en  intégrant , 

puis,  entre  deux  limites  données  f,  t' , 

f'  r{t)c'  (t)dc     ,   , 

et,  par  suite,  en  remontant  à  l'équation  générale  des  courbes  ■^{v,p)  =  u, 

C ''  T  (t)  c' h)  dt      ,    , 

„_.'=E(f')-E(/)=j^         \o(,)         -K-'"). 

ou ,  ce  qui  reviendra  au  même , 

r''  rlt)cUt)di 

ou  encore 

La  courbe  dont  l'équation  est 

(■  =  H'  =  fonction  [t) 
pourra  notamment  être  la  ligne  /„//'  de  \a_fig.  2,  et,  alors,  l'intégrale  définie 

r''  i-{t)c'{t)dt 
Je  "(0 

représentera  la  longueur  i i-  sur  la^g-  2. 

Pour  celle  des  courbes i}*  {",/')  =  "  qui  partira  du  point  I',  on  devra  faire 

.''  =  W, 
et  l'on  trouvera 

-rr  ,     ,  s        C  r{i)c'(i)dt 
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mais  la  courbe  l'K  n'existera  réellement  dans  l'intervalle  de  /  à  t'  qu'autant  que  la 
valeur  trouvée  pour  v  —  w  n'excédera  pas  la  limite  W  —  w. 

De  toute  manière,  et  sans  connaître  la  fonction  Q  (') ,  on  aura  |)i>iir  la  quantité  de 
chaleur  latente  7  de  B  en  B, , 

et,  par  conséquent,  en  désignant  par  L  la  quantité  totale  de  chaleur  latente  de  /  eu  I, 

Lr(0  =  /'(W  — «■). 

L'expérience  devra  faire  connaître  si  cette  relation  est  exacte  ou  non. 

11  y  a  faire  remarquer,  à  ce  sujet,  que,  quelle  que  puisse  être  la  loi  de  la  chaleur 
latente  L  en  fonction  de  f ,  si  l'on  désigne  par  x  la  fraction  de  la  masse  totale  actuelle- 
ment transformée  en  vapeur  et  par  /  la  quantité  de  chaleur  latente  qui  sera  nécessaire 
pour  produire  la  quantité  de  vapeur  x,  on  aura  nécessairement,  d'une  part, 

V  =:  (l  —  x)w-\-  xW  =:  M"  -I-  (W  —  f  )x, 


et,  d'autre  part. 


puis,  en  remplaçant  x  par  x. 


W 

—  w 

Lx 

= 

L(.- 

-<v) 

W- 

—  w 

V  — 

w 

w  — 

w 

=  x. 

"i  — 

iV 

W- 

■  <v 

v,  f 

et,  en  soustrayant, 

/,— 

TT        '  Vf  —  w 

La  différentielle  l,—  l  sera  la  valeur  précédente  de  g.  Ainsi  la  proportionnalité  de  «7  à 
la  différence  f, — c  sera  une  chose  absolument  certaine;  mais  ce  qui  aura  besoin  d'être 
vérifié,  ce  sera  la  relation 

De  même ,  après  avoir  trouvé  ,  de  B  en  B, , 

qr{t)  =  p{u,  —  u), 
on  trouvera,  de  B'  en  B', , 

9'r(f')=/<'(«,-a), 
et  l'on  en  conclura 

?r(0  ^p 
q'r[t')      p'' 
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Donc ,  avec  l'hypothèse 

r(f)  =  constante  G, 
on  aurait 

l'       !>'  ' 

et  comme ,  dans  l'allure  de  la  machine  de  Watt,  le  rapport—,  ne  sera  que  de  -—  envi- 

p 

ron,  on  doit  conclure  que,  dans  ce  cas-là,  avec  une  machine  à  vapeurthéoriqueinent  par- 
faite qui  servirait  à  faire  obtenir  une  quantité  de  force  motrice  égale  à  l'une  des  aires 
quadrilatérales  BB'B'iB,  de  \Afig.  i,  le  condenseur  ne  recevrait  que  la  dixième  partie  de 
la  quantité  de  chaleur  latente  qui  aurait  été  dépensée  par  la  chaudière  ;  les  -f^  de  la 
même  quantité  de  chaleur  latente  seraient  convertis  en  force  motrice,  ce  qui  est  con- 
traire à  tous  les  faits  d'expérience. 

La  surface  de  chacune  des  aires  quadrilatérales  BB'  B',  B,  que  l'on  pourra  former  sur 
\9.fi§-  2  sera  d'ailleurs  exprimée  par  la  formule  générale 

S  =  7' r  (f')  -  9 r  [t)  =  [p'  - p)  {«,-  «), 

dans  laquelle  on  devra  mettra  pour  «,  —  u  la  commune  longueur  des  bases  égales 
BB,,B'B',. 

Le  plus  grand  de  ces  quadrilatères  sera  celui  que  l'on  trouvera  en  faisant 

«I  —  «  =  W  —  tv'. 

Ainsi,  on  aura 

aire  //'l'Is-^  aire  hi'V  'R  :={p'  —  /»)(W —  «-'), 

et  le  second  membre  pourra  être  transformé  en 

^^L'r(0. 
p 

Pour  avoir  l'aire  du  triangle  ii'  /<  ,  on  prendra  l'intégrale  définie 

y(t)c'(t]dt, 


i: 


le  long  de  la  courbe  /(',  et  l'on  en  retranchera  ce  que  deviendra  l'expressicm  du  pro- 
duit qr  [t]  quand  on  y  fera 

II,  —  n  -^  i À  . 
On  trouvera  de  cette  manière 


X''  r'   r {t)c' If ■  , 

T{t)c'(t}dt-pj^       -^^fjj-d'. 


En  négligeant  les  aires  triangulaires  ih  i',  i  h'i',  cette  expression  deviendra  la  mesure 
tres-approchée  de  l'augmentation  de  force  motrice  que  l'on  obtiendra  dans  une  ma- 
chine à  détente  complète  par  rapport  à  une  machine  sans  détente,  la  quantité  de  force 
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motrice  de  la  machine  sans  détente  étant 

aire  hi' V H  ='^-^  LT  {l'). 

La  quantité  de  chaleur  à  fournir  par  la  chaudière,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  sera 

r(t')  —  c{t)-h'L'. 

Dans  la  machine  à  détente  complète,  le  condenseur  recevra  uneqiianlité  de  chaleur  «y 
qui  dépendra  de  la  relation 

tfT  [t)—p{a,  —  u)=/>>Z!}s., 
et  comme  on  a  eu,  d'une  part, 


(R  =W 


.1.    "  I 


d'autre  part , 

L'r(f')=r//CW  — «-'), 
on  trouvera 

^      p'  r(f)  r(OJ,        -a(r; 

Avec  l'hvpothèse  Y [t]  =  constante,  cela  se  réduira  à 
p     ,  r''c'{t)dt 

p'  '  Jt        ^(') 

Dans  la  machine  sans  détente,  le  condenseur  recevra  en  plus  une  quantité  de  chaleur 
q  parfaitement  équivalente  à  la  quantité  de  force  vive  non  réalisée,  et,  par  conséquent, 
on  devra  poser  l'égalité 

r''  r''f(t)c'(i) , 

^r(?)  =  aire(i'^=  I      V  [t)c' {t)  dt  —  p  {         \^,^:  '  dt , 
de  laquelle  on  tirera 

I    r'     .  .,         p    r'  r"(/)c'(f) , 

'      ^[tj,       ^  '     ^  '         r(t)J,       a{t) 

par  suite,  la  quantité  totale  de  chaleur  reçue  par  le  condenseur  dans  la  machine  sans 
détente  sera 

p'  T^C)  r(r)  J, 

Avec  l'hypothèse  r  (t)  =  constante,  cela  se  réduira  à 

!^v  +  cit')-c{t), 
p 

et,  comme  la  chaudière  aura  fourni  en  tout 

<  .t']  —  c  ./]  ■+-  V, 
Tome  XMII  — Novembre  iS53.  -'y 
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on  voit  que  la  quantité  de  chaleur  sensible  c{t')  —  c(f)  se  retrouvera  intégralement, 

tandis  que,  de  la  chaleur  latente  totale  L',  il  ne  restera  que  la  fraction  —,i  laquelle 

fraction  sera  de  -^  environ  dans  l'allure  de  la  machine  de  Watt;  ce  qui  est  positive- 
ment en  opposition  avec  tous  les  faits  connus. 

Telles  sont  les  théories  bien  complètes  auxquelles  on  arrive,  tant  pour  les  gaz  per- 
manents que  pour  les  vapeurs,  quand  on  admet  en  principe  que  la  fonction  Q  de  mes 
raisonnements  ne  doit  varier  qu'avec  t,  ou  quand  on  admet,  soit  la  relation  unique 

aire  ABB'A'-  =  aire  A,B,B',  A', , 

soit  les  deux  relations  distinctes 

7  r  (/)   =  aire  ABB,A,, 
q'r{t')  =  aire  A'B'B'.A',  ; 

car  lune  de  ces  trois  choses  entraînera  toujours  les  deux  autres  avec  toutes  les  consé- 
«juences  que  je  suis  parvenu  à  démontrer. 

Ce  que  j'en  ai  dit  jusqu'ici  n'a  pour  objet  que  de  faire  voir  la  complète  impossibilité 
d'admettre  une  pareille  hvpothèse,  sinon  pour  les  gaz  permanents,  du  moins  pour  les 
vapeurs,  et  si  l'on  s'étonnait  de  la  grande  longueur  ou  de  la  minutie  de  quelques-uns 
des  développements  dans  lesquels  je  suis  entré  pour  établir  une  pareille  négation  ,  je 
dirais  que  j'ai  cru  devoir  saisir  avec  empressement  et  comme  ime  véiitable  bonne  for- 
tune, la  double  occasion  de  répandre  encore  bien  des  éclaircissements  utiles  sur  les 
fig.  1  et  2,  et  de  faire  connaître  surtout  l'enchaînement  méthodique  de  mes  formules 
dans  un  cas  très-simple,  avant  que  de  m'en  servir  dans  l'entière  généralité  dont  ces 
formules  sont  succeptibles  et  que  je  parviendrai  à  leur  donner  bientôt  sous  formes 
très-explicites.  A  ce  point  de  vue,  il  m'eût  été  bien  difficile  de  choisir  un  meilleur 
exemple  que  celui  qui  s'est  trouvé  si  naturellement  dans  mon  chemin. 

CHAPITRE  YII. 

Théorie  plus  générale  en  admettant  que,  pour  les  gaz  permanents .  la  fonction 
f{l^u)  ne  cessera  pas  d'être  de  r espèce  /"(/,  m)  =  y  (<)  s  («)  comme  pour  tes 
vapeurs,  et  en  invoquant,  en  outre,  la  relation  t^p  ^  a  (t)  de  la  loi  de  Mariotte , 
ou  même  la  relation  plus  générale  p'ù  (i^)  =  a[t).  — Application  de  celte  théorie 
au  phénomène  de  l'écoulement  d'un  gaz  permanent. 

(Juand  on  veut  fonder  la  théorie  calorifique  et  dynamique  d'un  fluide  élastique, 
sans  faire  aucune  hypothèse,  on  ne  doit  partir  que  des  forniidcs  (L) ,  (M),  (N),  (0), 
en  regardant  comme  connues  les  courbes  f  ('',  p]  =:  l,  et  en  se  proposant  de  déter- 
miner la  nature  de  chacune  des  fonctions  Q,  r  {i),  /[t,  ii)  d'après  certains  résultats 
expérimentaux;  et,  d'abord,  pour  aller  du  simple  au  composé  par  une  marche  natn- 
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rellement  progressive,  je  reviendrai  au  cas  déjà  examiné  où  la  fonction  Q  serait  unf 
fonction  de  la  variable  ^seulement. 
Dans  cette  supposition,  on  trouvera 

(iq  _  rlQ  (il 

dv  de  dv 

dq  _  dq  dt 

dp  dt  dp 

dq  de     dq  dt  _ 

dv  dp        dp  dv 
et  la  dernière  des  équalions  (K)  se  réduira  à 

T[t)f{t,u)  dt 

d         '^, =''Tp- 

dt 


r(0/(f.«j 


et,  par  suite. 


puis,  dans  le  cas  des  gaz  permanents,  on  n'aura  qu'à  invoquer  la  loi  de  Mariolte  pour 
avoir 

vp  =  a{t), 
d'où 

,idt\  I    dt  p 

''="^'^d.'  .      d.=vv: 

)  c'est-à-dire     ■; 

, ,  .  dt      \  t  dt           I' 

»  =a'(t)—,    ]  f  —  =  -;— , 

"Pi  \  <Jp       "  J) 

dt  _     vp      _a{t) 
dp       "' (t)        a'(/) 

Ainsi,  dans  ce  cas-là,  le  second  membre  de  la  condition  nécessaire  se  réduira  à  une 
fonction  de  t. 

Pareille  chose  arrivera  quand,  au  lieu  delà  relation  ip  =  a  [t]  voulue  par  la  loi  de 
Mariotte,  on  admettra  la  relation  plus  générale 

■  p  a  {  v)  :=  a  {t)  ; 

car,  en  différentiant  une  telle  relation  sans  faire  varier  v,  on  aura 

.i.)  =  a'{t)-, 

d'où 

dt  w  (p) 

dp~a'(ty 
puis 

dt       p  o>(v)       a  (t) 


^  dp         a' [t)         a'[t] 


59- 
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Ainsi  le  résultat  ne  changera  pas,  quelle  que  puisse  être  la  nature  de  la  fonction 

Quand  on  supposera 

«(")  =  ", 

on  retrouvera  la  loi  de  Mariette  et  toute  la   théorie  précédemment  exposée  des    ga/ 

permanents. 

Qnand  on  fera 

M  (c)  =  constante  =;  i, 

et  que,  en  niêrae  temps,  on  remplacera  la  fonction  a (f)  par  la  fonction  ii(n,  on 
retrouvera  toute  la  théorie  précédemment  exposée  des  vapeurs. 

Mais  le  tout  est  fondé  sur  la  supposition  non  admissible  que  la  fonction  Q  doit  dé- 
pendre de  la  température  /  seulement.  Quand  on  rejette  cette  supposition,  la  dernière 
des  équations  (N)  se  présente  sous  la  forme 
V[t)f(t,u)       _idQ 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  le  même  que  précédemment  et  se  réduira 
à  une  fonction  de  t  seulement  toutes  les  fois  que  l'équation  des  courbes  9  iV,  p^  =1  t 
sera  de  la  forme 

pu{v)  =  a{t); 

mais  l'autre  terme,  qui  dépendra  principalement  de  la  nature  des  courbes  ij»  (  i' ,  />  ;  =  «, 
ne  sera  pas  nécessairement  égal  à  zéro  et  pourra ,  à  la  rigueur,  être  envisage  comme 
une  fonction  quelconque  des  variables  v,  p,  excepté  dans  le  cas  d'un  mélange  de 
liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide,  oij  ce  devra  être  une  fonction  de  /  seule- 
ment ,  ainsi  que  je  vais  le  démontrer. 

D'abord,  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  sature^'  de  et-  litpiide,  on  aura 
p  =  il{t), 
par  suite, 

(Iv 
et  la  condition  nécessaire  se  réduira  à 


\dt      dqde  _    dt       ^dQdt       dq  de\ 
d   ,     ,  ,  „,         ,.  "~  V  dr     '   '^  )  djj~dJ7  7i'~^dJ>~^  {lÛ^  d^~  d}^  7,'}' 


r(t)f{t,u)     ^1'^        \± 

d  ,     ,  ,^,        M        \d,''l  dp 


On  aura    en  même  temps,  pour  l'expression  de  la  ilialeur  latente  par  unité  de  volume, 
dq^ 
dv-j 


^r(0=7,r(0  =  5V/. 
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D'autre  part,  si  l'on  retourne  à  la  fig.  2  et  qu'on  désigne  par  : 
X  la  fraction  de  la  masse  entière  actuellement  transformée  en  vapeur  ; 

V  le  volume  correspondant  du  mélange; 

w ,  W  les  limites  du  volume  v  pour  a?  =  o  et  x  ^  i  ; 
/  la  quantité  de  chaleur  latente  qui  sera  nécessaire  pour  produire  la  (piantite  de 

vapeur  x; 
L  toute  la  chaleur  latente  de  la  vapeur  pour  x  =:.  \; 

On  aura  nécessairement 

1'=  (l—  .r)  «•  +  J-W=  <i'  +  (W  —  n-jx, 


/=Lj-  = 


/ 


W  — «' 


W  — I 


L  W  —  w 

puis ,  en  remplaçant  x  par  x, , 


L  W  —  «• 

et,  en  soustrayant  la  précédente  formule  de  celle-là  , 

/,  —  /  V,- 


L  W  — w 

d'où,  enfin, 

U—l  L  c        ■      , 

^ =  fonction  [t  . 

l'i  —  c        w  —  w 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  sera  la  valeur  du  rapport  de  dq 
à  rfc,  ;  ce  sera  la  quantité  de  chaleur  latente  par  unité  de  volume,  et,  par  suite,  il 
faudra  que  l'on  ait 

-^+;,=  — —ï^-=  fonction  (0- 

On  conclura  de  là  ,  non  pas 

Q  =  fonction  (?), 

mais 

dÇ\        Lr(0  ,  ,  ,   , 

-t;  =        _      —  l>  =  fonction  (/j=  h{t). 
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et,  par  suite  , 

ce  qui  me  permettrait  d'achever  immédiatement  la  théorie  exacte  d'un  mélange  de 
liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide  ;  mais  je  préfère  ajourner  la  théorie  des 
vapeurs  et  ne  m'occuper  d'abord  que  de  celle  des  gaz  permanents. 

Je  me  borne  donc  à  observer  que,  pour  tout  mélange  de  liquide  et  de  vapeur 
saturée  de  ce  liquide  ,  on  aura  nécessairement 

T(t)flt,u)           (          dq\dt               Lr(0               r       ■      ,.          < 
^    ^   '-^^  '    '      —  U  +  ->     —  =  -— --—-.  =  fonction  U)  = • 

Je  pose 

d'où 

-[r(t)/lt,u)]  =  e"(''"^^o>{t,  «1, 

et  je  trouve  que  la  condition  fondamentale  de  la  théorie  se  réduira  à 

'-^{t,u)  =  g[t). 

Je  multiplie  cette  équation  par  dt  et  je  l'intègre,  en  observant  que  la  constante  arbi- 
traire de  l'intégration  pourra  être  une  fonction  ([uelconque  de  la  variable  u  ,  ce  qui  me 
fera  avoir 

0.  [t,  u)  =fg  (t)  dt  +  h(u)  =:  g,{t)  +  h{u), 
puis 

Donc,  pour  tout  mélange  de  li<|uide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide,  la  fonction 
fit,  u)  sera  nécessairement  de  l'espèce 

/(',«)  =  7(0^  («)• 
Pareille  chose  arriverait  pour  tous  les  gaz  permanents  si ,  après  avoir  admis  la  loi  de 
Mariotte  ,  ou  même  la  relation  plus  générale 

pu,{f)  =  a{t), 

on  avait 

f/Q  dt        dQ  dt       .       .      ,  ^ 

— i i  —  =  fonction  (i). 

dv    dp        dp   dv 

Réciproquement,  s'il  était  démontré  que  pour  les  gaz  permanents  la  fonctiony^(f ,  h) 
ne  doit  pas  cesser  d'être  de  l'espèce  7  [t)  t{u\  comme  pour  les  vapeurs ,  on  en  conclu- 
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rait  que  le  second  membre  de  la  dernière  des  équations  (N  )  doit  être  une  fonction  de  / 
seulement  ;  de  telle  sorte  que  si  l'on  admettait ,  en  outre ,  la  relation 

y;  w  (  c  )  =  a  (  f  ) , 


on  trouverait 

riqdl  dQ  dt  _      T[t)'/{e)  a(l) 

dv  dp  dp    dv         d  ,     ,  .      ,   ,  a' [t] 

'  ;^,(r(^)7(0J 


^  fonction  (t). 


La  loi  physique  la  plus  générale  que  cela  entraînerait,  ce  serait  de  rendre  égal  à  une 
fonction  de  t  seulement  le  commun  numérateur  de  celles  des  formules  (N)  qui  repré- 
sentent, d'une  part,  la  chaleur  latente  </'/,  le  long  des  courbes 'f  {i>,p)=:  t,  et,  d'autre 
part,  la  différence  c„ —  c,  des  chaleurs  spécifiques  à  pression  constante  et  à  volume 
constant . 

De  plus  ,  dans  la  région  de  la^g-  i  où  il  serait  permis  d'invoquer  la  loi  de  Mariette  , 
on  aurait 

i>p  =  a{t), 

dt  _     p 

dv  "  «'(?)' 
dt  _      « 

et,  par  suite, 

dt  dt  vp  n{t) 

dv  dp        a'  [t)        «'(')' 

c'est-à-dire  que  le  dénominateur  de  l'expression  servant  à  représenter  la  valeur  du  pro- 
duit {c„  —  C|  )  r  [t]  deviendrait  aussi  une  fonction  de  t  seulement. 

Ainsi  la  différence  c„  —  c,  serait  constante  le  long  de  chacune  des  courbes  c/[v, p)^=  t 
et  pourrait  varier  comme  on  voudrait  de  l'une  de  ces  courbes  à  l'autre. 

Or,  de  cette  remarque,   conjointement  avec  la  circonstance  déjà  expliquée  (|ue , 

dt 
dans  le  second  membre  de  la  condition  nécessaire ,  il  y  aura  au  moins  le  terme  p  —— 

dp 
qui,  dans  la  région  la  plus  utile  de  \?ifig-  i,  variera  avec  t  seulement ,  je  conclus  que, 
alors  même  que  l'expérience  ne  vérifierait  pas  l'hypothèse 

r/Q  dt  dqdt  ^  .  ,  , 
-^^  —  —  -^  -  =  fonction  0 
dv  dp        dp   dv 

dans  toute  l'étendue  de  \itjig-  i,  il  devra  être  permis  ,  du  moins,  de  faire  usage  d'une 
telle  hypothèse  dans  toute  bande  indéfiniment  longue  qui  n'interceptera  que  des  arcs 

d'une  faible  longueur  de  chacune  des  courbes  ?('',/•>)  =  t. 

Je  veux  dire,  en  un  mot,  que  si  l'hypothèse  en  question  n'est  pas  rationnellement 
exacte  dans  toute  l'étendue  de  \!i/îg.  i,  elle  doit  me  faire  trouver,  du  moins,  des  re- 
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lations  qiiasi-osculatrices  à  celles  de  la  théorie  complète  dans  une  bande  plus  ou  moins 
large  et  indéfiniment  longue,  qui  pourra  être  choisie  de  manière  à  renfermer  celles  des 
quantités  i',  p,  t  pour  lesquelles  la  connaissance  des  phénomènes  calorifiques  d'un 
fluide  élastique  offrira  le  plus  d'intérêt. 

Je  me  propose  donc  de  fonder  maintenant ,  sinon  la  théorie  complète  et  définitive 
des  gaz  permanents  ,  du  moins  la  théorie  approximative  que  je  viens  de  faire  entrevoir, 
sauf  ultérieurement  à  lui  faire  faire  un  nouveau  pas  et  à  traiter  enfin  le  sujet  dans  sa 
plus  grande  généralité  possible. 

La  seule  chose  à  faire  pour  atteindre  le  but  actuel,  ce  sera  de  savoir  trouver  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  aux  différences  partielles  de  la  forme 

—^ T-i  —  =:  fonction (<), 

(ir   dp        dp   dv  ^    " 

et  il  sera  d'autant  plus  convenable  d'envisager  ainsi  les  gaz  permanents,  que  de  la  même 
intégrale,  supposée  connue,  dépendra  nécessairement  la  théorie  exacte  des  vapeurs. 
Je  continue  donc  à  supposer  que  l'on  doive  avoir 

P<^  {")  =  "{(), 
et  j'en  conclus 

pa,'[v)  =  a'{t)--, 
.{.)=.  a' [t]-; 

puis ,  en  tirant  de  là  les  valeurs  des  dérivées  de  f  en  c,  p,  et  en  les  substituant  dans  la 
proposée,  il  me  faudra  trouver  l'intégrale  générale  d'une  équation  de  la  forme 

— ^«(d)  —  r-^pa  ((•    =  fonction  [tj. 


Or,  on  satisfera  à  une  telle  équation  en  écrivant 


les  lettres  b ,  p  servant  à  désigner  des  fonctions  arbitraires  de  la  variable  /. 

Ce  sera,  d'ailleurs,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée,  car  il  me  sera  tou» 
jours  loisible  de  considérer  la  quantité  cherchée  Q  comme  une  fonction  de  f,  f,  ce  qui 
me  fera  avoir,  en  principe  , 

dQ  _dq{i',t]di     dqii',t) 


et ,  par  suite, 


dv 

de 

dv 

dv 

dq_ 

dp 

rfQ(n, 

dt 

t, 

de 
Tp 

-h  G, 

dqdi 

dq 
dp 

dt 

dv 

= 

r/Q(.. 

t]dt 

dv    dp 

rf^ 

dp 
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puis ,  de  la  relalion  supposée 

je  tirerai 

lit  _  w  (c) 

^  "~  a'  (t) ' 
et  il  me  faudra  intégrer  la  formule 

^\  '    '  -7^4  =  fonction    t) , 
dv        a' [t]  ^  ' 

ou ,  ce  qui  reviendra  au  même , 

rfQ(i',  t)  _  fonction  [t]  _  b{e) 
dv  '^{^)  '■*(") 

et  cette  dernière  équation  aura  manifestement  pour  inléi;rale  générale  l'expression  déjà 
écrite 

Cela  posé,  quand  on  fera 

(,)((')  =  constante  ^=  t , 

on  aura,  pour  la  théorie  exacte  des  vapeurs  dont  je  m'occujierai  spécialement  par  la 
suite , 

et  quand  on  fera 

.(.)  =  .', 

on  trouvera  pour  la  théorie  au  moins  très-approchée  des  gaz  permanents  supposes  assu- 
jettis à  la  loi  de  Mariotte , 

Q=  b[t)\o<iv  +  i^[t). 

On  aura ,  en  même  temps , 

vp:=a{t), 

dt p 

dv  ~  a'  (t)  ' 
dt  _      y 
d'p~VTt)' 


puis 


rfQ  dt       dq  dt  _  b  (t)  dt  _  b{t) 
dv  dp        dp  df  I'      dp        o' {l) 

dt  i'p  a  \  t) 

^  dp  ~  a'  {t)  ~  "'  {t)' 
TomeXVIII.  —  Novembre  i853. 
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par  suite,  le  second  membre  de  la  condition  nécessaire  se  réduira  à 

a'[t) 

et  comme  ce  sera  une  fonction  de  t  seidement,  il  faudra  que  la  fonction  /"(f,  u)  soit 

de  l'espèce 

f[t,u)  =  'i{t)t[u). 

D'autre  part,  une  relation  de  la  forme 

r  [t)dq  =  r{t)/{t,  u)  du  =  r{t)y(t)e  {u)du 

ne  sera  ni  plus  ni  moins  générale  que  l'expression  plus  simple 

r[t)dq=  r{t)f{t,  u)du  =  r{t)'/{t]du  =  /.  [t)du, 

et ,  si  je  me  sers  définitivement  de  cette  notation ,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  Ton 

ait 

k{t)  ^a[t)  +  b(t) 
k'{t)  a'{t)        ' 

d'où 

k[c)a'{t)-a[t)k'[t)  _k[tYd  ^a{t)\ 

^>  k'[t)  -  k-{i)dt\k(t)y 

et,  par  suite,  après  réduction, 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  connues  de  la  fonction  Q  et  de  ses 
dérivées  en  v,p,  on  aura  d'abord 

Q  =  /.(01o,.-Hp(0  =  ^-^^^-'%;'^)^^^og.+  ^(0 

puis ,  en  ayant  égard  à  la  relation 

_^   èjO  ^  a(t)-hb{t)  ^  kjtja'jt) 
V  <'  k'  [t)v     ' 

on  trouvera 

En  faisant  la  somme  de  ces  deux  équations  multipliées  respectivement  par 
dv  dp 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  471 

et ,  en  tenant  compte  de  la  relation 

l'dp  -\-  pdv  =L  d(v,  p)  ^  a'{t)dt, 
on  trouvera 

;U_)1    ,     .    a'(t)d. 

J-{t)\    ^  k'{t] .' 

On  arrivera  au  même  résultat  en  tirant  directement  la  valeur  de  du  de  l'équation 
fondamentale 

dQ=  r{e)f{t,  u]du  —pdv  =  /([t)du—  pdv, 

ce  qui  fera  avoir 

dQ-i-pdv, 


du=[^i"-:^]io,.^nL^\d. 

\dt{k'{t})    ^   ^/(O) 


et,  en  y  faisant 


par  suite , 


du  ^ 

HO 

a{t) 
p=-^, 

Q  =  *(01og.'-4-p{0, 


dv 

dq=  b(t}  -  +  [b' {t)\ogv  -h  ?,'  {t)]  dt, 


dQ-hpdi>        a(t)-hb(t)dr        b' (  t)  ^  ,        3' (0   , 

mais  il  faudra  que  le  second  membre  soit  une  différentielle  exacte  en  v,  t ,  et  comme 
le  dernier  terme  sera  une  différentielle  exacte  en  t ,  U  sera  nécessaire  et  suffisant  que 
les  deux  premiers  ternies  fassent  une  différentielle  exacte  en  i',  t,  ce  qui  exigera  que 
l'on  ait 


et,  par  conséquent, 


d  /n(l)-t-b!t)\  _  d  (l^'tt)  \ 

dt[       i{t).       )-d.{jjr)    °S"J' 

d  ^a{t)-hb(t]\_b'{c) 
dt{        i[t)       }        A(0' 


puis,  en  développant , 

k{l)  [a'{t)  +  b'  (0.1  -  IXO  +b{t)]  k'  (0  =  /-  (0  b'{t), 

et ,  en  réduisant, 

k[t)a'[t)-\a{t]  +  b[t]]k'{t)=o, 
c'est-à-dire 

k{t\  _a[t)-^b{t) 
k'{t)-        a'(r)        ' 

6o. 
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ou  bien 

i(t)a'(t)-a{t)A-'{t)  _i{^d_(u^\ 

comme  tout  à  l'heure. 

L'expression  de  f/a  sera  aussi  la  même,  et,  par  voie  d'intégration,  on  en  i-onclura 

Ce  sera  l'équation  générale  des  courbes  B'Bii ,  B',  B,  «,,...  ,  sur  la  Jîg.  i ,  en  fonction 
de  (',  t  comme  variables  indépendantes.  En  y  joignant  la  relation  vp  =  a  (t) ,  il  ne 
resterait  qu'à  effectuer  l'élimination  de  t  pour  avoir  l'équation  générale  des  mêmes 
courbes  en  v,  p. 

En  désignant  par  p,  i',,  les  valeurs  de  >■  qui  dépendront  de  deux  valeurs  différentes 
II,  u,  le  long  d'une  même  courbe  'j  {v,  p)  =z  t,  on  aura  à  la  fois  l'équation  précé- 
dente et  celle-ci  : 


puis ,  par  soustraction  ,  on  trouvera 


ou ,  mversement , 


log  .',  —  log  i' = -^  («,—«)• 


Ainsi  la  différence  des  logarithmes  de  v,  v,  variera  proportionnellement  au  rapport  de 
k'  {t)  ii  a'  [t')  de  haut  en  bas  sur  \a.fig.  i,  pour  tous  les  arcs  BB,,  B'B', ,. .  . ,  limités 
par  deux  courbes  données  B'B«  ,  B'.B,  u,  ou  Sf  [v,  p)  =:.  u ,  -J^  [v,  p)  z=  u, ,  et,  par  suite, 
la  connaissance  d'une  seule  de  ces  courbes  entraînera  celle  de  toutes  les  autres. 
A  une  autre  température  t',  on  aura 

a'(f) 


et ,  par  suite, 


"  =  F(7]'°s 


a'(f')         ./,        a'{l)        , 
,, ,  ,    les  -7  =  -rrr-i  'oR 


ce  qui  permettra  de  tracer  immédiatement  toutes  les  courbes  ij;  ( ''»/*)  =  «  dès  l'instant 
que  l'une  d'entre  elles  sera  donnée. 

Pour  une  de  ces  courbes  en  particulier,  c'est-à-dire  pour  luie  valeur  constante  quel- 
conque de  u ,  on  aura 
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et ,  au  moyen  de  la  notation  auxiliaire 

ou 

on  aura  ,  sous  forme  plus  simple, 

puis,  à  une  autre  température  t\  le  long  de  la  même  courbe, 

"  =  F(?")    *''    ^^  '' 

et ,  par  soustraction ,  l'on  en  déduira 

Ces  formules  pourront  être  remplacées  par 

k'  (0 

_  ^i(»-K(.))      ,y[')" 

k'(t') 


^i"^''' 


ou  par 


"'('') 


et  le  résultat  de  l'élimination  de  u  équivaudra  à 


,E(<')-E(() 
Ainsi  toutes  les  courbes  ■!/{<;  p)  =  «  seront  parfaitement  détenninces  sur  la /g',  i, 
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dans  l'intervalle  des  courbes  vp  =  te,  fp  =z  t,  entre  les  températures  /»,  ?, ,  desquelles 
on  connaîtra  les  fonctions  a  (t).  A-  [t],  p  (f),  et,  par  suite,  E  (/). 

Réciproquement,  si  l'une  des  courbes  ^!/(c,  p)  ^=  u  était  connue  de  /„  à  ?, ,  on 
pourrait  s'en  servir  pour  déterminer  la  fonction  E  (;  ) ,  et ,  par  suite,  la  fonction  |3  (f) , 
pourvu  que  les  fonctions  a  [t),  k  (t)  fussent  déjà  connues. 

D'abord,  en  joignant  à  l'équation  de  la  courbe  donnée  la  relation 
i'P  =  a(t) 

supposée  connue  ,  on  trouverait  la  température  f  en  chaque  point  de  la  courbe  donnée, 
et,  par  suite,  on  arriverait  à  regarder  les  coordonnées  f,p  de  la  courbe  donnée 
comme  des  fonctions  parfaitement  déterminées  de  t. 

On  trouverait  ensuite,  à  l'aide  des  formules  précédentes  le  long  de  la  courbe 
donnée,  d'abord  sous  forme  différentielle 


(It 
puis ,  en  intégrant. 


"'=-i"p^M' 


et ,  en  intégrant. 


et  cela  suffirait  pour  tracer  toutes  les  autres  courbes  ^[v,p)  =  u  dans  l'intervalle 
compris  entre  les  deux  courbes  indéfinies  vp  =  a  (?„),  vpz=  a{t,)  entre  les  tempéra- 
tures ta ,  f,  desquelles  on  connaîtrait  l'une  d'entre  elles. 
Quant  à  la  fonction  Q  ,  on  aurait 

ou  ,  en  procédant  par  parties  au  second  membre, 

P(O-p{0=-'!-(')(^|log/-^log.)+^'   «'(Mlog-rf.; 

puis,  du  moment  où  la  fonction  P{t)  serait  connue,  on  n'aurait  (ju'à  la  substituer 
dans  la  relation 

Q=6(/)log..+  p(0, 

pour  obtenir  l'expression  générale  de  la  fonction  Q{t)  dans  le  même  intervalle  que 
celui  où  l'on  connaîtrait  les  arcs  de  toutes  les  courbes  •^[v,  p)  ^  it. 

Te  ne  m'arrête  ])as  à  cette  substitution,  parce  qu'il  ne  sera  pas  facile  de  déterminer 
directement  l'une  des  courbes  BB' h  ,  B',B,k,, 

.Fe  suppose  donc  que  l'on  ait  réussi  à  déterminer  expérimentalement  une  fonction 
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r[i)  qui  soit  telle  que  la  différentielle  de  cette  fonction  c'  [t)  ilt  puisse  représenter  avec 
un  degré  d'approximation  suffisant,  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller 
les  quantités  f ,  /  d'un  gaz  permanent  d'un  point  c,  <  à  un  autre  point  v  -\-dv,  t  -+•  dt  le 
long  de  la  courbe  donnée  supposée  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

p  =  H'  =  fonction  [t'j. 
En  faisant  alors 

dqT=c'{t)dt     et     i'  =  n' 
dans  la  relation  de  principe 

T  [t)dq  =  r(t)/(t,  u)  du  =  T{t)y(t)du  =  k{t)du, 

on  trouvera  le  long  de  la  courbe  donnée,  sous  forme  différentielle, 

V{t)c'lt)dt 
du  = —  1 

/.[t] 

et,  en  intégrant, 

"-/^'-'- 

mais,  d'après  l'équation  générale  des  courbes  ■i(f  ,/j)  =  u,  on  devra  avoir,  le  long 
de  la  courbe  donnée, 

a'it)^  f'i'lt)   ,        «'(0, 

puis,  en  identifiant  les  deux  expressions,  on  trouvera  l'intégrale  générale 

^  '    J  H')         J     Ht)  ^  \t) 

par  suite ,  l'équation  générale  des  courbes  -^  {v,  p)=z  u  sera 

«'('),  ^     V       o'(t).  rr{t)c'(t)  a'(t), 

et ,  de  <  à  t',  on  aura 

+  I  ,,/  ,s  log  "■  —  71 — ;  'og  »'  I  ' 


et  de  ?  à  t'. 


ou,  ce  qui  reviendra  au  même. 


j'(f')  ,       /        a'(f)..       "  r''  ^it)c'{l)    , 


476  TOURNAI-  DE  MATHÉMATIQUES 

Si  l'on  avait  exceptionnellement  r'  (?)  =:  o,  la  courbe  donnée  serait  elle-même  l'une  des 
courbes  •i(  c,  ^)  =  u,  et  toutes  les  autres  se  déduiraient  de  celle-là  au  moyen  de  la 
relation  plus  simple 

a'{t')  v'        a'  (t)         V 

qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  qui  a  déjà  été  dit. 

Pour  trouver  la  fonction  Q,  on  conclura  de  ce  qui  précède 

^E(f)  _  (3'  [t)  __  T{t)c'{t)     _  d  (a'[t) 

puis,  en  multipliant  par  /(  i  t) , 


/■(O  A{t)  dt[^/.'{t}     "    ) 


et,  en  intégrant, 

p[t)=jTit)c'[t)dt-j'kit)j^^'Ç^^\oi^u^dt. 

Le  dernier  terme  du  second  membre  pouvant  être  intégré  par  parties,  on  trouvera 
d'abord 

?{n^  f^{t)  f:'(t)dt-/.-{t)'^  log^-h  fa' {t)\ogu>dt, 

puis,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties  le  dernier  terme  du  second  membre,  on 
aura 

I   o'(<)  log  «<«?<  =  fl  (/)  log  "■ —    I   a{t) —  =  a(f)logK' —  \  pdw, 
et,  en  substituant, 

ou  ,  ce  qui  reviendra  au  même,  d'après  l'expression  connue  de  la  fonction  b  [t), 
^(t]=fT[t)c'{t)dt-b{t)\o?,iv—Jpd»'. 

On  arrivera  plus  simplement  au  même  résultat  en  observant  que ,  d'après  la  for- 
mule de  principe 

T{t)dq=z  r{l)/{t,  u)  du=:  r{t)y{t)da=  A(t)du  z=  dQ  -^  pdi^, 

on  devra  avoir  à  la  fois,  le  long  de  la  courbe  donnée, 

dq  =  c'  {t)  dt,      V  =  w, 
et,  par  suite, 

dQ  =  r(t)c'{t)dl  —  p  dw , 

q=fr{t)c'[t)dt-fpd»: 
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Mais  l'expression  ^'rnrrale  tle  la  fonction  Q  est 

Q=è(0Iog<'  +  |3(/), 
et ,  par  suite ,  il  faiulra  que,  le  long  de  la  courbe  donnée ,  on  ait 

Q=é(01og«'+p(/); 
puis,  en  identifiant  les  deux  expressions,  on  aura  immédiatement 

comme  tout  à  l'heure. 

L'expression  générale  de  la  fonction  Q  deviendra  de  cette  manière 


Q=r  é(0!og('  +  p(0  =  i(01og-  +  /   ^{t)c'{t)'ll—  j  P't'''- 

nt  quelconque  v  ,t  à  un  autre  point  c',  t'  de  la^g-.  i,  on  aura 

Q'-Q  =  (6(/')log./-6(01og.0  4-(,8('')-?(0j 

=ré>')iog^, -6(oiog^i  + r  r{i)c'{t)rit— c  pdiv. 


Si  la  courbe  donnée  se  trouvait  être  l'une  des  courbes  -S^  (v ,  p)  =^  u  ,  on  aurait,  d'une 
part,  c'  [t]  =0,  et,  d'autre  part,  le  dernier  terme  du  second  membre  représenterait 
l'aire  ABB'A'de  la  courbe  donnée  sur  \&fig.  i .  En  désignant  cette  aire  par  AB,  on  aurait 

Q'  —  Q  =  bit')  log  .-,  —  b  U)  log  -^  -f-  AB  ; 

puis,  quand  on  voudrait  aller  de  B  en  B'  le  long  de  la  courbe  donnée,  on  aurait  à 
faire  à  la  fois  i>  =  »•,  v'  =z  w',  ce  qui  entraînerait  simplement  Q'  —  Q  c=  AB. 

Si,  au  contraire,  on  voulait  aller deBen  B,  le  long  d'une  courbe  vp^a[t)  =const., 
on  aurait  à  faire  f'=  f,  et,  par  suite,  «■'  =  »',  ce  qui  entraînerait,  en  mettant  c, ,  Q  en 
place  de  !■',  Q', 

Donc,  pour  avoir  Qi  =  Q  le  long  des  courbes  lyj  =  "[t),  il  faudrait  que  l'on  eiit 

6(ï)  =  o,      c'est-à-dire     X(f)  =  n(f). 

L'équation  générale  des  courbes  Q  :=  constante  sera 

b  [t)  log  f  4-  p(/)  =  constante, 

et,  d'un  point  r,  t  à  un  autre  point  i>',  t'  d'une  pareille  courbe,  on  aura 

b[t']  logf'-f-  '^[t'  )  —  b  [t)\os,v  +-  b  [t  i; 

en  y  joignant  la  relation 

vp  =  a[t). 
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on  aura  tout  ce  qu'il  faudra  pour  déterminer  exactement  chacune  de  ces  courbes  quand 
les  fonctions  a  (f),  b  [t)  et  p{t),  et,  par  suite,  a{t),  /i{t),  p(/)  seront  connues. 

Les  propriétés  calorifiques  du  fluide  élastique  seront  exprimées,  d'abord  par  les 
deux  relations  déjà  connues 

,,,(/u        dO  i,      .d{a'(t)\,  „,       i     p  /.■{t)a'[t] 

])uis  on  aura  à  faire 

dv        a'  (t) 

'~  dj>~'^f 
dans  les  formules  (O) ,  et  l'on  trouvera  encore 
dQ 

d^ 
dq 

dp 

.      ,   ,        A-lt)  a'{l)    ,  ,   . 

'^'1=     ,  .  ..      ,   .        k(t)a'[t)  k{t)a'{t) 

d<lo      ,   ^        ,  ,  ,        ,   ,        k!  t)a'(t)  k[t)a[t) 

dp^      ^  '       ^  '.     •     W        r  (,)«(,)  ^.'(,)^ 

ainsi,  la  différence  des  chaleurs  spécifiques  i\,,c,,  à  pression  constante  et  à  volume 
constant,  sera  une  fonction  de  t  seulement. 

Toutes  ces  formules  seraient  lieaucoiq)  plus  simples  s'il  était  permis  de  faire 

k[t)  =  «.0; 

mais  comme  il  s'ensuivrait 

/;(/)  =  o, 

on  ne  saurait  guère  admettre  une  telle  hv])olhése  à  priori,  ei  ,  d'un  autre  côte,  on 
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arriverait  à  un  degré  de  simplicité  à  jieu  près  aussi  grand  si  l'on  avait 

MO  =  («('))". 

la  lettre  «  servant  à  désigner  un  nombre  constant. 

Dans  ce  cas-là,  en  désignant  simplement  par  ii  la  fonction  ti{t),  on  trouverait 

h'  [t)  ^  iia"~'  n' , 
d  (a{t)\        d  ,    _,,    , 

dt\/.'{t))        dt\    n    )  n 

hl,)~  '<{t)a'[t)-a[t)l.'[t)_Ht?  d^a{t)\_  ('-"\ 

^'~'        /î'(o         -A'(t)dc\A{t)}    V  «  i  ■ 

par  suite, 


Q  = «loge  H-  p{t]. 


dt        p 

9-   —  —    —  —, 
av        n 

a//       n 
dQ 


dv 


(c.-r,)r(f): 


61.. 
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dv. 


-T[t)  =  {u  —  c,)è,V{t)=' 


dv  n 

ft,  pourvu  que  l'on  eût  «  <^  i ,   la  l'onction  bit)  serait  positive. 

L'équation  générale  des  courbes  ■ij[v,  p)  =^  u  serait,  en  même  temps, 

Enfin,  dans  le  cas  où  l'on  invoquerait  à  la  fois  la  loi  de  Mariette  et  celle  de  Gay- 
Lussac,  on  aurait 

a  (0  =  — ^~(l  +  a /)  =  w(  I  -I-  a^'l, 
^    '         I  -t-  af/  ^ 

a'  [t)  =  lU'j.. 

Je  ne  présente  d'ailleurs  l'hypothèse  k[t)  :=  a"  (jue  comme  un  exemple  de  calcul, 
et  je  ne  veux  y  attacher  aucune  importance  à  priori.  Je  poursuis  donc  et  j'observe  que, 
lorsqu'on  voudra  trouver  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller  le  fluide 
élastique  d'un  point  v,  t  à  un  autre  point  infiniment  voisin  c+  dv,  t  +  dt,  on  n'aura 
qu'à  remonter  à  la  formule  initiale 

r  (t)  dq  =  r  (t)/(t.  II)  du  —  r  (0  7  {t)du  =  /  (t)  du  =.-  f/Q  4-  pdf, 

(le  laquelle  on  tirera 

En  reprenant,  ensuite,  l'équation  générale  des  courbes   J/  (c, /;)  =  «,    on  aura 

da  =  di'i^Lho,À^niKn 

{dt{i'(t)}     ^    ^  Hn)      ^  /<'[t)  V- 
et,  en  substituant,  on  trouvera 

'    no  M(o  ^ }     no 

_  n_[t)  d  (a^\  ^'Jj}\  k{t)a'[t]  .h 

On  devra  parvenir  exactement  au  même  résultat,  en  tirant  de  la  relation  initiale  la 

valeur 

dO-\- jidv 
du  =:  — 5 
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et,  en  effet,  quand  on  fera 

a(t) 

Q  =  Z-(01og^-f-fi(îj, 
on  Iroiivera  d'abord 

puis,  en  v  substituant  les  valeurs  connues  de  b[t)  et  b'  [t),  on  aura,  comme  t!)ut  à 
l'heure, 

et ,  (|ujnd  utjc  courbe  quelconque  sera  donnée  ,  on  devra  cheicher  d'abord  lexpression 
de  f  en  f  le  long  de  la  courbe  donnée  avant  de  procéder  à  l'intégration  de  l'expression 
trouvée  pour  dq  le  long  d'une  pareille  courbe. 

Toutes  les  fois  qu'une  courbe  donnée  se  confondra  avec  l'une  des  courbes  BB, , 
B'B', , . . .  ,  où  l'p  ■=:  a  (f)  sur  la  fig.  i,  on  aura 

;  =:  constante,     di  =  o , 
et,  par  suite,  on  trouvera  sous  forme  finie 

puis,  en  remplaçant  t  par  t'  entre  les  mêmes  courbes  B'  B  «  ,  B',  B,  «, ,  sur  layî^.  i , 

d'où  l'on  conclura 

S  =  y'r(f')  —  r/r(0  =--  (^(0  -  k{t\\  («,  —  «1 
pour  la  mesure  de  l'aire  quadrilatérale  BB'B,  B', . 

Si,  au  lieu  de  l'aire  quadrilatérale  BB'B.B'.  sur  la^g.  i,  on  voulait  trouver  l'aire  S 
délimitée  par  une  ligne  fermée  quelconque  s,  on  prendrait  tout  à  l'entour  de  la  ligne  i 
l'intégrale  définie 


8=1       r{t)df/  —   I      /,{t)du; 


car,  d'après  la  relation  de  principe 

r  [t)  dq  —  r  (f)/(/,  h)  du  =  V{l)  y  (  /)  du  —  A  {t)  du  =  dq  -+-  p  dv, 
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l'une  ou  l'autre  de  ces  intégrales  se  confondra  avec 

Jo  Ju  Jo  ^j 

et  il  est  bien  évident  que  l'intégrale  du  terme  pdv  tout  à  l'entour  de  la  ligne  s  repré- 
sentera la  quantité  cherchée. 

Cela  posé,  j'observe  que  le  long  de  l'axe  Oc,  on  aura 

p  =  o; 
donc ,  en  admettant  que  la  relation 

i'P  =  a{t) 

soit  applicable  jusqu'à  la  limite />  =  o,  on  trouvera  le  long  de  l'axe  Oc  une  tempéra- 
ture constante  ?„  déterminée  par  la  condition 

a  (fo)  =  o. 

Ainsi,  l'axe  Oi'  fera  partie  du  système  général  des  courbes  o  (ip)  r=(,  et  l'on  v  trou- 
vera 

Q,-Q=M/.)iog-  =  -y^iog-, 


c'est-à-dire 

Donc  la  quantité 


Q,-Q=9.r(f„). 

A- (  t„]  fi' (  t,\ 


ne  devra  pas  être  égale  à  zéro,  sans  quoi  il  n'y  aurait  plus  de  phénomènes  calorifiques 
le  long  de  l'axe  Oc  Cette  condition  étant  supposée  remplie,  on  trouvera  le  long  de 
l'axe  O.', 


fo=   ce. 


comme  pour  les  vapeurs;  mais  l'expression  de  Q  différera  de  celle  des  vapeurs. 

Tout  porte  à  croire  que  l'axe  Oc,  au  lieu  d'être  la  commune  asymptote  des  courbes 
ç  hip'j  =  t,  devra  être  rencontré  ])ar  chacune  de  ces  courbes,  ce'  qui  empêcherait  la 
relation 

"/'  =  "('; 

d'être  a|)plicable juseju'à  la  limite/;  =  o. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  veux  faire  encore  une  application  de  cette  théorie  au  phéno- 
mène de  l'écoulement  des  gaz. 

Je  conçois  donc  un  réservoir  plein  d'air  à  une  pression  constante  p, ,  muni  d'ini  ori- 
fice d'écoulement  dans  un  antre  réservoir  où  il  y  a  une  pression  constante  plus  [letitc  p^. 
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Je  considère  la  paroi  de  l'orifice  comme  n'étant  pas  susceptible  de  laisser  passer  de 
la  chaleur  ni  de  produire ,  par  frottement,  une  diminution  dans  la  vitesse  du  jet  d'air 
sortant.  Je  suppose  encore  une  rapidité  de  mouvement  assez  grande  pour  que  les  par- 
celles d'air  des  difféi-ents  filets  du  jet  sortant  ne  puissent  pas  échanger  entre  elles  des 
quantités  appréciables  de  chaleur  avant  qu'elles  ne  soient  parvenues  dans  la  section  où 
toutes  les  vitesses  seront  à  fort  pou  près  égales  et  parallèles  du  centre  à  la  circonfé- 
rence de  la  veine. 

La  théorie  du  phénomène  de  l'écoulement  de  l'air  se  réduira  alors  à  ce  qui  suit. 

Je  suppose  que,  pour  une  masse  d'air  égale  à  i,  on  possède  sous  formes  explicites  les 
trois  relations 

'7^  =  «(';, 


-j^-'- \os  V -+-   l  -, dt  =  — logi-H-E   f), 


et  je  désigne  par  f,  la  température  qui  régnera  dans  le  réservoir  à  air  comprime  sous  la 
pression//,. 

J'aurai  alors,  pour  le  volume  initial  de  chaque  unité  de  masse, 


et  comme,  par  hypothèse,  il  n'y  aura  aucune  addition  ni  soustraction  de  chaleur  pen- 
dant la  durée  du  trajet  jusqu'à  l'orifice  de  sortie,  la  dilatation  devra  se  faire  le  long 
d'une  courbe  ■!j[''p)  =  «.  Donc  on  aura,  en  chaque  point  de  la  trajectoire  d'une  par- 
celle d'air  S  m  , 

et,  dans  l'orifice  de  sortie,  on  aura 

Ce  sera  une  première  équation  de  condition  à  laquelle  devront  satisfaire  les  incon- 
nues Ko,  t„. 

La  pression//,  à  l'orifice  de  sortie  étant  supposée  donnée,  on  aura  encore  la  relation 

et  de  ces  deux  équations  on  devra  tirer  les  valeurs  de  ('„,  t^. 
Cela  étant  supposé  fait,  on  trouvera  respectivement 

Q,=  /!.(f,)logr, -!-fi(<,), 

O,=  6(fo)log.'.-H§(/.), 
et  l'on  en  conclura 
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Ce  sera  l.i  quantité  de  travail  dont  chaque  unité  de  masse  du  jet  d'air  sortant  se  trou- 
vera appauvrie;  ce  sera,  en  un  mot,  la  (juantite 

ijKdr 

de  l'équation  générale  des  forces  vives  par  unité  de  masse. 
Or,  si  l'on  désigne  par 

u', ,  «'„  les  vitesses  en  deux  points  différents  d'un  fîlet  ou  canal  infiniment  délie  de 

forme  constante  ; 
n, ,  £ij  les  sections  du  canal  ; 
p,,  p,  les  pressions; 
CT, ,  cT-,  les  poids  par  unité  de  volume  ; 

m  la  masse  d'air  qui  passe  à  la  fois  par  chacune  des  sectuins  a  ,  il»  en  i    seconde 

dans  l'hypothèse  d'une  exacte  permanence; 
On  doit  avoir,  d'après  le  principe  général  des  forces  vives , 

T  ffl  «'„  —  7  TO  "'^  =  ii,  p,  M',  —  iloPa  iv„  -\-  mZ  J  R  dr , 
et,  d'après  la  nature  même  des  choses, 


—  ii,  «',  =  —  iioH'o, 

g  g 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


et,  par  suite,  en  substituant  dans  l'équation  des  forces  vives,  il  restera,  après  la  sup- 
pression du  facteur  commun  m, 


Ce  sera  dans  cette  équation  générale  que  Ton  devra  faire 

i/Rrf/-=Q,_Q„=[6(r,)log.,-f-p(f,))-(i{^)log...4-^(f.)j; 
d'autre  part,  un  volume  d'air  r,  à  la  pression/;,  aura  une  masse  représentée  par 


et,  comme  v,  désigne,  par  hypothèse,  le  volume  de  l'unité  de  masse,  il  faudra   que 
l'on  ait 

CI, 
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d'où 

-  =  ". , 
cr, 

et,  paieilletrient, 


Donc,  enfin  ,  l'équation  des  forces  vives  se  transformera  en 

■3"  "'S  — i»'î  =  ''iPt  —  ''«Po+  Qi  —  Qo) 

et,  par  transposition,  on  trouvera 

7 ^l  ■+■  ''op,  +  Q„  =  i  (t-î  +  ",  /J,  -f-  Qi • 

En  un  mot,  quand  un  fluide  élastique  se  mouvra  d'une  manière  exactement  perma- 
nente dans  un  canal  infiniment  étroit  sans  qu'il  y  ait  aucun  échange  de  chaleur,  ni  des 
parcelles  de  gaz  entre  elles,  ni  des  parois  du  canal  à  ces  parcelles,  on  aura,  par  unité 
de  masse,  en  tous  les  points  du  trajet , 

\  tv-  -+-  vp  +  Q  =r  constante  , 

et  cette  formule  générale  aura  une  signification  excessivement  claire  sur  \esfig.  i  et  2. 

La  somme  l'p  +  Q  y  représentera  l'aire  OGB«  sur  \a  /îg.  i  et  l'aire  OPB«  sur  la 
fig.  2  ,  plus  la  quantité  de  force  vive  latente  du  fluide  élastique  de  O  en  a  le  long  de 
l'axe  O  0.  Quand  chaque  parcelle  du  fluide  élastique  conservera  exactement  sa  chaleur 
propre,  la  dilatation  se  fera  le  long  de  la  courbe  B'B«,  de  B'  en  B  par  exemple,  en 
supposant  que  les  hauteurs  A'B',  AB  soient  égales  aux  pressions  p,,  p„.  La  quantité 
l'p  -+-  Q  éprouvera  alors  une  diminution  qui  sera  représentée  par  l'aire  GG'B'B. 

Cela  étant,  la  formule  trouvée  signifiera  que  toute  diminution  de  la  quantité  cp  -+-  Q 
se  changera  en  une  quantité  égale  de  force  vive,  et  réciproquement. 

Et,  en  effet,  sur  \a.j!g.  2,  l'aire  PP'B'B  représentera  la  quantité  de  force  motrice 
que  l'on  obtiendrait  dans  le  cylindre  travailleur  d'une  machine  à  vapeur  entre  deux 
pressions  données  OP,  OP'  avec  la  quantité  de  fluide  élastique  à  laquelle  se  rapportera 
la  courbe  B'B  «. 

L'aire  GG'B'B  aurait  exactement  la  même  signification  sur  h/ïg.  i  dans  une  ma- 
chine à  air,  et,  par  conséquent,  la  formule  trouvée  signifiera  tout  uniment  que,  dans 
le  phénomène  de  l'écoulement,  il  doit  y  avoir  une  production  de  force  vive  égale  à  la 
quantité  de  travail  que  la  masse  du  fluide  écoulé  eût  pu  faire  obtenir  dans  une  machine 
à  vapeur  ou  à  air,  entre  les  mêmes  pressions  p, ,  p^,  que  celles  aux  orifices  d'entrée  et 
de  sortie  du  tronçon  de  canal  dans  lequel  il  y  aura  un  état  de  mouvement  exactement 
permanent. 

De  cette  remarque,  et  à  la  simple  inspection  des  Jîg.  i  et  2  ,  je  pourrais  conclure 

que,  lorsqu'il  y  aura  des  échanges  de  chaleur  pendant  la  durée  de  l'écoulement,  pourvu 

que  ces  échanges  soient  eux-mêmes  exactement  permanents,  la  somme  |"''-t-'/'  +  Q, 

au  lieu  de  rester  constante,  d'un  instant  à  l'autre  éprouvera  une  augmentation  égale 
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au  terme  connu  r  (t)/[t,  u)  du  ,  en  supposant  que  l'on  ait 

dq  =_/(f,  «)  du, 
pour  la  quantité  de  chaleur  ajoutée. 
Il  me  serait  donc  permis  d'écrire 

iiuhv  -h  vdp  +  pdv  +  rfQ  =  r  [t)f{t,  u)  du , 

et  comme  on  doit  avoir 

^Q  =  r ( t)f{t,  u )  du  —  pdv, 
il  me  resterait 

»'  du'  -\-  V  dp  =^  o  ; 
par  suite,  en  intégrant, 

\  w- -i-J'vdp  =z  constante, 

et,  entre  deux  limites  données  p^,  Pu 


-Ir 


dp=  o; 


cela  me  servirait  à  étendre  à  une  courbe  quelconque ,  sur  les  _/?^.  i  et  2 ,  ce  que  Je 
n'ai  trouvé  d'abord  que  pour  les  courbes  B'Ba;  mais  je  n'y  insisterai  pas. 
Je  i-etourne  donc  à  la  formule  trouvée 

7<fJ  +  "o/"»  -I-  Q»^T"';  +  "1/'.  -H  Qi) 
et  j'observe  que  l'on  aura  encore 

pour  l'expression  de  la  masse  m  qui  s'écoulera  en  une  seconde  de  temps,  et,  par  suite, 
la  condition 

U,  IV,  _  a„w^ 
*',  **(. 

entre  les  vitesses  tv^,  <v,. 

Quand  la  section  de  l'orifice  de  sortie  sera  extrêmement  petite  par  rapport  à  la  section 
de  l'orifice  d'entrée,  la  vitesse  "',  deviendra  négligeable,  et  l'on  auia  à  très-peu  près 

>;  =  (.,/.,  +  Q,]_(..„y>.  +  Q.), 

puis,  en  remplaçant  les  produits  i',p,,  "op.,  et  les  quantités  Q,,  Q„,  par  leurs  va- 
leurs connues, 

1  »,]  =  [a  M  +  b  {t,)  log  .',  -H  p  (^  ))  -  («(<„)  -hb(t,)  log  ..  -f-  fi  (/,);i  ; 

ce  sera  la  formule  rectifiée  de  l'écoulement  des  gaz  perinaiiciits  en  place  de  la  formule 
connue  qui  renferme  le  logarithme  hyperbolique  des  pressions  p,,  p„,  comme  si, 
pendant  la  durée  de  l'écoulement,  la  dilatation  pouvait  se  faire  le  long  de  la  courbe 
tp  =z  a  (t,)  sur  la  ^g.  i .  Ce  logarithme  hyperbolique  du   rapport  des  pressions  p,  ,  pe 
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avait  l'inconvénient  de  faire  trouver  une  vitesse  d'écoulement  infiniment  grande  quand 
on  supposait  p„  =  o.  Il  entraînait,  en  même  temps,  une  valeur  nulle  pour  la  masse 
d'air  sortante  par  seconde  de  temps ,  ce  qui  était  absolument  inadmissible. 

La  nouvelle  équation  que  je  viens  de  substituer  à  l'ancienne  n'aura  pas  les  mêmes 
inconvénients.  Quand  on  y  fera  /h  =  o,  on  trouvera,  pour  i„,  une  valeur  déterminée 
d'après  la  condition 

n{t„)  =  o, 


puis  on  aura 


d'où 


On  aura  ,  en  même  temps. 


/!'(^ 


M<.)  =  ii|l^', 


et,  enfin. 


On  est  d'ailleurs  porte  à  croire  que  la  valeur  de  Q,  à  la  limite  />>  =  o  sera  très- 
petite  comparativement  à  la  valeur  initiale  Q,  de  la  fonction  Q,  et  que,  par  cette 
raison  ,  en  négligeant  Qo,  on  devra  avoir  à  très-peu  près,  pour  la  vitesse  d'écoulement 
d'un  gaz  dans  le  vide, 

^  (f-  =  b  [t,)  log  c,  -f-  p(/,  ). 

La  température  ;»,  qui  figure  dans  cette  théorie  du  phénomène  de  l'écoulement  d'un 
fluide  élastique ,  ne  saurait  être  constatée  par  la  simple  immersion  d'un  thermomètre  à 
boule  ronde  dans  le  jet  d'air  sortant;  car,  à  l'entour  d'une  pareille  boule,  il  y  aurait 
des  pressions  inégales,  et,  par  suite,  des  ternpératures  inégales. 

Il  y  aurait  notamment,  au  milieu  de  la  partie  frappée  de  la  boule,  une  petite  éten- 
due où  les  parcelles  d'air  adjacentes  seraient  sans  vitesse  et  où  ,  d'après  les  indications 
les  plus  générales  du  principe  des  forces  vives,  la  pression  p^  ne  devrait  pas  différer  de 
la  pression  p,  ;  ce  qui  entraînerait  t„  =  t,  et  aurait  pour  effet  de  faire  marquer  au  ther- 
momètre une  certaine  température  movenne  plus  élevée  que  /,. 

Pour  qu'il  n'y  eût  pas  d'objection  à  faire,  il  faudrait  que  l'instrument  thermonie- 
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trique  ne  pût  être  impressionne  que  par  une  surface  exactement  cylindrique  du  jet 
d'air  sortant,  ce  qu'il  serait  assez  difficile  de  réaliser  complètement. 

J'arrive  maintenant  à  l'expression  déjà  citée  de  M.  Regnault,  où,  après  avoir  em- 
])ioye  d'abord  la  force  expansive  d'une  masse  d'air  à  produire  des  vitesses,  ou  laisse 
ensuite  ces  vitesses  s'éteindre  dans  des  mouvements  de  tournoiements,  sans  qu'il  v  ait 
aucune  production  de  travail  au  dehors  et  sans  que  de  la  chaleur  soit  prise  ou  cédée 
au  fluide  élastique. 

Il  faudra  alors  que,  après  l'extinction  de  tous  les  tournoiements,  la  quantité  Q  soit 
la  même  qu'auparavant,  quoique  le  volume  ait  passe  de  c,,  à  r,.  Cela  s'exprimera  algé- 
briquement par  l'égalité  Q„  =;  Qi ,  c'est-à-dire 

M^)l0g.'.  +  p(f.)=:i(Ml0g",4-p(f,), 

et  de  cette  égalité  dépendra  la  température  f„  que  RI.  Regnault  a  trouvée  sensiblement 
égale  à  f, ,  ce  qui  exigerait  que  l'on  eût 

6(0  =  0. 

CHAPITRE  Y  [II. 

Des  différentes  manières  de  satisfaire  aux  équations  rfQ  =  F  (?)/"{ ',  «  )  du  — /)  rfi^, 
dA  =  —  (F  (l)  F  {t,u))  dt  -h  pdi^,  mns  invoquer  ni  la  loi  de  Mariotte.  ni  la 
relation  f[t,  u)  =  -/  (t)  £  (u),  etc. 

Toute  la  théorie  que  je  viens  de  développer  repose,  d'une  part,  sur  la  relation 

servant  à  exprimer  la  loi  de  Mariotte,  et,  d'autre  part,  sur  l'hypothèse  que  j'ai  faite 
que  la  fonction  f{t,  u)  ne  devra  pas  cesser  d'être  de  l'espèce  y{t)i(u)  (juand  on 
voudra  passer  de  la  théorie  des  vapeurs  à  celle  des  gaz  permanents. 

Une  pareille  théorie  me  semble  devoir  suffire  d'ici  à  longtemps  aux  recherches  des 
physiciens,  alors  même  qu'elle  ne  serait  pas  complète.  On  a  vu,  d'ailleurs,  que,  si  la 
relation 

i-pz^a  (t) 

venait  à  être  remplacée  par  une  expression  plus  générale  de  la  forme 

a(t) 

on  aurait  toutes  les  mêmes  formules,  à  cela  près  que,  en  lieu  et  place  du  logarithme 
hyperbolique  de  v ,  on  devrait  mettre  la  quantité 

dt 


/: 
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de  telle  sorte  que ,  si  l'on  faisait 

u'(v)  z=  constante  :=  i , 

on  n'aurait  qu'à  mettre  v  en  place  du  logarithme  c  pour  avoir  la  théorie  parfaitement 
exacte  des  vapeurs. 

Cependant,  comme  la  relation  de  Mariette  n'est  vraisemblablement  pas  admissible 
jusqu'à  la  limite  p  =:  o,  et  qu'il  peut  en  être  de  même  de  la  relation  plus  générale 

pt^{v)  =  a{t), 

je  veux  traiter  encore  le  sujet  d'une  manière  plus  générale,  en  ne  préjugeant  absolu- 
ment rien  de  la  nature  des  courbes  if(v,p)=:teieTi  admettant  seulement  que  la  fonc- 
tiony"(  t,  u]  ne  devra  pas  cesser  d'être  de  l'espèce  7  (?)  t  (  «)  comme  pour  les  vapeurs , 
sauf,  en  dernier  lieu  ,  à  prendre  fonr /(t,u)  telle  expression  en  t ,  u  qu'on  voudra. 
J'ai  fait  voir,  d'ailleurs,  qu'une  relation  de  la  forme 

r(t)dr]  =  r{t)/{t,  u)du  =  r{t)'j[i)i[u)tlu 
ne  sera  ni  plus  ni  moins  générale  que  l'expression  plus  simple 

T{t)<lq  =  r{t)f{t,u)du  =  r[t)y{t)(iu=  k{t)du, 
ce  qui  me  permettra  de  faire  immédiatement 

r[t)f[t,u)  =  k[t). 

La  dernière  des  équations  (N),  ou  la  condition  fondamentale  de  la  théorie,  conti- 
nuera alors  à  être  de  la  forme 


u)  _     dt        ^dqdt        dq  dt\ 
'  [t)       ^  dp        \du   dp        dp   dv}' 


mais  le  premier  terme  du  second  membre  pourra  ne  plus  être  une  fonction  de  f,  et, 
par  suite ,  la  quantité  entre  parenthèses  pourra  aussi  ne  plus  être  une  fonction  de  t,  ce 
qui  ne  permettra  plus  de  voir  directement  de  quelle  espèce  devra  être  la  fonction  Q. 

La   difficulté  pourra  fort  heureusement  être  tournée  en   avant  recours  à  l'équa- 
tion (i3),  qui  est  généralement 

par  rapport  à  i',  r  comme  variables  indépendantes,  et  qui,  par  cela  seul  qu'on  aura 

T{t)f{t,u)  =  k[t), 


se  réduira  à 


D'autre  part,  eu  continuant  à  désigner  par  A  l'aire  OHIBA  des  courbes  »  (c,  p)  =  t 
sur  layf^.  I ,  et  en  regardant  la  quantité  A  comme  une  certaine  fonction  en  v,  f ,  on  aura 
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manifestement 

dA(p,  r) 


p  = 


do 


par  suite,  l'équation  précédente  se  réduira  à 

dvdt        -''^'^Tv' 
et,  en  l'intégrant  par  rapport  à  v  sans  faire  varier  t,  on  en  conclura  sous  forme  finie 

,,,   ,  rfA  (<',  t)         .        ■       ,  , 

k'  (t)uz=z h  fonction  (t). 

'  dt  ^  ' 

Ce  sera  l'équation  générale  des  courbes  ij;  (c,  /;)  =  «  en  fonction  de  c,  /  comme 
variables  indépendantes,  tandis  que  la  relation 

dk[v,  fi 
P  =  -^d^ 

pourra  être  employée  comme  étant  l'équation  générale  des  courbes  ^  (f ,  />)  =  f  ;  car, 
du  moment  oîi  une  relation 

sera  donnée,  l'aire  A  des  courbes  o,  en  un  point  f ,  t  sur  la  fig.  i,  aura  une  valeur 
parfaitement  déterminée,  et  il  n'y  aura  que  des  difficultés  d'intégration  qui  pourront 
empêcher  d'en  trouver  l'expression  sous  forme  explicite  en  v,  t;  puis,  quand  ces  diffi- 
cultés se  trouveront  surmontées,  il  est  clair  que  la  relation 

dk(v,t) 

p^    d. 

devra  être  identiquement  la  même  que  si  de  l'équation  donnée  y  (c ,  />  )  z=  t  on  tirait  la 
valeur  de  p  en  fonction  de  c,  t. 

Une  telle  manière  de  représenter  les  équations  des  courbes  isj[v,p)=:t  et 
■}  (f ,  p)  =  Il  reviendra  à  faire  usage  de  la  seconde  des  formules  (A)  ou  de  cette  équa- 
tion complémentaire 

rfA=  — frif)  F  If,  u)]dt  +  pdv—  '-—  dl-i-  pdv, 
dt  '  dt 

que  j'ai  entièrement  négligée  jusqu'ici,  et  d'après  laquelle,  en  considérant  A  comme 
une  fonction  de  t»,  t,  il  faudra  que  l'on  ait 

dK{v,  t) 


!!^^'  =  |(r,„r„..),  =  ^^, 


mais  on  a,  par  hypothèse,  au  point  de  vue  actuel  du  sujet, 

''A 
d7i 


r{t)Ji,,u)^''-^  =  Ht). 
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Donc,  en  multipliant  par  du  et  en  intégrant  par  rapport  à  «  sans  faire  varier?,  on 
trouvera 

R  =  /!■(<)  H  —  «('), 

la  lettre  a  servant  à  designer  une  fonction  arbitraire  de  t;  puis,  en  différentiant  par 
rapport  à  t  sans  faire  varier  u,  on  aura 

dt 


=  k'  [t)u—  ■J.'{t); 


dK 

par  suite,  en  transposant  et  en  remplaçant  — -  par  sa  valeur,  on  aura 

,,  ,  ,           f/Afc,  t]         , ,  ,        d  ,     ,        >  ,   , . 

^'^"= ^  +  «'(0  =  7,(A(.,0  +  «(fJJ- 

Ce  sera  aussi  l'équation  des  courbes  ij/ ( c ,/> )  =«,  et,  en  effet ,  comme  la  lettre  a  ser- 
vira à  désigner  une  fonction  arbitraire  de  /,  cette  autre  équation  des  courbes  -^  (i',  p)  =  « 
se  confondra  exactement  avec  celle  que  j'ai  trouvée  tout  à  l'heure. 
Or,  l'équation  précédemment  employée 

(^Q  =  r  [t)f[t,  u)  du  —  p  dv  =  —du  —  p  df, 

et  l'équation  actuelle 

dk  =  -r{Y(t)V(t,  u)]dt  '\-  pdvz=  -^  dt  +pdi>, 
dt  '     '   '  dt 

sont  dans  une  relation  telle,  que  l'on  doit  avoir  sous  forme  finie 

A-f-Q  =  R, 
et,  comme  les  fonctions  A,  R  sont  connues,  on  en  conclura 

Q  =  R  — A=  /  (fji«  —  (A  +  «(f)J. 

Ce  sera  l'expression  de  la  foiiction  Q  en  f ,  « ,  i',  et ,  quand  on  y  substituera  l'expression 
Ae  u  env,  t,  on  trouvera 

^       k(t)  (dk(^,t)         ,,  ,\       ,  , 

-''^'Kity    Ht)    ) 

De  cette  manière,  les  conditions  (N)  seront  satisfaites,  et  chacune  des  équations  (A) 
sera  une  différentielle  exacte;  donc  le  problème  se  trouvera  exactement  résolu. 

Et,  en  effet,  quand  de  ces  expressions  générales  des  quantités  Q,  «  on  voudra  passer 
au  cas  particulier  où  l'on  aura 

a{t) 
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on  trouvera  d'abord 

pour  l'expression  générale  de  la  fonction  (A);  puis,  en  differentiant  par  rapport  à  r, 
on  aura 

_  rfA(p,f)  _  fl  (f) 
P-        dv        -^Â^y 

c'est-à-dire  que,   par  ce  procède  de  calcul,  on  retrouvera  identiquement  l'équation 
donnée  des  courbes  tp  [v^p)^t. 
On  aura  ensuite 

dk[v,t)  ,,  .C   dv 

—  ^'(0     r    dv  a'{t) 

/:■  {t)a'{t)  —  a(t)/.-'{t)   r    dv  k{t)a'{t)—a{t)A'  (t) 


Q  = 


'/: 


i'(t)  J    .,{v)  i'it) 

et  quand  on  fera,  en  outre, 

X-(Oa'(0-a(Or(0 


on  trouvera ,  en  differentiant , 


=  P('), 


A  (ty 


ou ,  ce  qui  revient  au  même. 


et,  par  conséquent, 


d,u-'(t)}    k(ty 

A{t)a'{t)-a{t)^'{l)    r    dv 

de  telle  sorte  que,  en  faisant  encore 

«(..)  =  .., 

on  trouvera  identiquement  les  expressions  connues  des  quantités  «,  Q,  pour  un  gaz 
permanent  supposé  assujetti  à  la  loi  de  Mariotte. 
Pareillement,  quand  on  fera 

w  (i')  =  constante  =  i , 
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i)n  retrouvera  l'expression  déjà  connue  de  Q  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur 
saturée  de  ce  liquide. 

La  quanlité  de  chaleur  nécessaire  pour  aller  d'un  point  i',  t  à  un  autre  point  infini- 
ment proche  c  -+■  dv,  t -^  dt,  dépendra  de  la  formule  de  principe 

r(t)dq  =  v{t)f{t,  ii)du=  r{t)-/(t)du  =  /  {c)du  =  dq-^pdv, 

et  l'on  aura 

du  du 

du  =  —- dv -\- —- dt , 
dv  dt 

du  I      rf'A  (i',  f  ) 

1^'  ~  >7(7)       dvdt      ' 
du  _  _i_  d^k[v,t)  _  h"  [t)  dfL{v,  t)        k'{t)o."{t)  —  7.'(t)k"(t) 
dt~  l.'{t)        dt'       "  k'\tf        Jt         *"  /•'(/)=  ' 

ce  qui  fera  trouver 

r {t)  dq  =  k[t)duz=  -jj^  —zr-r^  ^'' 

^  '     '  ^   '  k'{t)       dvdt 

^    hit)^d-K{v,t)        k"[t)dK{v,t)        h'{t)a"{t)-«!{t)k"{t)\ 
'    k'{t)\        dt'  k'(t)         dt  k'(t)  )'    ' 

ou  hien  l'on  aura 

dq_k  (tj  à'A{v,t)       dA.{v,t) 
dv         k'[t)        dvdt  dv 

dq_k{t)d'A(v,t)        (k'(ty  —  k{t)k"(t)         ^dA{v,t) 


,    k{t)[k'{t)<."{t)-^'{t)k"{t)) 


k'[tY 

dK(v,t) 


P  = 

et,  parsuile,  en  prenant  la  somme  dQ-i-pdv ,   on  retrouvera  exactement  la  précé- 
dente expression  du  produit  T  [t]  dq. 
Sous  forme  abrégée,  on  aura 

< .,,  .d  (K{v,t)  +  a.{t)\\       dA{v,t)  ^ 

r(t)dq  =  dq  +  pdv:^d[k'(t)-[^    ^4)    ^^JJ  +  ^r-^-^"' 

et,  plus  simplement  encore, 

r  [t)dq  =  k{t)du  =  k  (t)  d  [jj^^  j^  (A  (..,  t)  +  a  (0)j- 

Quand  on  fera  dt  ^  o,  dans  l'expression  générale  du  produit  r  (t)dq,  on  trouvera 
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pour  l'expression  île  la  chaleur  latente  de  B  en  B,  sur  la  fig.  i , 


dv^_  ^   ■'  dv         k'  [t]       dv  dt 

fi  quand  on  fera 

rfc  =  o, 

on  trouvera  pour  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant 

,rf,)-^/.r,/"-^-(^)  f'^'A(..n      k"(t)dk{v,i)      k-[ty'(t)-«.'{t)k"{t)\ 

'  ^  ''   ^  'dt    k'{t)\  dt'      k'[t)    dt  k'[t)        y 

Pour  trouver  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante ,  il  faudra  que  les  variables 
t ,  u  soient  assujetties  à  la  relation 

p  =  constante , 
c'est-à-dire 

-f-  dl'  -\-J-dt  =  o, 
dv  dt 

d'où  Ion  tirera 

dt  ^ 

di'  = z-dt, 

dp 

dv 
et ,  en  substituant  dans  l'expression  générale 

r{e)dr/  =  k(t]du  =  k  {t)  y^  dv  +  k  (t)  ~)  dt, 

kit)'^± 
,    ,  ^    '  dv  dt         ,  ,   ,dii 


on  aura  d'abord 


puis  ,  de  la  relation 


on  conclura 


dp 
dv 

dk(v,  t) 

dv 

dp 

d'A{v,t) 

dv 

dv' 

dp  _ 

d'A(v,t} 

dt  dv  dt 

it  en  substituant  ces  valeurs,  en  nu'n:e  temps  que  celles  déjà  connues  des   dérivées  de  « 
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en  i>,  p  ,  on  aura  sous  forme  explicite 

l,(t)    [        dvdt      \ 

dv-- 
puis 


k{ 


(c,-c,)r(0  =  -77 


Vd'S.{v,t]V 


Pour  contrôler  ces  résultats,  on  n'aura  qu'à  remonter  aux  formules  (O)  en  c,  y^  et  v 
faire  il' abord 

T(t)f{t,u]  =  A(t), 

ce  qui  réduira  les  valeurs  finales  des  trois  dernières  d'entre  elles  à 


V 

L     \.^    - 

,,,  sdt  dt 

'^'^d.Tp 

dv^ 

T[t)-. 

k{t] 

■ '■<')!' 

dp. 

T[t): 

1,,  \dt 

En  différentiau 

it  ensuite 

la 

relation 

P 

dk 

{0,1) 

dv         ' 

on  aura 

et  l'on  en  conclura 


dP^         1       'd^+       .....    'dt, 


d^K{v,t) 


dt 

rfp^ 

dv  ' 

d- 

^A(.,f)' 

dt 

dvdt 

I 

dp    - 

d- 

■A 

(".r)' 

dv  dt 
puis,  en  substituant,   on  retrouvera  exactement  les  expressions   déjà  connues  des 

63.. 
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(..-r,)r(0,    ^r(0; 


on  aura,  en  outre. 


{') 

d-'K{.,t) 

A- 

dv  dt 

A- 

[t 

d'S{v,t) 

dv' 

A  l'aide  de  ces  formules,  la  théorie  des  fluides  élastiques  aura  le  plus  haut  degré  de 
généralité  qu'il  soit  possible  de  lui  donner  tant  que  la  fonction /(?,  a]  ne  devra  pas 
cesser  d'être  de  l'espèce  y  (  f  )  e  (h  ) ,  et  que  ,  par  suite ,  il  sera  permis  de  faire 

^{u)  =  ^,      r{t)f\t,a)=V{t)-^[t)  =  k{t), 

ce  qui  aura  lieu  nécessairement  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce 
liquide,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  déjà  et  que  je  le  ferai  voir  encore  par  la  suite. 

Je  me  propose  maintenant  de  franchir  les  dernières  difficultés  du  sujet,  en  admettant 
([ue,  pour  un  gaz  permanent,  la  quantité 

R=  T{t)Y[t,u) 

puisse  être  une  fonction  quclcon(jue  des  variables  t ,  u. 

Je  continuerai  à  regarder  la  quantité  A  comme  une  fonction  de  c,  t  d'après  une  cer- 
taine relation  donnée  ip  (  c,  />)  =  ^. 

Ce  sera  une  question  de  calcul  intégial  que  de  savoir  trouver,  sous  forme  explicite 
eni',  f,  l'aire  A  d'une  courbe  u  ((', /j)  =  constante  f  sur  la yfg-.  i. 

Cette  question  étant  supposée  résolue,  la  seconde  des  formules  (A  )  sera  de  la  forme 

d\{.,t)  =  ^(R(',  u)]dt^,,dv, 

et,  pour  <|u'eile  soit  une  différentielle  exacte  en  r,  t,  il  sera  nécessaire  et  suffisant 
r|ue  l'on  ait 


17  J 


dv 
dk{v,t)       dK[t,ii) 


L'équation  (17)  aura  lieu  d'elle-même  par  cela  seul  que  la  quantité  A  sera  l'aire  de  la 
courbe  donnée  f[v,p)z=t;  elle  devra  être  satisfaite  identiquement  jiar  la  valeur  de /> 
tirée  de  l'équation 

?(",/>)  =  ', 
et,  par  conse(iuent,  elle  équivaudra  à  cette  dernière  équation. 
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La  formule  (q)  sera  donc  l'équation  générale  des  courbes  f(v,p)  =  t,  ei  la  for- 
mule [q'),  qui  établira  une  relation  parfaitement  déterminée  entre  v,  t,  u,  sera 
l'équation  générale  des  courbes  ^  lv,p)  :=  u,  en  fonction  de  v,  t  comme  variables 
indépendantes. 

On  aura  ensuite 
il")  Q  =  R(f,  «)-A(..,0, 

et  toutes  les  conditions  du  problème  seront  exactement  remplies. 

La  seconde  des  formules  (A)  sera  ,  en  effet,  une  différentielle  exacte,  et  la  première, 
qui  est,  en  principe, 

dR(t,u)  , 

(/Q  =  V^— '  du  —  pdv , 

du 

se  changera  d'abord  en 

(dKit^)^^  dMt^  ^ _ ^d_K[^ ^^ ^ dMp_n ,,) 

\        dt  du  }        \       dv  dt  } 

rfR(r,  «)   ,         (/Af.-,  t\  , 

= du  —  ■ ^ '■  dv , 

du  dr 

puis,  à  l'aide  de  la  relation  (17'),  elle  se  réduira  à  une  pure  identité, 

La- quantité  de  chaleur  nécessaire ,  d'un  point  t>,  t  à.  un  autre  point  infiniment  proche 
f  ~\-  dv ,  t  -\-  dt,  dépendra  de  la  formule 

r(t)dq  =  r(t)/(t,u)du  =  -^y"'  du, 

puis,  en  différentiant  la  formule  [q')  ,  on  aura 

(/v  dt  df  dt''  dt  du 


et,  en  transposant 
d 


K{t,u)  ^         d'A(v,t)  ,         (d'A{v,t)       d'K{t,u)\ 

— ^— î — :  du  = ; — ; dv  -j-  I  • -— I  tit, 

dtdu  dvdt  \        dt^  dt'        ) 


par  suite, 

rfR  (t,  u)  dKlt,  u] 


du         d^\(v,t),  du         (d-A(v,t)        d'R{t,u)\_^ 

^^'^'^'f  =  d^Rl7:z^,-d^^dr''''^d^Rï7;^)[—7r^ sf-J'^'- 


dt  du  dt  du 

En  V  faisant  d'abord 

dt  —  o, 

on  trouvera  la  chaleur  latente  sous  la  forme 

f/R  (t,  u) 
dq     .  'dii         d''K[v,t) 

rit)  — -  = 

^   '  rfp,        rf'R(f,«)        dvdt 
dt  du 
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En  y  faisant  ensuite 

fil'  =  o. 

on  trouvera  la  rhaleur  spécifique  à  volume  constant  c,  par  la  formule 

dR{t,H) 

r(t) 


^  _        du        ^d'A{v,t)  _  <^-R(f,K)\ 


dt  du 

Pour  avoir  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante,  il  faudra  que  les  variables  v,  t 
soient  assujetties  à  la  relation 

p  :=  constante, 
c'est-à-dire 

dv  dt 

et  de  l'équation  («y)  on  tirera 

dp       d-A{<',t) 


dv  dv'' 

dp        d-k{v,t) 


dt  dv  dt 

par  suite , 

d^k{v,t) 


d'A[v,t 


dv' 

puis  en  substituant,  dans  l'expression  générale  du  produit  T  [t]  dq ,  on  trouvera 

</R(?,  u)  |'rf'A(.',f)y 
,   ,  du  \      dv  dt     } 

^  '  d'K{t,u)    d'A{v,t)     ^    '     w> 

dl  du  dv' 

d'où ,  enfin, 


l'Rjt,  u)    d'A{v,t) 
dt  du  dv'' 

On  aura  encore,  pour  la  différentielle  complète  de  la  quantité  Q, 

^^        dRicu],  ,         dK(l,ui  ,         dA{v,t)  ^ 

dO  = ; du  —pdv  =  ; -du \        '  dv, 

du  du  dv 
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et,  par  suite,  en  y  substituant  la  valeur  de  du  en  dv,  dt^ 


ydVi{t,  u)  \ 

I          rf«         d'A(i',t)  dAjVyt)  I 

I    rf=R{f,  u)       dvat  dv  dt       1 

\      dtdu  / 


dQ  = 

dR  (t,  u 


du         r'f/'A(i',  0       dR{t,u)\ 
'K(t,  u]  y        d?  dp       J  ' 


dl  dit 
Cette  relation  devant  être  identique  avec 

dQ  dO   , 

dO  =  -^  dv  -h -^  de , 
dv  dt 

on  voit  d'abord  quelles  seront  les  valeurs  des  dérivéts  partielles  de  la  fonction  Q  en 
V,  t.  On  voit,  ensuite,  que  l'on  aura  simplement 

,    ,    ,          dK(t,  u)  .  /  dQ\  dO 

V[t)dq  =  ^-^'  du  =  rfQ  +  pdv  =  U  +  -^  I  f/M  +  -^  dt, 

,   ^'^'1?  dQ 

dv  dv 


en  place  des  formules  précédentes. 

On  pourrait  faire  des  transformations  analogues  par  rapport  h.  t ,  «  ou  v,  p  comme 
variables  indépendantes;  mais  cela  me  retarderait  inutilement  ici. 

Ce  que  je  veux  examiner  encore ,  c'est  le  cas  où  l'équation  générale  des  courbes 
ç  (v,  y?)  =  «  sera  donnée  sous  la  forme 

<P.  («'./^  ')  =  0, 

et  où,  après  avoir  cherché  l'aire  A  d'une  pareille  courbe  pour  t  =  constante,  on  aura 
trouvé  une  expression  algébrique  de  la  forme 

X  =  k,{v,  p,  t], 
sans  que  l'on  ait  pu  réussir  'i  faire  l'élimination  de  p  entre  les  fonctions  .\,,  tp,. 
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On  aura,  dans  ce  cas-là, 

dk  _  dk,  (>',  p,  t)       dk,  ds  p,  t)  dp^ 

et 

</ç,  (c,  /J,  t)       doi  (v,  p.  <  )  dp^ 


dv  dp 


=  o. 


dp 
puis,  en  éliminant  —  ? 


df,{v,p,t) 
_  dk,  («',  p,  t)        dk,(i',p,t)  dv 

dv  dp  dfi(v,p,tj 

On  aura  pareillement 

dk(v,  t)  _  dk,(v,p,i)        dk,  {y,  p,  t)  dp^ 
Ih        ~  dt  dp  dt 


do,{v,p,t)    ^    d<f,  (y,  p,t)  dp 
'         dt  "^  dp  dt 


puis,  en  éliminant  — -? 


d<!f,\v,p,  t) 
dk  [v,  t)  _  dk,  (v,p,  t)  _  dk,[v,p,  t)  dt 

dt        ~  dt  dp  drf,{v,p,t)^ 


dp 

par  suite,  les  équations  (9),  (?')  devront  être  remplacées  par 

dk,  {v,p,  t)  dif,  (p,  p,  t)  _  dk,  (c,  p,  t)  d<f,{v,  p,  t) 

dk(v,t) dv dp dp dv 

''  ~         dv        ~  da,  (v,  p,  t) 

dv 
dk,(v,p,  t)  df,(v,  p,  t)        dk,{v,  p,  t)  do,  [v,  p,  t) 

dK(t,  u)  _dk{v,t)  _  dt        ~  dp dp dt 

dt        ~        dt        ~  d-f,(v,p,  t) 

dv 

et  l'équation  [rj')  par 

q  =  K{t,u)-k,{v,p,t). 

Quand  ,  enfin ,  l'on  voudra  déterminer  les  dérivées  secondes 

d'k{v,t)        d^kjv,  t)       d'k{v,  t) 
dt'  clv  dt  dv' 
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on  opérera  sur  les  dérivées  premières  de  A  en  v,  t  et  sur  la  fonction  ç, ,  de  la  même 
manière  que  j'ai  opéré  d'abord  sur  la  fonction  A  et  sur  la  fonclion  y,. 

A  côté  de  cette  méthode,  qui  consiste  à  regarder  la  quantité  A  comme  une  fonction 
donnée  en  i>,  t,  il  m'est  tout  aussi  facile  d'en  placer  une  autre  qui  consistera  à  regarder 
la  quantité  Q  comme  une  fonction  donnée  en  v,  u. 

Je  me  servirai  alors  de  la  première  des  formules  (A),  qui  sera 

dO[v,  u)  ^ -du  —  pdv , 

du 

et  j'en  ferai  une  différentielle  exacte  en  posant 

d(){v,  u) 


,ir\i„    «1 


dv 
dQ(v,  u)  _  rfR(f,  u) 


du  du 

De  cette  manière  la  formule  (ci)  deviendra  l'équation  générale  des  courbes  ■b(i>,p)  =  h, 
et  la  formule  («')  deviendra  l'rquation  générale  des  courbes  (p(i',  p)  =^t. 

Je  ferai  ensuite 
a")  A  =  R(r,  a)  —  Q  (c,  a), 

et  toutes  les  conditions  du  problème  seront  exactement  remplies  par  rapport  a  des 
fonctions  R(f,  «),  Q(<',  ")>  supposées  données  arbitrairement. 

Je  puis  supposer  encore  que  l'on  me  donnera  à  la  fois  les  deux  fonctions  A  (<>,  t), 
Q  le,  u).  Les  formules  (A)  seront  alors 

dQ{i',uj  = -^' — '-du  —  pd,'.  ' 

^^  {t,  u) 
dA(v,  t)  =  S^-J-dt  -^  pdr, 


et  quand  je  poserai  à  la  fois 

('•) 

dQ{v,u) 

d.         =        ^' 

'  d\{i>,  t)  _dR{c,u] 
\        dt        ~        dt 

('■') 

\  d^{v,u)  _dK{uu) 

\         du  du 

(/•";  R(f,  «■)  =  A(i',r)  +  Q(f,  «), 

chacune  d'elles  sera  manifestement  une  différentielle  exacte,  mais  il   faudra  que  je 
démontre  que  les  équations  (r) ,  [r') ,  [r"  )  ne  sont  pas  contradictoires. 
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Et  d'abord  ,  en  éliminant  p  entre  les  équations  (r) ,  j'aurai  la  formule  résultante 

(Iv  dv 

qui  me  donnera,  d'une  part,  la  relation  des  variables  i',  ii  le  long  des  courbes 
tp(c,/>)  =  r  quand  j'y  regarderai  f  comme  constant,  et,  d'autre  part,  la  relation  des 
variables  v,t\e  long  des  courbes  •!f{v,p)z=u  quand  j'y  regarderai  u  comme  constant. 

La  formule  ir  bis]  sera  donc  à  la  fois  ré<juation  des  courbes  ip  en  p,  «  et  l'équation 
des  courbes  -i  en  c,  t. 

Le  long  des  courbes  y  on  aura,  sans  faire  varier  t, 

(fO   V,  II)  d-Q(c,  u)    ,  ,  , 

2^ — ! — L,|^,  _j :ï_L_! — L  du  r=  o        [t  ^  constante] , 

(/('-  dt>  du 

et  le  long  des  courbes  i  on  aura,  sans  faire  varier  h, 

1^ — '-  dv  H ^        '  de  H ^'    ' — -  di'  =  o,      1  «  =  constantel . 

di>-  dvdt  rfp- 

Quand  on  ne  fera  pas  varier  c,  on  aura,  le  long  d'une  perpendiculaire  AB  sur  la 

fis-  I. 

d'Kiv,  t)  ,        d'Qiv,  h)   ,  ; 

^ dt  H '    — -  du  :=  o,     I  c  ^  constante I , 

dv  dt  dv  du 

et  la  différentielle  complète  de  la  formule  (rbis)  sera 

rf'Afp,  0   ,        d'A(v,e]   ,        d'Q{v,u)^         ,/'Q(.',«)    ^ 

dv  H '—^ —  dt  H -=- dv  -\ , — du  =  o  . 

dv-  dv  dt  dv-  dv  du 

Cela  pose,  je  vais  faire  voir  que  les  formules  (/•")  et  (r  bis)  entraîneront  comme 
conséquences  les  formules  (/■'),  et  que,  par  suite,  les  formules  fr')  ne  seront  plus  des 
équations  de  condition. 

Pour  y  parvenir,  je  prends  la  différentielle  complète  de  la  formule  (r"),  et  je  trouve 

<fRi7,«),         dK(t,u)   ,         dK[v,t)   ,         dk{v,t)  ^ 

■ i-^— '  dt  H ^— î— '  du  — i dv  H -~-  dt 

dt  (tu  dv  dt 

^dqiv,u)^^^dqiv,u)^^^ 

dv  du 

Je  vois  ensuite  que,  en  vertu  de  la  formule  [rbis),  la  différentielle  dv  disparaîtra 
du  second  membre,  et  comme  les  variables  t,  u  sont  complètement  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  je  serai  conduit  manifestement  aux  formules  (  r'). 

Ainsi,  les  seules  équations  de  condition  du  problème  seront  les  formules  (r)  et  (r"), 
dont  les  premières  entraîneront  toujours  comme  conséquences  la  formule  (r  bis). 

Cependant,  pour  que  la  démonstration  soit  absolument  complète,  il  ne  sera  peut- 
être  pas  inutile  que  je  fasse  voir  encore  que  les  différentielles  des  équations  {rbis) 
et  (r')  ne  seront  pas  contradictoires. 
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Je  différentie  donc  les  équations  (/•') ,  et  je  trouve 

d'K{t,u)   ,        rf'R(f,aK         rf=A(c,f),         rf'Af.',/), 

)-' — ;  (it  H 3--, du  =  — — ^- cil'  H -; dt, 

dO  dt  du  dv  dt  dt- 

rf'Rff,K),      rf=Rf^«)^      d'qii'.ii)^      d^q(i>,u), 
— 1—, —  '^'  -• r-, —  '^"  =  — 7~, —  ^''  -^ 7~- —  ''"  ; 

dt  du  du'  di>  du  du- 

je  remonte  ensuite  à  la  différentielle  complète  de  l'équation  [r  bis) ,  et,  en  convenant 
de  la  notation  auxiliaire 

d'kU'.t)       d'(l{v,u) 

77 1 7"i ^  —  *-' 


j  en  tire 


I   d^-k{v,t)  .    rf'Q(.S  u) 

E       dv  dt  E        dv  du 


Je  substitue  cette  valeur  de  dv  dans  les  équations  précédentes ,  et  je  trouve 

rf-R(f,  u)   ,        f/'R(/-,  u\   , 

•  dt  -\ ,  -, :  du 

dt'  dt  du 

^  {,  {d^J±_,j)\-      d'A{v,t)  )^        l  d^A{v,t)  d'Q{v,u)  ^^^^ 
\^\      dvdt      }  df        }  E       dvdt  dvdu 


f/  =  R(f,«)   ,        d'Kit,  u)   , 

— —  dt  H :  du 

dt  du  du- 


I  d'k{ 
Ë       dv^dt 


■U  dvdu  ~^\^\      'It'^ii      }  'l"'       ) 


Ces  deux  relations  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  les  accroissements  des  variables 
indépendantes  t,  u,  j'en  tire  les  trois  relations  distinctes 

d'K{t,u)        I   (d'Alv.t)Y  .   (l'k  {y,  t) 
dt-        ' 


PR(/.  k)  _  1   (d'k  jv.  t)y      d'k  ( 
d?         ~i.\      dvdt       }  '^         dt 

<f'R  [t,  u)  _l  d'k{v,  t)  d'q(v,u) 
dtdu       ~  Ë      dv  dt  dv  du 

d'R(t,u)        1   {d'Q{v,ii)Y  .    rf'Q('S") 


'R{t,u)  _  i_  /./'Q(.',»)y 
du'        "~  E  1^      dv  du      } 


du' 


en  vertu  desquelles  les  différentielles  des  équations  ir')  se  confondront  identiquement 
•ivecla  différentielle  de  l'équation  (r  i(\y).  c.    q.    f.    n. 

Il  reste  encore  à  calculer  les  quantités  S^„,  S^, ,  ?o,  ?i ,  Co,  c, ,  et  la  chaleur  latente. 
Pour  cela ,  je  différentie  d'abord  la  première  des  équations  (r) ,  et  j'ai 

dv'  dv  dt 

04.. 


5o4  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

J'en  tire 

d^k{v,  t) 


dv 
dt=- 


dv  —  dp 


d'k{v,t) 
dvdt 


et,  par  suite, 

d^k[v,  0 

^           dt                       dv^ 

°        dv             rf^A((',  t) 

dvdt 

dt                      i 

'"dp"    '    d^-A{v,  t) 

dv  dt 
je  differentie  ensuite  la  deuxième  des  formules  (/),  et  j'ai 

^  ^    — '-  dv  H i-^_J — i  duz=  —  dp. 

dv'  dv  du 

J'en  tire 


et ,  par  suite  , 


dv           "*     '    "^ 

d'Qiv,  II) 

dv  du 

d'Q(v,  u) 

du 

dv- 

dv 

rf'Q{.',  ")' 

dv  du 

du 

I 

dp 

d'q(v,u 

dv  du 
La  quantité  de  chaleur  nécessaire  d'un  point  à  iwi  autre  sera,  en  ))rincipe. 

I      dK(t,  u)  ^ 
dfi  = V^— '  du, 

'      r  [t]      du 

et,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  [r'),  on  aura 

'  du 

par  suite, 

dQ{v,  II]  du    .         dQ{v,u]  dp   ,  ,.         ,  ,,.   ,    . 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  5o5 

dq{v,u)d'q{v,u) 


^    '                 du          dv  ~ 

du               dv' 

d'q(v,u) 

dv  du 

dq(v,  u) 
du 

d'q(v,u) 

puis, 


c,r[e)  = 


dq{v,  u)d'q(v,  u)d'A(v,  t) 


.r(.)-'^''^^') 


du 

dv' 

dvdt 

d 

'Qi», 

u)  d' 

Xiv 

.0 

dq{v, 

dv  du 

«)  d- 

'Af.', 

dv' 

t) 

du 

dv  dt 

5-,  d'q[v,  u) 

dv  du 


et,  en  soustrayant, 


(c„-c,)r(0  = 


dq[v,a)  r^'A  (.',<)  _^  d'q{v,u)\  d'Ajv,  t) 
du        \       dv'  dv'        j        dvdt 


d'q{v,u)  d'A.{v,t) 


dv  du  dv' 

Les  expressions  de  la  chaleur  latente  deviendront 

dq{v,  u}^d'A{v,t)     d'q{v,uy 


d",,  d'q{v,  u) 

dv  du 

dq{v,  u){d'A(v,t)        d'q(v,u) 
'^'i=      ,   s        ,  ..,   .  du  ^ 


r(/)  =  (e,  —  c,)â,r{t)  —  — 


\{d'k{v,t)     d'q{v,u)\ 

\        dv'        "^         dv'        ) 


dp.^  d'q(v,u)  d'A{v,t} 

dv  du  dv  ' 

et,  en  dernier  lieu,  il  sera  facile  de  vérifier  que  la  condition  fondamentale 

du  dt        du  dt  i  I 


■Iv  dp        dp  dv        d  ,     ,    .    ^ ,  ,,         rf-R(f,K] 


dt  dt  du 

sera  exactement  satisfaite. 
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Si  l'on  me  demandait  la  différence  des  chaleurs  spécifiques  et  les  expressions  de  la 
chaleur  latente  en  fonction  des  quantités  A ,  R  au  lieu  de  A,  Q,  je  me  servirais  des 
relations  connues  des  dérivées  secondes  des  fonctions  A,  Q,  R,  et  j'en  tirerais 

d'A(i',t]        d'Q{v,ii]_  _  dvdt  dvdtt 

d^'  '  d^'        ~~      ~  d'R{t,u) 

dt  du 

J'aurais  en  même  temps,  d'après  la  seconde  des  formules  (/■'), 
rfQ(c,  u)  _dK{t,  «) 

et,  par  suite, 


f/^R(f,  m)  d'A{v,t) 
dt  du  dt>^ 

dR{t,  u)  d'A{v,t} 
<^?c  N        ,  V  r,       ,   ^  ^«  dvdF 

—lr(t)—cç  —  r,).9-o  rit)  = — — ^ 1 

dv^      ^  '       '  <)    '     \  1  d'R{t,  u) 

dt  du 
É?R(f,  u]  d'A  (i>,  t) 

'^la        ■     .    ,  ^  ^  /     ^  du  dv  at 

dfJ^'>^''-"^^'''-'^=-d^-Kit,u)d-'Ai.,tr 


dt  du  dv  • 

ce  qui  est  parfaitement  d'accord  avec  les  formules  déjà  connues  de  l'autre  méthode 
d'intégration,  où  les  fonctions  A,  R  étaient  regardées  comme  données. 

De  pareilles  transformations  seraient  possibles  en  Q,  R  au  lieu  de  A  ,  R,  mais  je  ne 
m'y  arrêterai  point. 

En  résumé,  pour  satisfaire  aux  équations  (A),  qui  sont 

rfR 

</  Q  =  —  du  —  ij  dt> , 
du 

dK 

dA  =  —r  dt  -y-  pdv, 
dt 

je  puis  m'y  prendre  de  trois  manières  différentes  :  d'abord  en  regardant  les  fonctions 
\  ,  R  comme  données  et  en  posant 

dA[v,t) 
^''^  —d^=P^ 

\'l]  |,„,.  dA[.,t)_dK{t,u) 

^'  '  dt        ~        dt       ' 

{q")  Q  =  R{f,«)-A(.',  0, 
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ensuite,  en  regardant  les  fonctions  Q,  R  comme  données  et  en  posant 
rfQ(.,«) 


fû'l  {  ,    ,  dQiv,  II)        dK{t,  u) 

[a   )  — 


du  du 

{a")  A=-R{t,u)  —  q(p,u); 

enfin,  en  regardant  les  fonctions  A,  Q  comme  données  et  en  posant 
rfA(i',0  dQ(v,u) 


['■) 


Ce  n'est  pas  tout;  si  je  remonte  aux  relations  très-simples  des  formules (iqj 
et  (ig  bis),  je  vois  à  l'instant  que ,  dans  le  cas  où,  en  place  des  fonctions  A,  Q,  je 
voudrais  faire  usage  des  fonctions  complémentaires 


1  '  / 

dv                            dv 

(rbis) 

rfA(>',  t)        dQ(v,  u) 
dv                     dv 

[r") 

R  —  A(v,t)-i-q{v,  itj. 

Q,  =  Q  +  vp  =  Q 

j'aurais  à  remplacer  les  formules  (A)  par  les  formules  analogues 

dR   , 

«  Q,  =  - —  du  -+-  vdp  , 
du 

dK 
a  A.  =:  — —  dt  —  V  dp  , 

de  '^ 

et  que ,  par  suite,  je  serai  conduit  à  me  servir,  d'une  part ,  des  relations 

dk,[p,t)  _  _ 
'^  dp 

(9.)  (  ,    ,  ,  dk,{p,t)  _dK(t,u) 


dt  dt 

[q":;  Q.  =  R(/,«)-A,(/p,f), 

en  place  Ae[q),[q'),  [q");  d'autre  part,  des  relations 
dq.ip,u)^_^ 
dp 

f<î,j                           {                       rfQ,  {p,  u)       dK{t,  u) 
("■)  --rf» =-^^' 

[a\)  A,  =  R(;,«)-Q,(;<,«), 
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en  place  de  (a),  {a'),  (a"),  et,  enfin,  des  relations 

dA,(p,t)_       dQ,{p,u]_ 


('•.) 


{^0 


{r,bis) 


dp  dp 

dA,{p,t]  ^  dq,{p,u)^^ 

dp  dp 


en  place  de  (r) ,  [r  bis],  (r''}- 

Il  me  sera  loisible  encore  de  remplacer  les  équations  (  A    par 

■l(l=-j-du-pd.. 


ou  bien  par 


dK    , 
a  A,  =:  —  dt  ■ —  vdp , 


rfO,  =  -—  du  -\-  vdp, 
du 

'/R    , 
rfA=  — -  dt-\-  pdv. 
dt 


Dans  le  premier  cas ,  j'y  satisferai  en  nie  donnant ,  soit 

A,  (/',  t)     et     R  (/,  h). 


soit 
soit 


Q(c,  «)     et     R(r,  k), 

A,!/-,')     et    Q  (.',«); 
j'aurai  ainsi  trois  nouveaux  groupes  d'équations  [q-,),  [a-i],  (r,  |  dont  le  dernier  sera 
/  dA,{p,t)  _  _ 


ir,) 


—  P, 


R  =  <'/>+ A,  (/),  0+  Q(".  «)• 

Dans  le  second  cas  ,  je  pourrai  me  donner  arbitrairement ,  soit 

A  (v,  t)     et     R(f,  k), 
»it 

Q,(/»,  u]     et     R  [t,  u), 
>it 

Afi»,  t)     et     Q,  (/»,  u); 
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j'aurai  ainsi  trois  autres  groupes  {'{,},  [a,],  [r,]  dont  le  dernier  sera 

dA{f,t)  _ 


{'■>) 


df 

dQAP: 

,u) 

dp 

R  =  — 

"P- 

■A{>',t)-i-Q,(p,u,- 


Or  tous  ces  problèmes  dépendaient  dès  l'origine  des  équations  (i  i),  (i  i  ùis),  (12), 
(12  bis),  (i3),  (i3  éw),  etc.,  selon  tjue  les  variables  indépendantes  devaient  être 
t,  li,  ou  v,  p ,  ou  i>,  t,  etc. 

Donc,  puisque  je  suis  parvenu  à  exprimer  sous  formes  finies  toutes  les  relations  des 
quantités  (>,  p,  t,  a  des  équations  de  condition  (ii),  (11  bis),  (12),  (12  é(>),  (i3), 
(i3  bis),  etc.,  par  l'un  quelconque  des  groupes  d'équations  [q],  [a],  (r),  ou  (17,), 
l,«i),  ('"i),  ou  [çi],  («2)'  (''0>  °"  [''/']<  ["3)1  i''i]>  c'est  que  chacun  de  ces  groupes, 
à  volonté,  équivaudra  aux  résultats  complets  de  l'intégration  de  chacune  des  équations 
de  condition  en  question  ,  et  de  cette  simple  observation  je  lire  la  conséquence  ma- 
jeure que  voici. 

Pour  intégrer  l'une  quelconque  des  équations  ci-après  : 


dp  dv 

dp  dv 

de  du 

dudC~'^^'"l' 

du   dt 

du  dt              I 

dv   dp 

dp  dv        r(t,  u)' 

dp 
dt 

di> 

commencez  par  calculer  l'intégrale  seconde 

R  (?,  u)  =fj'r[e,  u)  dtdu, 

puis  écrivez  l'un  des  groupes  d'équations  [r/],  [a],  [r),  ou  {//,],  ("1),  (''1),  ou  [qs), 
(«i],  (/-j),  ou  [q^],  («3),  ('■3)7  et  le  problème  sera  résolu. 

J'observe  maintenant  que,  s'il  me  plaisait  de  me  donner  arbitrairement  la  valeur  de 
la  quantité  r(^t,  u)  en  fonction  de  v,  p  comme  variables  indépendantes,  et  que  je 
voulusse  poser 

'{">  p), 


r{t,u) 
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je  me  trouverais  conduit  à  satisfaire  à  i'équation 

du  dt        du  dt  ,         . 

dv  dp        dpdv  '^  "'" 

puis,  de  la  simple  comparaison  de  cette  équation  avec  la  précédente, 
dpdr        dpdr  _ 
dtdu       dudt-     ^'     >' 

je  conclus  que  la  solution  demandée  se  réduirait  à  prendre  l'un  des  groupes  {q) ,  [a) , 
[r],  ou  ((7,],  (a,),  (r,),  ou  (^2),  (flj],  ('0'  o"  (93) ,  («3) ,  (''3)  >  et  à  faire  alterner 
respectivement  p  avec  u,  v  avec  t,  r  avec  s. 

Ainsi ,  par  exemple  ,  en  supposant  que  je  veuille  me  servir  du  groupe  |  r  j ,  je  com- 
mencerai par  déterminer  l'intégrale  seconde 


puis  je  poserai 


dAit,  ..)  dQ(t,p) 

(s)  — 


dt  dt 


fil  )  ,     ,.  ''A(ï,  <■         dq{t,p 

a  \(sbis)       ~ -i ,  =  o, 

'  dt  dt 

(s")    s  =  A(^.)  +  Q(^/,), 

et  le  problème  se  trouvera  résolu,  en  observant  toutefois  que  les  fonctions  A,  Q  de  ces 
nouvelles  formules  seront  des  quantités  de  l'espèce  Ju  dt. 

Avec  le  groupe  (n)  je  résoudrai  le  même  problème,  en  posant 
rfA,(tf,  .)  dq,{u,p) 

(^')  du     = — ^?;r~  =  -'' 

du  du 

(/,)        S  =  A,(«,p)  +  Q,  («,/;), 

et  les  fonctions  A, ,  Q,  seront  des  quantités  de  l'espèce  J'tdu. 
On  aura,  en  même  temps, 

A,  =  X   —  tu  =  A   —  t  ' 


Q,  =  Q   -h  tu=  Q  ■ 
ou  bien 

A   =  A,  +  r«  =  A, 

Q   =  Q,  -  m  =  Q, 


dt 

dq(t. 

p) 

dt 

dA,(u 

,'■) 

(tu 

dq,iu 

p) 
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et  rien  n'empêcherait  de  faire  un  usage  analogue  des  groupes  [ij\,  fa|,  ou  (7,),  fa,), 
ou  [q,],  (a,),  ou  [q-,],  [n,]. 

Les  équations  (A)  équivaudront,  d'ailleurs,  à  la  relation  unique 

dX  dq 

p  dv  =  — —  du  ■ -i^  dt, 

du  dt 

ou  bien  à  la  relation  équivalente 

rfA,   ,         dq,  , 

vdp  =^ ;—  du  H -^  dt , 

'  du  dt 

ainsi  que  cela  a  été  démontré  depuis  longtemps  par  les  formules  (17),  ( 2 1 )  et  ( 2 1  bix) , 
et,  par  conséquent,  les  mêmes  procédés  de  calcul  feront  connaître  encore  la  solution 
complète  d'une  telle  équation  aux  différentielles  partielles,  pourvu  que,  parmi  les  ex- 
pressions données,  deux  des  trois  quantités  soient  respectivement  des  espèces 

A  (i>,  t),     q  {i>,  u),     R(r,  «), 


ou  bien 

ou ,  encore ,  des  espèces 

ou  bien 


A,  ip,  t),      Q,  {p,  u),      K{t,  u), 
A  (t,»),     Q  (t,p),      S(p,y5), 


A,  («,"),      Q,{",p),      S  (..,/.). 

S'il  arrivait,  par  exemple,  que  les  fonctions  A,  Q  ou  A|,  Q,  fussent  données  en  t,  a 
chacune,  alors  même  que  r,  p  n'y  entreraient  pas  et  que  l'on  dût  avoir 

A=3a(f,  n    ,       q  —  ^[t,  k), 

la  difficulté  serait  d'intégrer  l'équation 

da.[t,  u)  d^{t.  u)    , 

p  dv  =  V —  d"^ — (It , 

du  dt 

et  cette  difficulté  consisterait,  au  fond,  à  savoir  trouver  le  facteur  -   par  lequel  on 

P 
devrait  multiplier  l'équation  proposée  pour  en  faire  une  différentielle  exacte. 

La  solution  du  problème  pourrait  bien  être  représentée  alors  par  l'un  quelconque 
des  groupes  (17],  [a\,  [r],  ou  (9,),  («,),  (r,),  ou  (^^.(«î),  (r,),  ouf^r,,),  [a,],  (r,), 
comme  aussi  par  l'un  des  groupes  ...,(*),  ou  .  .  .,  (j,)  ,  ou  . . . ,  (j,),  ou  ...,(*)); 
mais  il  y  aurait  une  condition  restrictive  à  y  joindre,  et  cette  condition  ne  serait  pas 
assez  simple  pour  que  l'on  parvînt  à  satisfaire,  en  outre,  sous  forme  explicite  aux 
relations 

A  (c,  ^)  =  a(f,  «1, 

Q(P,«)  =  P(;,«). 
On  ne  doit  pas  voir  en  cela  une  lacune  dans  ma  théorie  dos  effets  dynamiques  do  la 

"  65.. 
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chaleur;  car,  dans  cette  théorie,  les  recherches  des  physiciens  tendront  toujours  à 
trouver  directement  la  loi  des  courbes  if  [i> ,  p)  =  t  en  fonction  des  seules  variables 
(',  p,  t  et  non  en  fonction  de  f,  «;  par  suite,  mes  formules  (i/j,  [a),  (/),  ou  (^i), 
(fli),  (r,)  seront  suffisantes  pour  représenter  explicitement  les  propriétés  dynamiques 
et  calorifiques  d'un  fluide  élastique ,  de  telle  sorte  que  toute  loi  expérimentale  pourra 
à  l'instant  même  être  soumise  au  calcul  et  développée  algébriquement  dans  toutes  ses 
conséquences  logiques. 

On  a  vu,  en  effet,  comment  j'ai  établi  successivement  jusqu'ici  toute  la  théorie  des 
fluides  élastiques  : 

1°.   En  admettant  que  l'on  devait  avoir 

Q  rrr  fonction  (  t  ) 

pour  les  gaz  comme  pour  les  vapeurs. 
2°.   En  joignant  à  l'hypothèse 

Q  :=r  fonction  [t) 

la  loi  de  Mariotte  et  même  la  relation  plus  générale 
p^{v)  =  a[t], 
de  laquelle  dépendent,  comme  cas  particuliers,  d'une  pari,  la  relation 

vp  =  a[t) 
de  la  loi  de  Mariotte  pour  les  gaz  permanents,  et,  d'autre  part  ,  la  relation 

p  =  a[t) 
des  vapeurs. 

3°.   En  rejetant  l'hypothèse 

Q  =:  fonction  (t) , 
mais  en  conservant  la  relation 

p^[v)  =a{t), 

et  en  démontrant  que  pour  les  vapeurs  la  fonction  f[t,  ii]  sera  nécessairement  de 
l'espèce  7  (f)  e((<),  puis,  en  supposant  que  la  fonction /(/^,  u)  ne  devra  pas  cesser 
d'être  de  l'espèce  7  [t)  e[u)  quand  on  vcmdra  passer  de  la  théorie  des  vapeurs  à  celle 
des  gaz  permanents.  En  développant,  enfin,  la  théorie  à  ce  point  de  vue  juscjue  dans 
ses  dernières  conséquences  logiques  avec  la  relation  de  Mariotte 

<'P  =  a{t). 
4°.   En  rejetant  à  la  fois  la  loi  de  Mariotte  et  la  rolalion  plus  gcnciale 
p„>{v)  =  a{t), 

mais  en  continuant  de  supposer  que  pour  les  gaz  permanents  la  fonction  /'(/,  «)  ne 
devait  pas  cesser  d'être  de  l'espèce  7  {t)z(u)  comme  pour  les  vapeurs,  et  que,  par 
suite,  on  ne  devait  pas  cesser  d'avoir 
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5°.  En  franchissant,  enfin,  les  dernières  difficultés  du  sujet,  qui  consistent  non-seu- 
lement à  ne  rien  préjuger  de  la  nature  des  courl)es  i^  \  v ,  p)  :=  t ,  mais  encore  à  prendre 
la  fonction  calorifique  R.  [t,  ii)  d'une  espèce  quelconque  en  fonction  des  variables  t,  u, 
ce  qui  m'a  conduit  d'abord  aux  équations  [q],  (?'))  {'{")  et  m'a  permis  de  résoudre 
le  problème ,  alors  même  qu'on  me  donnerait  l'équation  des  courbes  9  et  l'expression 
de  l'aire  A  de  ces  courbes  sous  les  formes  générales 

?i  ('')  y-*. ')  =  o,      A  =  A,  (p, /-i,  «); 

ce  qui  m'a  conduit  ensuite  à  une  deuxième  solution  représentée  par  les  équations  [a  ], 
[a'),  {a"],  puis  à  une  troisième  solution  représentée  par  les  équations  {r),  (r  bis],  (/•"), 
et,  enfin,  à  trois  solutions  analogues  en  v  au  lieu  de/?,  représentées  par  les  groupes 
d'équations  [q,^,  (".]'  ('"1]  '  '"^  ^"''  ^"  dernier  lieu,  m'a  permis  de  formuler  les  inté- 
grales générales  de  différentes  équations  aux  différences  partielles  dont  les  deux  prin- 
cipales sont 

(In  (li>        dp  ih  ,        , 

— —  ^  r(t,  u), 

rit  du        du  dt 

pdi>  =  —  du ^  dt, 

'  du  dt 

pourvu  que  les  expressions  données  de  deux  des  ti'ois  fonctions  A  ,  Q,  R  soient  respec- 
tivement des  espèces 

A(",f),     Q('',  «),     R(',")- 

CHAPITRE  IX. 

Théorie  complète  rfes  vapeurs. 

Ce  qui  m'engage  à  donner  séparément  et  d'une  manière  bien  complète  la  théorie  des 
vapeurs,  c'est-à-dire  la  théorie  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce 
liquide,  c'est  que,  dans  ce  cas-là,  il  n'y  a  aucune  incertitude  ni  sur  la  nature  des 
courbes  f  (•',  p)  =:  t  ni  sur  l'espèce  algébrique  de  la  fonction/(f,  «),  ainsi  que  je 
l'ai  fait  voir  déjà  et  que  je  le  ferai  voir  de  nouveau  tout  à  l'heure. 

.le  reporte  donc  mon  attention  sur  la^g-.   1,  et  j'observe  que  pendant  la  durée  de 
l'ébullition  d'un  liquide  par  suite  d'une  addition  de  chaleur,  comme  aussi  pendant  la 
durée  de  la  condensation  d'une  vapeur  par  suite  d'une  soustraction  de  dialeur,  il  y 
aura  une  relation  parfaitement  délerminée 
,,)  />  =  "(') 

entre  la  pression/;  et  la  tempéralure  /  du  mélange. 

D'après  une  telle  équation,  les  courbes  d'espèce  a  (r,  p)  —  t  deviendront  des  lignes 
droites  parallèles  à  l'axe  Oc  ,  et  je  pourrais  en  conclure ,  de  prime  abord  ,  <iue  l'aire  A 
de  chacune  de  ces  courbes  supposées  piolongées  jusqu'à  l'axe  Op  (ce  qu'il  est  toujours 
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permis  de  concevoir  au  point  de  vue  purement  algébrique  des  relations  du  sujet)  sera 
égale  au  produit  vp. 

J'aurais  donc  à  faire  A  =  vp  dans  les  équations  fondamentales 

dq  =  r{t)f{t.  II)  du  —pdv  —  —  du  —  pdv, 
dk  =  ~  [V  (0  F  (',  «)]  dt^pdv  —  '—dt-^  p  dv  , 

et,  par  suite,  la  ssconde  d'entre  elles  se  réduirait  à 

,J  =  ^  =  -^|r(Or(r,«)); 

dt  dt         dt 

puis,  en  y  joignant  la  relation  finie 

Q  =  R(^«)  — A  =  r(^)F(<,  «)  -  .7^ 

j'aurais  toutes  les  conditions  au  point  de  vue  purement  algébrique  de  la  question,  quelle 
que  pût  être  la  nature  de  la  fonction  r  (f)  F  (î,  «). 

Mais,  au  point  de  vue  physique  des  choses,  je  trouverai  jjlus  que  cela,  et,  pour  ne 
pas  subordonner  les  conséquences  qui  en  dépendront  à  mes  procèdes  généraux  d'inté- 
gration ,  je  préfère  ne  me  servir  d'abord  que  de  la  relation 
,/Q  =  l'{t)J\t,  u)  du  —pdv. 

Le  plus  simple  alors  sera  de  prendre  c ,  t  comme  variables  indépendantes  et  de 
considérer  la  quantité  Q  comme  une  fonction  inconnue  de  v ,  t ,  ce  qui  m'obligera  de 
poser 

/  r/q{v,t;  =  {rit)/it,  u)'^-p)dv  +  r(t)/{i,  u)^dt, 


et,  par  suite , 


,   ,  „         ,  du  dO  I 


d,' 

,   ,    ^,  du        dQ(v,  t) 

puis,  en  éliminant  Q,  je  retrouverai  la  condition  représentée  dès  l'origine  par  l'équa- 
tion (i3),  et,  par  une  transformation  de  celle-là,  ou  bien  par  l'élimination  des  dérivées 
de  «  en  c,  t  entre  les  équations  précédentes ,  je  trouverai  la  condition  (i3  bis)  qui  est 

,  dq(,>,t) 

La  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller  le  mélange  d'un  point  v ,  t  à  un 
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autre  point  v  -i-  dp ,  e  -h  dt  sera  en  principe 

l  <lq—f[t,i^)du=f[t,u)'^dv\-f{t,u)~dt, 

(4)       /et  j'aurai 


r  [t)  a 


■l,  =  VU)f[t,a)du^{p^'-^)\d.^^-^^dt. 
\  dv         )  dt 


En  y  faisant  d'abord  dt=io,  je  trouverai  la  quantitc!'  de  chaleur  latente  pour  une 
augmentation  de  volume  égale  à  i,  par  la  formule 

,r  /    ^'''^'-  ''Q(">')  ,  dQ[v,i] 

[5}  r(0;^  =  /.  +  ~^4^=a(.;  +  _î^, 

puis,  en  faisant  di>  =  o ,  j'aurai  la  quantité  de  chaleur  spécifique  à  volume  constant  c, , 
par  la  formule 

(6)  .r(0=^^^. 

Cela  posé ,  si  je  désigne  par  : 

IV  le  volume  d'une  masse  liquide  à  sa  température  d'éhullition  t  sous  la  pression  cor- 

respondante p  =^  Sï  (t)  ; 
W  le  volume  de  la  même  masse  complètement  transformée  en  vapeur; 
X     la  fraction  de  la  masse  entière  actuellement  transformée  en  vapeur  ; 

V  le  volume  du  mélange  ; 
J'aurai  manifestement 

(■j)  c  =  (i  — j;)«'  + J-W  =  w -h  (W  —  tv)x. 

La  fraction  x  pouvant  varier  de  o  à  i ,  le  volume  v  du  mélange  variera  de  l'une  à 
l'autre  des  limites 

{-]  bi.s)  <',  =  »■,      .',  =  W. 

Les  formules  ('j  bis)  seront  les  équations  en  c,  t  des  courbes  indéfinies  i„ii',  IjII', 
fig.  2,  entre  lesquelles  tombera  nécessairement  le  volume  v  du  mélange. 

En  deçà  de  la  courbe  („('('  sera  l'état  complètement  liquide  avec  des  courbes  o,  Ji 
d'une  tout  autre  espèce,  et,  au  delà  de  la  courbe  I„II',  sera  l'état  complètement  ga- 
zeux, aussi  avec  des  courbes  <p,  ^S/  d'une  autre  espèce. 

La  fraction  x  pouvant  être  supposée  constante  de  haut  en  bas  surlA_fig.  a,  léqua- 
tion  {'])  représentera  un  nombre  illimité  de  courbes  de  même  nature  que  celles  des 
équations  {7  bis). 

On  sait  que  le  volume  w  d'un  liquide  augmente  peu  avec  la  température  d'obiillition  l, 
et ,  par  suite ,  avec  la  pression  p  de  la  formule 

/)  =  il  [t], 
audis  que  le  volume  W  de  la  vapeur  varie  à  peu  près  en  raison  inverse  de  p. 


5iG  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Il  s'ensuit  que,  à  une  hauteur  suffisamment  grande  sur  la  fig.  2,  on  aura  pent-étre 
W^  <f,  et  que  toutes  les  courbes  des  équations  (  7  ),  ('j  bis)  se  couperont  en  un  même 
pointa  une  telle  hauteur;  mais,  à  des  hauteurs  moindres,  l'intervalle  W  —  w  sei'a 
essentiellement  positif  et  d'une  largeur  excessivement  grande  aux  approches  de 
l'axe  Oc. 

Le  volume  c  du  mélange  pouv-ant  être  fixé  arbitrairement  à  ime  température  donnée 
t,  entre  les  limites  (7  his)    on  tirera  de  la  formule  (7) 


pour  la  fraction  de  la  masse  entière  qui  se  trouvera  dans  le  volume  donné  v  à  l'état  de 

%'apeur,  et  la  différence 

W—  <' 
\%his)  I— x  =  -- 

représentera  la  fraction  de  masse  correspondante  qui  se  trouvera  à  l'état  liquide  dans 
le  volume  v. 

Si  je  désigne  à  présent  par  L  la  quantité  de  chaleur  latente  d'un  volume  de  vapeur  W, 
et  par  /  la  somme  de  chaleur  nécessaire  pour  transformer  en  vapeur  une  fraction  x  de 
la  masse  entière  déjà  amenée  à  sa  température  d'ébullition  f ,  j'aurai 

et,  en  y  substituant  la  formule  (8), 

(9)  /  =  Lx=  \^_^;- 

Pour  faire  une  autre  quantité  de  vapeur  .r,,  sous  un  autre  volume  i»,,  à  la  même 

température  t,  j'aurai 

L  (  c,  —  (V  ) 
(9^")  A  =  L^,=    ^'_^^  ', 

et,  par  suite,  en  soustrayant  ces  deux  formules  l'une  de  l'autre, 
{<^tcr)  (  puis 


(i|  —  i'       W  —  «' 

Ainsi  le  rapport  de  la  chaleur  latente  /,  —  l  h  l'augmentation  correspondante  p,  —  c 
(lu  volume  du  mélange  sera  égal  au  nombre 

L 

<iui  variera  avec  l  seulement. 
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Ce  résultat ,  auquel  j'arrive  par  la  considération  immédiate  du  sujet  au  point  de  vue 
physique  des  choses,  est  capital,  car  maintenant  l'équation  (5j  devra  se  réduire  à 

r(r)L  ,  ,       'lQ(v,t) 

et  si ,  pour  abréger,  je  fais 

r{t)L 


(to) 


W 

il  faudra  que  j'aie 


—  a{t)  =  b(t), 


dv 


=  b(t). 


d'où,  en  intégrant, 

q{v,t)=  b{t)v-hp[t), 

puis,  en  différentiant  par  rapport  à  t, 


ce  qui  servira  à   faire  trouver  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant  r,  de  la  for- 
mule (6). 

Mais  l'essentiel  est  que  la  condition  (3)  se  changera  en 


(•') 


rlt)F{t,u)     dp         ,  ,      ,  ,  ^       r(/)L 


d  ,     ,   ,  „  ,         ^^  dt 

-f^(OF{^«)) 


J'arriverai  exactement  au  même  résultat,  en  recourant  aux  expressions  connues  de  la 
chaleur  latente  dont  je  me  suis  servi  depuis  longtemps ,  et ,  notamment ,  quand  il  me 
plaisait  de  prendre  v,p  comme  variables  indépendantes,  d'après  les  formules  (O). 

Mon  ancien  système  de  calculs  en  v,  p  me  conduirait,  au  reste,  tout  naturellement  à 
faire  usage  maintenant  de  v,  t  comme  variables  indépendantes ,  puisque  p  est  devenu 
fonction  de  t. 

Ainsi,  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide,  on  aura  né- 
cessairement 

r(t)f{t,u) 


fonction  (f)  =: 


dt 


{r{t)f[t,u)] 


in' 


et,  par  suite,  en  faisant  usage  de  la  notation  auxiliaire 

r{t)/[t,  u)  =  e  , 

on  devra  avoir 


-^{C,u)^g{t)i 
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d'où 

(a(f,  II]  =fg(t)dt-h  h  fil)  =  g,  [t)  +  h{u), 
puis 

l  [t]  1  t^lj 

Donc  la  fonction  /{f,  u)  sera  de  l'espèce  7  [t)  i  iii).   D'autre  part ,  une  relation  de 
la  forme 

r(t)dq  =  r{t)/(t,  u)du  =  r{t)y{t)B{u)(iu 

ne  sera  ni  plus  ni  moins  générale  que  l'expression  plus  simple 

(12)  r{t}dq  =  Y{t)f{t,  ujdii  =  r{t)y{t)du  =  k  {t)du, 

dont  je  me  servirai  définitivement  dans  ce  qui  va  suivre. 

L'équation  (n)  se  changera,  par  conséquent,  en  la  relation  fondamentale  que  voici, 


et  les  formules  (10)  deviendront 


_  k{t)ii'{t)-a{t)/,-'{t) 

^^'^-- vm ' 


(.4)      ■  j.,,^.,,^'(0^"(0,^;'(0^-(0^,,^^(^), 

„  ,  ,        f;{t)a'(t)  —  a(i)A'(i) 


(i5 


L'équation  (4)  deviendra 

/  r  (0  d<{  =  k{t)du  z=[a[t)  +  b  (t))dv  +  [b'{t)v  +  ^'[t))  di 

puis,  en  la  divisant  par  k  [t] ,  on  trouvera 

du  —  — i-!  rf.'  4-  "  -r      777—      '"  -t-  TT-;  '''. 
k\t\  dt\k'it)}  I,  [t) 

et,  par  voie  d'intégration,  on  en  conclura 

Ce  sera  ré(|uation  générale  des  courbes  il- (v, />)  1=  «  en  fonction  de  >,t  comme 
variables  indépendantes,  et  le  problème  se  trouvera  exactement  ri'solu,  sans  tpiej'ai» 
eu  à  faire  usage  de  la  relation  finie 

Q  =  R(/f,  k)  —  A  =  r  ^<)F(f,  «)  — •'/'• 
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En  supposant,  néanmoins,  que  je  veuille  me  servir  de  cette  relation,  j'en  conclurai 

puis,  en  y  substituant  la  valeur  de  v  tirée  de  l'équation  (16), 

r(t)Fit,u)^A-{t)u  +  p{t)-^t)J^^dt, 
^    ''  '  et ,  en  différentiant  par  rapport  à  u, 

r  (t)  f(t,  u)  =  k[t)du, 

ce  qui  me  ramènera  justement  à  la  formule  (12) ,  de  laquelle  j'étais  parti  pour  trouver 
les  formules  (i3),  (i4),  (i5)  et  (16). 

Les  formules  (12),  (i3),  (i4)>  ('5),  (16)  et  (17)  formeront  ainsi  le  cercle  entier 
«le  la  théorie  dans  sa  plus  grande  généralité,  et  si  je  voulais  pénétrer  dans  ce 
cercle  à  l'aide  de  mes  procédés  généraux  d'intégration,  j'y  réussirais  tout  aussi  faci- 
lement. 

Je  suppose,  par  exemple,  que  l'on  me  propose  de  faire  usage  des  formules  \r], 
{r  bis],  [r"]  et  de  celles  qui  en  dépendent. 

Je  regarderai  alors  la  quantité  Q  comme  une  fonction  inconnue  de  i;  «,  et  de  prime 
abord ,  à  cause  de  la  relation 

/'  =  "{')> 
je  ferai 

A  =  f/)  =  t>a{t), 

d'où 


j'en  conclurai 


rfA 

dv    ~ 

"(0, 

dk   __ 
dt    ~~ 

va'it). 

rf=A_ 
dv'  ~ 

0, 

rf'A 
dvdt   ' 

"'('), 

rf'A_ 
dt'  ~ 

vil^it); 

3-.= 

0, 

S-,  = 

I 
—7—, —  ) 

n'  {t 
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•    "  rfQ(p,  u)  rf=Q(c,  II) 


9.r(0  = 


du 

dv- 

d 

dv  du 

u) 

_«1 

du 

d'(l{v,u) 
dvdu 


puis, 


„r(0  =  ?ii:ii-'=  ''" 


^^        "  (f) 


rf'Q(p,«) 


et,  pour  les  expressions  de  la  chaleur  latente, 


.i'Q(.^,  a) 
dv  du 


Mais  il  est  démontré  par  les  formules  (9  ter]  que  la  quantité  de  chaleur  latente  par 
unité  de  volume  doit  être  égale  à  la  quantité 

L 

qui  varie  avec  t  seulement. 
Donc,  il  faudra  que  l'on  ait 

dQjv,  u)d'Q(i>,  h) 

du  dî>^  r(/)L 


d'q{v,u)  w 


=  fonction  (;). 


f/c  du 


Cette  équation  ne  doit  pas  être  directement  intégrable,  car  si  je  me  proposais  d'éli- 
miner t  entre  les  équations  déjà  connues  de  Q,  u,  d'après  les  formules  (i4)  et  (i6) ,  je 
ne  saurais  représenter  le  résultat  de  l'élimination  sous  forme  finie  en  <',«;  niais  la 
difficulté  pourra  être  tournée  au  moyen  des  relations  générales  qu'il  y  a  entre  les 
dérivées  secondes  des  fonctions  A,  Q,  R;  car,  du  moment  où  l'on  devra  avoir 

A  =  !■;>  =  cll(  /), 
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je  trouverai ,  d'après  les  relations  connues  de  ces  dérivées  secondes, 

n  i  f  ^ i-LJ L 

d-^lt,  u)  •  '       dvdu 


dtdu       ~  d-Q{v,u) 

dv" 
J'aurai,  en  même  temps, 

^Q(.',  «)  _  dK(t,  u) 
du  du 

et,  par  suite,  la  condition  à  remplir  se  transformera  en 

ii'  (A iJL — ' 

'        du  LT{t) 


d'tilt,u]  "W  —  «- 

dt  du 

c'est-à-dire  que  je  serai  ramené  identiquement  à  la  formule  (i  i),  et,  par  suite,  à  la 
formule  (12),  de  laquelle  je  suis  parvenu  à  trier  tout  ce  qui  précède  jusqu'à  la  for- 
mule (17)  inclusivement. 

Mais,  au  point  de  vue  actuel  de  la  question,  la  marche  la  plus  naturelle  du  calcul 
sera  différente  et  consistera  à  intégrer  d'abord  l'équation  (12)  par  rapport  k  u ,  ce  qui 
fera  trouver 
(■■jè/.v)  Ri;  f,  «)  =  r(r)FU,  m)  =  /-(*)«  — 7.(f). 

En  différentiant  ensuite  l'équation  (i^  bis)  par  rapport  à  t,  on  aura 

et,  par  suite ,  la  première  des  équations  (r')  fera  trouver 

îi'(?)f  =  i'(t)u  —  a'(r), 
d'où  l'on  conclura 

a'{tf      i2'(f)' 
ou  bien 

en  place  de  la  formule  (16)  avec  laquelle  celle-ci  se  confondra  en  effet  quand  on 
donnera  une  valeur  convenable  à  la  fonction  arbitraire  a  [t). 

On   aura   recours  ensuite  à  la  formule  (r  ),    on   plutôt  à  la   formule  (9"),   pour 
trouver 

Q  =  R  — A  =  /(f)(i  — a(f)  — afr).-, 

€t,  quand  on  y  substituera  la  valeur  précédente  de  h  en  i,  ?,  puis,  inversement,  la 
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valeur  de  i'  en  u,  t,  on  aura  les  deux  relations  parfaitement  équivalentes 

f,{t)a'{t]—a.{t)k'{t)  Â-{t)a'(t)  —  a{t)A'(t) 


(l4  bis] 


Q  = 


r{0  /.'{t} 

A-{t)a'{t')  —  a{t)i'(t)         D.[t)a.'{t)  —  <x[t]Q.'{t) 


a'{t) 


dont  la  première  se  confondra  avec  la  dernière  des  formules  (i4)  quand  on  assujettir 
la  fonction  arbitraire  a(f)  à  la  condition 

_  k[t)^'{t)-c.[t)h'{t) 
P^^-  k'{t) 

De  cette  condition  on  tirera  ensuite 


/! 


puis 

et,  par  conséquent,  les  formules  (16  bis),  (17  bis)  se  confondront  en  même  temps 
avec  les  formules  (16)  et  (i-j  ). 

La  condition  fondamentale  de  la  théorie  sera  enfin  l'équation  (i3),  et,  du  moment 
où  cette  condition  sera  remplie,  on  pourra  calculer  la  quantité  de  chaleur  nécessaire 
pour  aller  d'un  point  v,  t  à  un  autre  point  infiniment  voisin  i'  -+-  dv,  t+  dt  au  moyen 
de  la  première  des  formules  (4). 

De  la  seconde  formule  (4),  ou  plutôt  de  la  relation  initiale 
(/Q  =  r(f)/(f,  u)du  —  pdv, 
on  conclura,  tont  à  l'entour  d'une  lij^ne  fermée  quelconque  s, 

0= r  v{t)f[t,u)du-j  ' pd., 

et,  par  suite,  on  aura,  pour  l'expression  de  l'aire  S  délimitée  par  !a  courbe  fermée  s, 

S=  I    pdr=  I     T[t)f[t,u)dn  —  j      r[t)dq=L    i    Y  [l)-/[t)du  =  j     k[t)du; 

puis,  en  intégrant  par  parties,  en  ne  perdant  pas  de  vue  que  tout  à  l'entour  d'une 
courbe  fermée  s  la  limite  finale  de  l'intégration  coïncidera  avec  la  limite  initiale,  on 
aura  encore 

S  .^  /     k{t)du——\      II/.' {c)dt=—  I     vil'(t)dt=~l     vdp=-\-i    pdv, 

Jo  1/0  Ju  i/o  ,/o 
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v.t  le  résultat  sera  le  même  que  si  l'on  partait  de  la  relation  complémentaire 
dk='—  [r{t)  Vit,  u)]  dt-\-  i)th, 

au  moven  de  laquelle  on  trouvera  directement,  tout  à  l'entoiir  d'une  ligne  fermée  s, 
'  ^R(<,  m) 


'=^^''--[ 


-i     [i'(t)u  —  ct.'{l)]ilt  =  —l     uk'[t)dt, 
Jo  Jo 


ci>nime  tout  à  l'heure. 

En  résumé,  la  théorie  des  vapeurs,  c'est-à-dire  la  théorie  d'un  mélanine  de  liquide 
cl  de  vapeur  saturée  de  ce  liquide ,  se  réduira  aux  formules  générales  que  voici  : 

_^'{t)  a'(0 

a'(0        a'[t)' 
i{t)=r{t)y{t), 

K  =  T{t]F{t,u)  =  A{t)a  —  c,i{t)  —  ..., 

A  =  p/J  =  pa  (f), 

Q  =;R  — A=  /.■{t)u  —  n(t)v  —  x(t)  =  .  .  .  , 

rlq=f{t,u)du  =  y{t)du  =  y(t)d^'^^.  +  ^^]. 

1    ou,  ce  qui  reviendra  au  même, 

r {t)dq  =  r  {t)y{t)  du  =  k{t)du  =  A{t)d\^j^^.  -^  j±J^j, 

et,  pour  l'aire  S  délimitée  par  une  courbe  fermée  s, 

=  f   r(t)/it,  u)du=  j    r{t)d</=  I     r({);(t)du 

s  =  f  iij)du  =  —  1    ,a'{t)dt  =  -l    i,a'{t)dt 

=  —  j      udp  =  +  j     pdv. 


ri8) 


ou  bien 
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Ces  formules  ne  seront  d'ailleurs  applicables  qu'entre  les  limites 

et,  de  toute  manière,  il  faudra  que  l'on  parvienne  à  déterminer  la  fonction  arbitraire 
X  (t)  qui  s'y  trouve. 

Je  porte  donc  mon  attention  sur  l'expression  du  produit  r{t)dq,  et  j'en  tire 

'      r(f)  r(0    \k'{t)   ^  k'{t))      Y{t)    U'(0  )^v{t)dt\k'yt)) 

-YXt)T^)''^VJë^d\YV^)^A'^)r 

En  y  faisant  d'abord  dt-=.o,  il  me  reste,  pour  l'expression  de  la  chaleur  latente, 
d'un  point  c,  f  à  un  autre  point  c  -(-  rfc,  à  la  même  température  f , 

d,    ^dl^'P^^d., 
T(t)k-[t)       ' 

et,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (i8),  je  trouve 


dq.^  =  dl  : 


ce  qui  est  parfaitement  d'accord  avec  les  équations  (g^  (9  bis),  (9  ter). 

Je  fais  ensuite  rfi-  =  o,  et  je  trouve,  pour  l'expression  de  la  chaleur   spécifique  à 
volume  constant  c, ,  l'expression 


'-M-m^-^xw}]- 


Mais  je  puis  établir  une  relation  plus  générale  dont  celle-là  ne  sera  qu'un  cas  par- 
ticulier. 

Je  désigne  par  c  [t)  une  fonction  de  la  température  qui  soit  telle  que  la  différentielle 
c'  [t)  dt  de  cette  fonction  doive  représenter  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire 
aller  le  volume  v  du  mélange  le  long  d'une  courbe  quelconque  supposée  représentée  par 
les  deux  équations 

..  =  e(r). 

J'aurai  dans  ce  cas-là,  en  chaque  point  de  la  courbe  donnée, 

et,  d'un  point  à  un  autre  de  la  courbe  donnée, 

d(a'{t)    ,  ^      a{c)\  ^ 
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puis 

et  cette  valeur  de  dq  sera  précisément  la  quantité  c'  (?)  dt. 

Donc,  j'aurai  pour  la  quantité  de  chaleur  spécifique  c'  {t)  dans  une  direction  quel- 
conque non  parallèle  à  l'axe  Oc, 

puis,  en  multipliant  cette  formule  par  </f  et  en  l'intégrant,  j'aurai  sous  forme  finie  entre 
deux  limites  quelconques  <„,  t,,  le  long  de  la  courbe  donnée, 

,     ^  ,     ,  r''  A(f)    d  {n'(t)      ,   ^        a'i/)\ 

^     '  ^     '       A      V[t)dt{i'(t,       ^    '^  /r'it))'"- 

Une  telle  manière  d'intégrer  réveillera  naturellement  la  question  déjà  deux  fois  exa- 
minée, de  savoir  si  la  fonction  universelle  r  (f  )  doit  être  acceptée  comme  une  quantité 
constante  ou  variable. 

Je  ne  veux  pas  m'occuper  une  troisième  fois  de  cette  question  ici,  et  sans  me  pro- 
noncer absolument  ni  pour  ni  contre,  je  conserverai  la  fonction  r  (?)  dont  la  présence 
ne  me  gênera  réellement  pas  dans  l'achèvement  de  mes  calculs. 

Cela  convenu  ,  je  supposerai  que,  le  long  d'une  courbe  v=  syt)  parfaitement  con- 
nue, on  soit  parvenu  à  déterminer  expérimentalement  la  fonction  c{t),  et,  par  suite 
sa  dérivée  c' (t).   Je  me  servirai  alors  de  l'expression  trouvée  pour  e'(f)  d'une  ma- 
nière inverse ,  et ,  après  l'avoir  mise  d'abord  sous  la  forme 
r(t)c'{t) 


dtU'it)'^'^^A\t)y 


,     ,  rr{t)c'(t)  ,      a.'(t,    ,  , 


je  la  multiplierai  par  de  et  j'en  tirerai  par  voie  d'intégration 

a'(t) 

de  telle  sorte  que,  si  les  fonctions  iî(?),  ^-(t),  T  (t)  m'étaient  connues,  cette  formule 
pourrait  me  servira  trouver  la  fonction  a(f). 

Or  il  y  a  sur  \i^g.  2  une  courbe  bien  déterminée  ,  le  long  de  laquelle  une  pareille 
recherche  de  la  fonction  a  (?)  ne  sera  pas  très-difficile  à  mettre  à  exécution  :  je  veux 
parler  de  la  courbe  initiale  i„ii',  dont  l'équation  est 

V  z=  a>  =:  fonction  (?). 

Je  n'aurai  qu'à  remplacer  la  fonction  arbitraire  £(?)  des  formules  précédentes  parla 
fonction   déterminée  w,  et  ce  que  j'ai  désigné   généralement  par  c[t)  deviendra  la 
quantité  de  chaleur  sensible  d'une  masse  liquide  entretenue  constamment  à  sa  tempé- 
rature d'ébullition  le  long  de  la  courbe   ioU',  c'est-à-dire  sous  une  pression  p  qui 
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augmentera  progressivement  avec  t  d'après  la  relation  connue 

Ce  qu'on  nomme  habituellement  la  quantité  de  chaleur  sensible  d'un  liquide,  sup- 
posé amené  à  sa  température  d'ébuUition,  est  une  quantité  analogue  fi(^)  que  l'on 
trouve  en  échauffant  le  liquide  sur  une  pression  constante,  du  commencement  à  la  fin 
de  l'opération,  au  lieu  que  pour  c'yt)  la  pression  p  devra  varier  d'après  la  relation 

/;  =  a(0. 

Pour  faire  voir  très-clairement  la  distinction  qu'il  y  a  à  faire  rntre  les  deux  fonctions 
t(/),  c,  (<),  je  porte  mon  attention  sur  la  fig.  i,  et  j'y  mène,  par  le  point  (,  une 
courbe  ih'  de  l'espèce  tp  (f ,  p)  =■  constante  t  pour  une  masse  entièrement  liquide.  Une 
telle  courbe  d'espèce  !f[v,p)  =  constante  t  pour  une  masse  entièrement  liquide  ne  dif- 
férera pas  appréoiablement  d'une  ligne  droite  i h'  parallèle  à  l'axe  Op,  à  cause  de  la 
compressibilité  à  peu  près  nulle  des  liquides  à  une  température  donnée. 

Cela  étant  compris  et  la  pression  OP'  étant  supposée  égale  à  celle  de  l'atmosphère, 
j'observe  que  la  fonction  c,  (t)  représentera  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire 
aller  le  volume  c  d'une  masse  liquide  de  h'  en  /'  le  long  de  la  droite  //  i'  parallèle  à 
l'axe  Oc  sous  la  pression  constante  OP',  tandis  que  la  fonction  c{t)  représentera 
la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  aller  le  volume  i'  d'une  masse  liquide  de  / 
en  ('  le  long  de  la  courbe  l'aii'  sous  une  pression  croissante  />  =  n(e). 

La  fonction  C|  ( /)  pourra  dépendre  en  toute  rigueur  de  la  pression  constante />'  à 
laquelle  elle  se  rapportera,  tandis  que  la  fonction  c  (t)  ne  variera  qu'avec (^). 

Les  deux  fonctions  c[t),  Ci(t)  ne  devront  pas  être  égales,  car  il  me  suffirait  d'ap- 
pliquer les  principes  généraux  de  ma  théorie  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur  à  une 
masse  entièrement  liquide  et  de  désigner  spécialement  par  rj  la  quantité  de  chaleur 
latente  à  peu  près  nulle  que  l'on  parviendrait  à  exprimer  de  la  masse  liquide  par  une 
augmentation  de  pression  de  OP  à  OP',  le  long  de  la  ligne  /'/('  sur  la  fig.  2,  à  une  tem- 
pérature constante  t ,  pour  que  l'on  dût  avoir 

aire  i  h'  i'  =   j       V  (t)  c\  (  t)  <it  —    j       r  (  f  )  r'  [t)  (tt  —  qV  [t]. 

le  trouverais,  d'un  aulre  autre  côté,  à  h  simple  ins|iecti(in  de  \Ajîg.  2, 

aire/A'/';=   /       tvrlp  —  »'(/^'  —  /*)  =^ /■*' ("'' — "'/  —  /      P 'f^'-' 1 

et ,  par  suite ,  il  me  faudrait  égaler  les  seconds  membres  de  ces  deux  équations. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  l'echerches  des  physiciens  ont  appris  que,  pour  de  l'eau,  la 
(|uantité  c,  (/),  sous  la  pression  constante  de  i  atmosphère,  est  sensiblement  propor- 
tionnelle à  /  de  o  à  100  degrés,  et,  par  suite  ,  on  a  été  conduit  à  prendre  connue  unité 
'■alorifuiue  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  1  degré  la  température 
de  I  kilogramme  d'eau  sous  la  pression  de  i  atmosphère;  ou  pour  mieux  dire,  on  a 
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pris  pour  unité  calorique  la  centième  partie  de  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
porter  i  kilogramme  d'eau  de  sa  température  de  solidification  à  sa  température  d'ébul- 
lition  ,  sous  une  pression  ambiante  de  i  atmosphère. 

Donc  ,  pour  i  kilogramme  d'eau  on  aura  à  très-peu  près 

et  la  fonction  c(t)  de  mes  raisonnements  n'en  différera  peut-être  pas  sensiblement; 
mais  je  ne  veux  faire  aucune  hypothèse  à  ce  sujet  et  je  conserverai  une  fonction  quel- 
conque c  (t)  dans  mes  formules. 

Ainsi,  en  désignant  par  H  (t)  une  fonction  très-essentielle  que  l'on  trouvera  par  voie 
d'intégration  le  long  de  la  courbe  /„;('  sur  \a  fig.  2,  au  moyen  de  la  relation  de  prin- 
cipe 

on  aura ,  en  |>lace  de  la  formule  (ig) , 


('9*") 

H 

(')=ï 

a'(0 

et  la  troisième 

des 

for 

mules  ( 

i«) 

pourra 

être  mise  sous 

la  forme 

(2.) 

u 

- 

H(/)  = 

1'  —  «' 

)• 

Quand  on  y  remplacera  t  par  t'  sans  changer  u  ,  on  aura,  à  une  autre  hauteur, 

sur  la_^^'.  2  ,  le  long  d'une  même  courbe  i  [i',p)  z=  constante  « , 

(2.  to)  „_H(;')  =  g!i^  (..'-«''), 

puis,  en  intervertissant  les  deux  équations  et  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre,  ou 
trouvera 


(21  ter) 


^A'{t)'  '        h'[t') 

J,  d'  J,       7(') 


Cela  signifie ,  en  langage  ordinaire,  que  le  produit  de  la  différence  v  —  «<  par  le  rap- 
port de  la  fonction  n'  [l]  a  la  fonction  /('(t)  devra,  de  bas  en  haut  sur  la  ./?§■.  2, 
éprouver  une  diminution  égale  à  l'augmentation  correspondante  de  la  fonction  H  (e) . 
Or  la  différence  v  —  tv  représentera  la  longueur  (B  d'une  courbe  quelconque  B'Bu  de 
l'espèce  •}  (p, /»)  =  constante/*,  et  la  différence  0' —  <c' représentera  la  longueur  cor- 
respondante ('  B'  de  la  même  courbe  B'Bk;  par  conséquent ,  du  n)onient  oii  la  courbe 

67.. 
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initiale  iaii'  sera  connue,  l'équalion  (21  ter)  donnera  le  moyen  de  tracer  immédiate- 
ment toutes  les  courbes  BB',  B|B', ,.  .  .  dans  l'intervalle  de  deux  droites  horizontales 
PI,  P'I'  entre  les  températures  t,  t' ,  desquelles  on  connaîtra  les  accroissements  pro- 
gressifs de  la  fonction  H  \t). 

Les  courbes  BB',  B,  B',  seront  ainsi  parfaitement  déterminées,  même  en  deçà  de  la 
courbe  i^ii'  et  au  delà  de  la  courbe  loll',  où  elles  ne  pourront  être  tracées  que  fictive- 
ment et  n'existeront  réellement  pas. 

De  plus,  on  voit  que,  lorsqu'on  ne  connaîtra  que  l'accroissement  total  de  la  fonc- 
tion H  (?)  de  ?  à  ?',  on  trouvera  par  l'équation  (  ai  ter)  les  vrais  points  d'intersection  de 
toutes  les  courbes  BB',  B,  B',, . . .  avec  les  deux  horizontales /^  ^=  n.[t),  p'  =  n[t')  entre 
les  températures  t,  t' ,  desquelles  on  connaîtra  l'accroissement  total  de  la  fonction  H(r), 
tandis  que,  dans  l'intervalle  et  en  dehors  de  l'intervalle  de  ces  horizontales  où  l'on  ne 
connaîtra  pas  l'accroissement  de  la  fonction  H  (  ?) ,  la  forme  des  courbes  BB',  B,  B', , . . . 
restera  tout  à  fait  indéterminée. 

Cette  manière  de  concevoir  les  choses  serait  encore  parfaitement  exacte  dans  le  cas 
où  la  fonction  H(?)  éprouverait  une  augmentation  ou  une  diminution  finie  à  une  cer- 
taine valeur  déterminée  de  la  variable  t. 

Il  sera  d'ailleurs  inutile  d'augmenter  d'une  constante  arbitraire  l'intégrale  du  second 
membre  de  !a  formule  (20),  car  une  telle  constante  disparaîtrait  toujours  dans  la  diffé- 
rence H(f') —  H  (^)  du  second  membre  de  l'équation  (21  ter)  et  n'influerait  en  rien 
sur  la  forme  des  courbes  BB',  BiB', , . . . . 

Le  second  membre  de  l'équation  (21)  ayant  une  valeur  parfaitement  déterminée  en 
chaque  point  de  \ai/tg.  2,  il  s'ensuit  que  Ton  ne  pourra  augmenter  la  fonction  H  (r) 
d'aucune  constante  sans  être  obligé  d'augmenter  la  quantité  variable  «  d'une  constante 
égale. 

Donc,  l'addition  d'une  constante  à  la  fonction  H  (î)  ne  fera  que  dé|)lacer  l'origini' 
<les  quantités  «,  ce  qui  sera  de  nulle  importance  dans  le  calcul. 

La  fonction  H  (f)  étant  supposée  exactement  déterminée  par  l'équation  (20),  avec 
ou  sans  addition  d'une  constante,  on  conclura  de  l'équation  (21),  d'une  part,  le  long 
de  la  courbe  /„"', 


A  22  \  /  et ,  d'autre  part ,  le  long  de  la  courbe  Ig  II', 

r-TzW,       H  =  H(/)-|-^^'(W-.r^. 

k'[t)' 

Ce  seront   les  limites  entre  lesquelles  tomberont  toutes  les  autres  valeurs  des  quan- 
tités I',  II, 

Le  long  de  l;i  courbe  /„/(',  on  aura 

22  bis  )  (lu  =r  —^  lit  -   — V^ — —  dt  = (It , 
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et,  tant  que  les  fonctions  c{t),  y  (t)  seront  positives  toutes  les  deux,   les  courbes 
4*  (")/')  =  constante  u  se  détacheront  de  la  courbe  /„(/'  de  haut  en  bas  sur  layf^.  2. 
Le  long  de  la  courbe  I„  1 1',  on  aura 

et,  selon  que  cette  quantité  sera  positive  ou  négative  pour  une  valeur  positive  de  dt,  il 
arrivera  que  les  courbes  ij/  (  c  ,/>  )  =  «  se  détacheront  de  la  courbe  I„  H'  de  bas  en  haut 
ou  de  haut  en  bas  sur  la  _fig.  2.  Si  la  même  quantité  était  égale  à  zéro,  la  dernière  des 
courbes  -^  serait  tangente  à  la  courbe  loU',  et,  enfin ,  dans  le  cas  où  le  second  membre 
d^  l'équation  (22  ter)  serait  égal  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  la  dernière  des 
courbes  tÎ/  se  confondrait  entièrement  avec  la  courbe  I„1I'. 
De  l'équation  (21)  je  tire 

(23)  ._„,=  („_  H  (r))|;|i-J, 

pour  l'expression  générale  de  la  longueur  (B  d'une  courbe  donnée  B'Bh  ,  à  une  hau- 
teur quelconque  p  ^  il{t)  sur  \a._fig-  2. 

En  remplaçant  t  par  t',  sans  faire  varier  «  ,  je  trouve 

(23  6/.)  „'_„/=(„_  H  (r'))_^j, 

pour  la  longueur  ('B'  de  la  même  courbe  B'B«  à  une  hauteur  différente  p'  =  il{t') 
sur  la  fig.  2. 

En  retranchant  la  formule  (  23  bis)  de  la  formule  [23)  ,  j'ai 

{^3  ter)       f._/)^-(«.'_..;|  =  („_H(0)|^-(«-H(r'))^^^, 

et  le  second  membre   de  l'équation  (23  fer)   représentera  la  somme  des  différences 
I'  —  c',  «^ —  (V,  c'est-à-dire  la  somme  des  longueurs  iB,  //(  sur  la ^^.  2. 

La  valeur  de  u  ne  devant  pas  être  inférieure  à  H  (f ') ,  pour  que  le  point  B'  ne  tombe 
pas  en  deçà  de  la  courbe  (j  i  /',  je  pose 

f  24)  u  =z  ii{t')  -h  u'  ; 

les  formules  (23),  (23  bis;.,  [iS  ter    deviendront  alors 

•     ■    ^         ^  '-'  a'{t)  iï'(t) 

(25)  <  v'—iv'=  o  +  «'    '         ,'• 
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Cï'[t) 
^^_    ,k'{t') 


('B'=  u' 


[iSbis) 


—    — ;     ,r' '''{')     ><'{t')'\  r   <i<'''{t)\ 

fB  — /'B'  =  tt'    -tH— ^ttV-pc     =  — «    /       -r    -rr4  U'» 


Il  s'ensuit  que  la  connaissance  de  la  fonction  H(/)  ne  sera  nécessaire  que  pour  la 
courbe  initiale  /'  X  ,  et  que,  du  moment  où  la  courbe  i' l  sera  connue,  toutes  les  autres 
courbes  de  détente  BB',  B,  B', , .  .  .  se  trouveront  exactement  déterminées  quand  on  mar- 
quera de  bas  en  haut  sur  la  Jîg.  a  des  longueurs  B  A  proportionnellement  au  rapport 
des  fonctions  A'  [t],  n'  (e). 

Il  s'ensuit  encore  que,  entre  deux  courbes  données  /ii',  BB',  la  distance  /  B  ira  en 
augmentant  ou  en  diminuant  de  bas  en  haut  sur  Isifig-  2,  selon  que  le  rapport  de  k'{t] 
à  n'  (e)  augmentera  ou  diminuera  avec  i. 

La  valeur  de  u'  des  formules  (24),  (25),  (26  bis)  pourra  d'ailleurs  augmenter  jus- 
qu  à  la  limite  où  la  dernière  des  courbes  \}/  passera  par  l'un  des  points  I,  I'  selon  que 
la  quantité  entre  parenthèses  dans  le  second  membre  de  la  formule  (22  ler)  sera  positive 
ou  négative. 

De  toute  manière,  on  aura,  au  point  I, 


u  =  nit)-\- 


k'{t 


(W  — «-), 


:«-H(r')  =  ^(W-«'). 


(H(.')-B(O), 


(26) 


et  au  point  I', 

H—  n[t') 


'  k'it') 


(W'— .v'), 


l 


H('')  =  Ç[fj(W'-«''). 
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De  I  en  I'  la  quantité  a  éproiu'era  un  accroissement  total,  soit  positif,  soit  négatif, 
«jne  l'on  trouvera  par  la  différence 

(  ^6  bis]      '   °"  P^*"  I  intéijrale  définie 

["'  c'{t)  ,         r''d  /n'fO  ,  \ 

Ji        7(')  J,       dt[^A(t)^  ') 

Toutes  les  dimensions  linéaires  des  rourlies  de  détente  B'  B«  ,  B'|B,«|, .  .  .  étant  sup- 
posées-connues, d'après  les  équations  (24),  (2.5),  (26  bis)  et  (26),  il  ne  serait  pas 
difficile  de  calculer  directement  les  aires  de  ces  courbes  on  les  intégrales 

/  fdp—  l  vn'{t)f/t,        j  i,ih'=^vp—  /  vdp  =,.n(r)—   /  vO.{t)dt; 

mais,  pour  traiter  la  question  d'une  manière  plus  complète,  je  préfère  me  servir  des 
expressions  générales  des  fonctions  A,  Q,  R  des  formides  ^18),  ce  qui  m'obligera  de 
trouver  d'abord  la  fonction  a{f). 

Je  remonte  donc  à  l'équation  (19  bis),  et  j'en  tire 

a' («)  =  H  (r)X-'(f  )  —  «'«'(;). 
Te  multiplie  par  dt  et  j'intègre,  ce  q,ui  me  donne 

(27)  »(')=  I  n{t]  /i'{t)dt~  j  ivQ'(i)dt, 

puis,  en  procédant  par  parties  avec  le  premier  terme  du  deuxième  membre,  je  trouve 

Ça    {t)    k'{t)    dt    =     H    [t)     k    [t]    —      I       /.     !    t)    lillL)   ,/,; 

mais,  d'après  l'équation  (20),  on  a 

dU{t)^r{t)c'{t) 
dt  k{t) 

On  a,  en  même  temps, 

dp^  Cl'  {t)dt, 

et,  par  suite,  on  trouvera  l'intégrale  générale 

(^-jbis)  a{t)=zn{t)k(t)—  jr(t)c'(t]dt—  j><d,>; 

puis,  de  t  à  t',  l'intégrale  définie 

[T.'jter)   o,{t')  —  o,{t)=[n{t')k{t')-E(t)k{t}j—j       r(t)c'{t)dt-  I        ^i-dp, 

ce  qui  s'interprétera  sur  la  fig.  2  en  disant  (]ue  de  t  à  t' ,  le  long  de  la  courbe  (,/('. 
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l'accroissement  de  la  fonction  x  {t)  est  égal  à  l'accroissement  de  la  fonction  composée 
S{t)Â-[t],  moins  l'aire  Pii'  P'  représentée  par  le  dernier  terme  du  deuxième  membre 
de  l'équation  (2^  ter),  moins  encore  l'aire  comprise  entre  la  courbe  initiale  („/ /'  et  les 
deux  courbes  i)/ (c, /')  =  constante  tt,  qui  partiront,  l'une  du  point  ;",  l'autre  du 
point  i',  et  devront  être  prolongées  jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  Oc,  moins,  enfin,  la 
quantité  de  force  vive  latente  qu'il  pourra  y  avoir  à  considérer  de  l'une  à  l'autre  des 
courbes  t|/  le  long  de  l'axe  Op. 

En  revenant  à  l'expression  générale  de  la  fonction  v[(?},  et  en  la  substituant  dans 
l'expression  de  R  des  formules {18),  je  trouve 


R  =  y?-  (f)  M  —  a  (i)  =  [u  —  H  (t)]  k  [t)  +    r 


(28)  R  =  k{t)u  —  a(t)  =  [u  —  E  (t)]  /.■  (t)  +   I   T{t)c\t)dt-i-  j    wilp. 

Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  sont  les  mêmes  que  dans  la  for- 
mule {27  bis  ),  mais  avec  des  signes  contraires,  et  le  tout  doit  être  égal  à  l'aire  OPB  «  , 
plus  la  quantité  de  force  vive  latente  de  O  en  u  le  long  de  l'axe  O  <>. 

Le  dernier  terme  du  second  membre  de  la  formule  (28)  étant  égal  à  l'aire  OP(/(,sur 
la^^.  2,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  deux  autres  représentera  l'aire  ('o'B«,  plus  l.i 
quantité  de  force  vive  latente  de  O  en  u  le  long  de  l'axe  Oi'. 

En  remplaçant  t  par(',  sans  faire  varier  u,  et  en  retranchant  les  deux  expressions 
l'une  de  l'autre,  je  trouve 

K'  —  Vi  =  [u  —  ]à{t')]k{t')—(u  —  -a.(t)]k{t)-\-j'    T{t)c'[t)dt+   \        n-dp, 

pour  l'expression  générale  de  l'aire  PP'  B'  B  sur  la  fig.  2. 

La  valeur  de  u  ne  devant  pas  être  inférieure  à  H(>'j,  pour  que  le  point  B'  no 
tombe  pas  en  deçà  de  la  courbe  ;„  ii' ,  je  pose 

H  =  B(f')  +  u', 
et  je  trouve 

(  28  bis) 

[         —[fi{t')  —  \\{t)]k{t^-lru'[k{t')  —  k{t)), 

ce  qui  me  permet  de  conclure  que  l'on  aura 

aire/»'/=r     Y  {t)c' {t)dt  ~  \H{t- ) -R[t])  k  [t), 
{10  ter)  {  J, 

\  aïreki'B'B^  "'[''((')  —  *('])• 

Au  moyen  de  la  relation  (a3),  la  quantité  A  des  formules  (18)  se  transformera  en 

(29)  A  =  .p  =  .,'p  +  \u-u(t)]^^a(t), 


K'—K=j      ,vdp-h   j      r{t)c'[t)dt 
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et  se  compliquera  en  apparence  ;  mais  au  moyen  d'une  telle  complication  on  trouvera 

{30}  q=K-A  =  [u  -  }iit)](^A(t)-pila  (1)^+^1  {,)c'(t)  Ut-  l'pri,,: 

Ce  sera  l'expression  générale  de  l'aire  AB«,  plus  la  quantité  de  force  vive  latente  de  O 
en  u  le  long  de  l'axe  0  c. 

Quand  on  y  remplacera  /  par  t',  sans  faire  varier  «,  et  qu'on  retranchera  les  deux 
expressions  l'une  de  l'autre  ,  on  aura 

Q'-Q  =  f„_H(0](/(O-^^n(f'))-f«-H(,))(x(0-^«{0) 

+  /     r{t)c'{t)dt—  I    pdiv, 

puis,  en  y  faisant 

?<  =  H(f')  +  II', 
on  trouvera 

Q'-Q  =  -r   P'tw+C    v{t)c'[t)dt 
(3oM  _(H(r')-H(0](^-(0-^"(0) 

Ce  sera  l'expression  générale  de  l'aire  ABB'  A'  sur  la  fig.  2,  et  les  trois  premiers  termes 
du  second  membre  représenteront  la  valeur  initiale  de  cette  aire  pour  «'  =  o.  Le  der- 
nier terme  représentera  l'augmentation  due  à  une  valeur  quelconque  «'. 
Il  s'ensuit  que  l'on  aura 

aire  Ik i' n' 

\  =  -j^'pda.+j'  r{t)c'[v)dt-[^[t')-n{t)][h{t)-'^^a(t)y 
\  aire  ABB' A'  —  aire //?'«' 

(=«'|M-('')-^(0)-(^a(n-^a(.))j. 

D'autre  part,  on  trouvera,  à  la  seule  inspection  de  \stfig-  2, 
aire  n' i' i  n  =  j       pdtv, 
et,  quand  on  ajoutera  cette  équation  à  la  première  des  formules  (3o  ter) ,  on  aura 
[Zoquater]   a\Ttlki'in=   C     T  [t)c' {t)dt -[^{t')  -Yi{t))y/<  [t]  -  -^^ai^l)^: 


3oter) 
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puis  ,  en  retranchant  de  celle-là  la  première  des  formules  (  28  ter),  il  restera 

aire  lkin=z  |  H  (f')  —  H(0  )  ^'^CfO, 
et ,  en  effet ,  on  devra  avoir 

aire  Ikin  =  i k  X  p, 

ce  qui,   d'après  la  première  des  formules  (aS  bis),   conduira  exactement  au  même 
résultat. 

Quand  on  remplacera  /parf'  dans  la  formule  (29),  sans  faire  varier  u,  on  trou- 
vera 

A'  -  A  =  <.'p'  -  wp  +  («  _  H(.'))  ^j  Vt{t')  -  |>  -  H  (0)  ^^^  n  (0, 

et,  quand  on  v  fera  encore 


(  29  bis  ) 


A'-A=.«'y-«.^-iH(.')-H(0)^^n(0 

\o:{t')    ^    '      n'io    ^  ^J 


Mais  la  différence  A' —  Ane  représentera  pas  une  quantité  simple  sur  la^'g'.  2,  car  on 

aura 

(  29  ter)  A'  —  A  =  aire  PP'  B'  è  —  aire  A'  6  BA. 

Il  suit  de  là  que,  par  la  somme  des  formules  (29  bis)  et  (3o  bis),  on  devra  re- 
trouver l'expression  déjà  connue  de  l'aire  PP'B'B  ou  de  la  différence  R'  —  R,  ce 
qu'il  sera,  en  effet,  très-facile  de  vérifier. 

Je  reviens  maintenant  aux  formules  (29  bis),  (29  ter),  et  j'observe  que  l'on  aura 
directement  sur  la^^.  2, 

(3i)  aire  PP'B'i  =  c' (/j' —  ^)  =  .''(a  (?')  —  a(f)  j, 

puis,  en  y  substituant  la  valeur  de  v'  de  la  seconde  des  formules  (  25) , 

1  3i  bis)  A\r^W&'b^w'[p'  —  p)  -I-  u'    ■/■       fa(/')  — û(0)- 

ii  (f  )  " 

Ue  même  on  aura  directement ,  sur  layîg.  2 , 
(32)  aire  A'ôBA  ={v —v')p  z=  ^v  —  v')a.[t), 

puis,  en  y  substituant  l'expression  v  —  /  tirée  de  la  troisième  des  formules (  25), 


aire  A' 6 BA  =  —  (w'  —  w)  p  ^  (H  (f')  —  H  (f)  1  ~^i2  (<) 


'Zïbis)      l 
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Par  conséquent,  en  soustrayant  la  formule  {32  bis)  de  la  formule  (3i  bis),  ou 
devra  retrouver  la  différence  déjà  connue  A'  —  A  de  la  formule  (29  bis);  ce  qu'il 
sera,  en  effet,  très-facile  de  vérifier. 

Quand  on  feratt'  =  o  dans  la  formule  (32  bis),  on  aura  l'expression  de  l'aire /^/(//' 
sur  la  /fg'.  2,  et  le  résultat  sera  parfaitement  d'accord  avec  l'expression  déjà  connue  de 
l'aire  Uin,  qui  ne  différera  de  celle-là  que  par  l'aire  du  rectangle  ni/in  égale  au 
produit  (  w'  —  "')p- 

L'aire  triangulaire  BB' 6  pourra  être  obtenue,  à  volonté,  par  l'expression 

R'  —  R  —  aire  PP'  B'  b , 
ou  par  l'expression 

Q'— Q  — aire  A'iBA, 

c'est-à-dire  en  soustrayant  la  formule  (3i  bis)  de  la  formule  i'^Bbis),  ou  bien  en 
soustrayant  la  formule  (32  bis)  de  la  formule  (3o  bis),  et,  de  l'une  comme  de  l'autre 
manière,  on  trouvera 

i'    aire  BB'i  =  — airei7//'-f-  /      T  {t  :c' {t)dt  ~  [B.{t')  —  U{t))/i  {e) 
^«'{(M^')-'!('))-^(n(^')-"(0]j- 

Quand  on  fera  «' c=  o  dans  l'équation  (33),  on  aura  l'aire  triangulaire  ^i'/i,  et  le 
résultat  sera,  en  effet,  d'accord  avec  l'expression  déjà  connue  de  l'aire  ii'  A-. 

I.e  dernier  terme  du  second  membre  représentera  ce  que  l'on  devra  ajouter  à  l'aire 
ii'h  pour  trouver  l'aire  correspondante  BB'è,  et,  en  effet,  on  aura  directement  sur  la 

fig-  2, 

aire  BB'  b  =  aire  X  1'  h  -i-  aire  X  /'  B'  B  —  aire  hi'W  b. 

D'antre  part,  on  connaît  l'aire  X/'B'B  par  la  seconde  des  formules  (28 /er).  et  l'on 
trouvera  l'aire  /li'B' b,  soit  au  moyen  de  la  formule  (3i  bis),  soit  au  moyen  de  la 
troisième  des  formules  (aS  bis),  de  manière  à  parvenir  exactement  au  même  résultat. 

A  l'aide  de  ces  différentes  formules,  (  23), .  .  .,  (33),  on  pourra  calcuîer  les  dimen- 
sions superficielles  aussi  bien  que  les  dimensions  linéaires  de  toutes  les  courbes  de  dé- 
tente B'B«,  B',B,H,  dans  l'intervalle  de  deux  horizontales  PI,  P'I'  entre  les  tempéra- 
tures f  ,  t',  desquelles  on  connaîtra  à  la  fois  les  fonctions  H  (t),  /,■  (t) ,  Q.  [t). 

Le  long  de  l'axe  Ov,  de  /„  en  I„  sur  la  fig.  2,  on  devra  concevoir  une  température 
constante  f„  qui  dépendra  de  l'équation 

(34)  n/j^o, 

et,  quand  on  désignera  par  une  constante  arbitraire  C  la  quantité  de  force  vive  latente 
de  O  en  /„  le  long  de  l'axe  O  r,  on  aura  en  un  point  quelconque  «de  l'axe  Oc  entre  les 
deux  limites  v  z^  w^,  v  :=  W, , 

(35)  R,T=Q,-C-h[u  —  E{t,)]A(t,), 

68.. 
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ou  simplement 

(35*/^)  R,  =  Q.=  C  +  «/i-(f„), 

alors  qu'on  déterminera  la  constante  arbitraire  de  la  fonction  U('),  de  manière  à 
avoir 

H(r.)  =  o. 

La  dernière  des  courbes  -^  passera  par  l'un  des  points  I ,  I',  selon  que  la  quantité 
entre  parenthèses  dans  le  second  membre  de  l'équation  (  22  1er)  sera  positive  ou  néga 
tive ,  et  la  valeur  correspondante  de  u'  sera  déterminée  par  l'une  des  formules  (  26  ) ,  ce 
qui  obligera  de  connaître  encore  la  différence  W  —  w  et  amènera  différentes  réductions 
dans  les  formules  (28  bis),  (29  bis),  (  3o  bis),  (Si  bis),  (32  bis)  et  (33). 

J'arrive  maintenant  à  la  neuvième  et  à  la  dixième  des  formules  (18),  qui  pourront 
être  remplacées  par  la  relation  unique 

dq  = —-^  du  := -^  {()  du  , 
'         r(t)  '  V   '        ' 

de  telle  sorte  que,  en  y  faisant  d'abord 

tt=H(«), 
et ,  par  suite, 

du  =       /   ' dt  =       ,■     ,    '  dt  =  —)-( dt, 
dt  i-{t)  7(0 

je  trouverai  le  long  de  la  courbe  ioU', 

dq  =  c'  {t)dt, 
et,  de  t  à  t' , 


(36) 


J      dqz=J'  c'[t)dt=zc{t')-c[t). 


ce  qui  me  ramènera  précisément  à  la  définition  des  fonctions  c[t)  et  H  (/),  d'après  les 
équations  (ig)  et  (  20). 

Le  long  de  la  droite  PI ,  on  aura 

t  =  constante , 
et,  par  suite,  l'intégrale  générale 

q  =  •/  (t)  u  -+-  fonction  (/). 
Mais  il  faudra  qu'on  trouve 

7  r=  o     pour     «  =  H  (f  ), 

et ,  par  suite ,  on  aura  l'intégrale  définie 

(37)  q  =  [u-B(e)]y{t) 

pour  l'expression  générale  de  la  quantité  de  chaleur  latente  de  i  en  B  sur  la  fig.  2. 
Quand  on  remplacera  t  par  t'  dans  la  formule  (  3^  ) ,  on  trouvera  pour  la  quantité  de 
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chaleur  latente  correspondante,  de  i'  en  B'  sur  \ajîg.  2  , 

(37*'^)  /=(«  — H(<'))v(/'j; 

mais  la  variable  u  ne  devra  pas  être  moindre  que  H  (t')  |)our  (juo  le  point  B'  ne  tumbe 
pas  en  deçà  de  la  courbe  („/;'  et  pour  que  la  valeur  de  y'  ne  devienne  pas  négative. 
11  sera  donc  convenable  de  poser 

tt=  H(?')  4-  u', 

et  de  n'admettre  pour  u'  que  des  valeurs  positives,  ce  qui  fera  trouver,  en  place  des 
formules  (3^)  et  (3^  bis), 

\q'=  O  ^u'y(t'). 

Il  suit  de  là  que,  de  i  en  /',  puis  de  ('  en  B',  la  chaudière  d'une  machine  à  vapeur 
théoriquement  parfaite  aura  à  dépenser  une  quantité  de  chaleur  représentée  par  la 
somme  de  la  formule  (36)  et  de  la  seconde  des  formules  (38),  c'est-à-dire  par  l'expres- 
sion 

(39)  c(t')  —  c{t)-i-u'y{t'), 

et  que  le  condenseur  recevra  une  quantité  de  ch'aieur  y  représentée  par  la  première  des 
fornaules  (38),  c'est-à-dire  par  l'expression 

(40)  (H(f')-H(0)v(0+«'7(0- 

La  différence  des  formules  (39)  et  (4o),  ou  la  quantité  de  chaleur  anéantie  sera 
représentée  par  l'expression 

(41)  [c{t')-c(t))-[Eit')-li(t))'t{t)-h,''h{t')-y{t)], 
c'est-à-dire  par  l'intégrale  définie 


(4 


-)    /'■'■'"^'-""/"^'--■/'■^-^"'- 


La  quantité  de  travail  obtenu  sera  égale  à  l'aire  i  i'  B'B  ou  à  la  somme  des  aires  (j'X-, 
//'B'B,  et,  d'après  les  formules  {28  i/i) ,(  28  f^r),  on  aura 

(42)  aire  m'B'B=  i    r  (t)c' (t)  dt  —  [H(t' )  —  a{t)]  fr  {t)  -h  u' [^- (f)  —  A  (t)), 

ou,  ce  qui  reviendra  au  même  , 

aire//'B'B=  r     V  [t]  c' [t)  dt  —  r  [t)^  [t]  Ç     -f^* 
{^2  bis)         { 
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Ainsi,   la  quantité  de  chaleur   anéantie  ne  pourra   L;enpralement  être  égale  à  zéro 

qu'autant  qu'on  aura 

y  (r)  =  constante, 

comme  dans  la  manière  de  voir  de  MM.  Carnet  et  Clapeyron  ,  et  alors  la  fonction  f  (t) 
ne  pourra  être  une  constante.  D'un  autre  côté,  quand  la  fonction  7  (f)  sera  une  quan- 
tité essentiellement  variable  avec  t  et  que  l'on  admettra  l'hypothèse 

r  (f)  :=  constante  G, 

la  formule  (  42  bis  )  deviendra  le  produit  de  la  constante  G  par  la  formule  (  4 1  bis  ) . 

Dans  l'entière  rigueur  des  choses,  une  machine  à  vapeur  théoriquement  parfaite 
réaliserait,  en  outre,  l'aire  triangulaire  ih'i'  que  l'on  obtiendrait  en  menant  par  le 
point  i  de  ]ajîg.  2  une  courbe  déterminée  ih',  non  pas  de  l'espèce  ç  (<',  p)  =  constante  t, 
mais  de  l'espèce  ■l{v,p)=z  constante  u,  par  rapport  à  une  masse  d'eau  complètement 
liquide. 

Par  contre,  la  quantité  de  chaleur  sensible  à  dépenser  par  la  chaudière  ne  serait  pas 
la  différence  c[t') — c{t)  le  long  de  la  courbe  /„//',  mais  une  différence  analogue 
c,  (f')  _  c,  (  6  )  de  /;'  en  /'  sur  la /'g.  2 ,  et  il  me  suffirait  d'appliquer  mes  principes  géné- 
raux de  la  théorie  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur  à  une  masse  entièrement  liquide 
pour  trouver  la  crmdition  nécessaire     • 


'''''=  f  T'O^'.O'^'-J' 


aire/7//'=r/       T  {t)  c\  (t)  dt  —  j       r{t)c'{c)dt. 

Cela  conduirait  tout  simplement  à  mettre  c\  (t)  au  lieu  de  c'  [t)  sous  le  signe  de  l'in- 
tégration du  premier  terme  de  chacune  des  formules  (4i  bis),  (42  bis],  et  à  remplacer  la 
limite  inférieure  t  de  chacun  de  ces  premiers  termes  par  S-  ;  mais  comme  un  tel  change- 
ment n'influerait  pas  sur  la  dépendance  mutuelle  des  formules  (4i  bis),  {/^Oi  bis),  et 
que  d'un  autre  côté,  l'expérience  a  fait  reconnaître  que  l'aire  triangulaire  ////,  en 
même  temps  que  la  différence  S- —  t,  sont  presque  inapi)réciables,  je  me  dispenserai 
d'en  tenir  com|)te. 

Dans  une  machine  à  vapeur  sans  détente,  la  quantité  do  chaleur  à  dépenser  par  la 
chaudière  sera  exactement  la  même  que  dans  une  machine  à  détente,  mais  le  travail 
obtenu  sera  moindre  d'une  quantité  égale  à  l'aire  du  triangle  BB'  b. 

On  n'utilisera  que  l'aire  ii'B'  b  dont  la  différence  avec  l'aire  connue  /li'B'  b  sera 
égale  à  l'aire  triangulaire  ihi',  et,  quand  on  négligera  celte  petite  aire  triangulaire,  on 
aura  sensiblement  pour  la  quantité  de  force  motrice  de  la  machine  à  vapeur  sans 
détente, 

(43)  aire/u'B'6=:«'i7^(n(f')-n(0). 

La  quantité  de  force  motrice  qu'on  perdra  sera  la  différence  des  formules  (4  •)  «*  (43)f 
ou  bien  ce  que  deviendra  le  second  membre  de  la  foinuile  (  33  )  (juand  on  y  négligera 
l'aire  triangulaire //(/'. 
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Je  me  propose  maintenant  de  calculer  la  quantité  de  chaleur  ([ue  recevra  le  conden- 
seur dans  une  machine  sans  détente. 

D'après  le  principe  fondamental  que  j'ai  érigé  sur  cette  matière ,  toute  la  force  vive 
non  réalisée  devra  se  retrouver  dans  le  condenseur  sous  la  forme  d'une  quantité  équi- 
valente de  chaleur. 

Donc  le  condenseur  devra  recevoir,  d'une  part,  une  quantit<;  de  chaleur  égale  à 
celle  de  la  formule  (4o),  plus  une  quantité  additionnelle  zqui  dépendra  «le  l'égalité 

r  (  /  )  z  r=  aire  BB'  *  , 
ce  qui  me  fera  trouver 

aireBB'i  i       C ''     ,      , ,  ^  ,        ,     ,  ,  ,    ■.     , 

En  y  ajoutant  la  formule  (4°)  et  en  ayant  égard  à  la  relation  connue 
/.-{t)  =  r{t)y(t), 
j'aurai  en  tout 

(44)        -^   r'r(f^c'(Orfr-(-a'-*4^--^^l^fi2(<')-  £2(r]l, 
r(fjj,       ^'     ^'  r(tj       T{t)Ci'[t')^    ^    '         ^  '" 

et  la  différence  ou  la  quantité  de  chaleur  anéantie  sera  représentée  par  l'expressiiiii 


^45) 


r{t)  a'(t')^  ^   '        *■  " 


qui  se  réduira  à 
(45  0")  \ 

Le  principe  duquel  dépend  la  formule  (44)  est  d'ailleurs  fort  simple,  ainsi  que  je  l'ai 
fait  voir  dans  le  temps,  et  se  réduit  à  ce  qui  suit. 

Toute  somme  de  chaleur  q  à  une  température  donnée  t  a  pour  équivalent  mécanique 
le  produit  qY[t),  et  toute  autre  somme  de  chaleur  q'  à  une  autre  température  t'  a  pour 
équivalent  mécanique  le  produit  q'T  [t');  lors  donc  que,  à  l'aide  d'un  fluide  élastique 
et  avec  la  précaution  essentielle  de  ne  jamais  mettre  en  présence  des  corps  à  des  tempe- 
ratures  différentes  t,  t' ,  on  sera  parvenu  à  produire  de  la  force  motrice,  en  enlevant 
une  certaine  somme  de  chaleur  q'  à  une  source  entretenue  à  la  température  t' ,  et 


54o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

en  versant  une  autre  somme  de  chaleur  q  dans  une  source  entretenue  à  la  tempé- 
rature t,  la  quantité  de  force  motrice  obtenue  devra  être  égale  à  la  différence 
q'T  [t')  —  qV  [t);  tandis  que ,  dans  le  phénomène  de  la  transmission  libre  de  la  cha- 
leur entre  deux  corps  entretenus  à  des  températures  différentes  f,  t' ,  on  devra  ad- 
mettre de  deux  choses  l'une,  ou  une  perte  de  force  vive,  ou  l'égalité  q'  T  (?')=  qT  [t); 
et  comme  l'idée  d'une  perte  de  force  vive  dans  le  phénomène  de  la  tratismission  libre 
delà  chaleur  entre  deux  corps  entretenus  à  des  températures  différentes  /,  t'  choque 
éminemment    notre    bon    sens,    nous    devons    naturellement    opter    pour   Tégalite 

q'r{t')  =  qT{t). 

Mais,  dans  ce  cas-là,  on  se  trouvera  amené  très-manifestement  à  prendre  la  com- 
mune valeur  des  produits  qr[t).,  q'r{t')  pour  la  mesure  rationnellement  exacte  de 
la  quantité  de  chaleur  qui  passera  d'un  corps  à  un  autre  ,  et,  à  moins  de  supposer  que 
les  phvsiciens  n'aient  pas  réussi  jusqu'à  ce  jour  à  bien  mesurer  ce  que  l'on  doit  nommer 
une  quantité  de  chaleur,  on  se  trouvera  conduit  à  admettre  la  relation 

r  {t)  =  constante  G. 

Néanmoins,  comme  je  n'ai  pas  été  arrêté  jusqu'ici  dans  mes  calculs  en  regardant  la 
fonction  r  [t)  comme  une  quantité  variable,  je  continuerai  à  me  tenir  à  ce  point  de 
vue  jusqu'au  bout. 

Ce  sera  donc  la  formule  (44)  que  j'adopterai  pour  la  mesure  de  la  quantité  de  cha- 
leur que  recevra  le  condenseur  dans  une  machine  sans  détente ,  tandis  que  la  chaudière 
ne  cessera  pas  de  fournir  une  quantité  de  chaleur  représentée  par  la  formule  (  Sg);  et 
alors  ce  sera  la  formule  (45)  ou  (45  bis)  que  l'on  devra  employer  en  place  de  la  for- 
mule(4i)  ou  (4i  i«), quand  on  voudra  passer  d'une  machine  à  détente  complète  a  une 
machine  sans  détente. 

Quand  enfin  on  voudra  supposer 

T[t)  =  constante  G  , 

la  formule  (45  bis)  se  réduira  à  son  dernier  terme  ,  et  le  rapport  de  ce  dernier  terme  au 
second  membre  de  la  formule  (43)  deviendra  égal  à  la  constante  G. 

Toutes  ces  formules  seront  d'ailleurs  applicables  jusqu'à  la  limite  où  la  dernière  des 
courbes  \|(  (c, />)  =  constante  it  passera  par  l'un  des  points  I,  I'  de  la  /î^.  a,  selon  que 
la  quantité  entre  parenthèses  an  second  membre  de  l'équation  (22  ter)  sera  positive 
ou  négative,  et  la  valeur  correspondante  de  11'  dépendra  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
formules  (26  ). 

Les  valeurs  correspondantes  de  la  formule  (4>)  seront  respectivement 

l[c{t')-c{t))-{U{t')-Rit)]y(l')  +  %^{^^'-«'){7(t')-y(t)), 
46)  V, 

((r(r')-c(0)-(H(;')-H(0)7   ')+^^(W'-«.')(7(^')-7(0), 
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mais  celles  de  la  formule  (45)  ne  seront  pas  assez  simples  pour  que  je  me  donne  la 
peine  de  les  développer  explicitement  ici. 

Après  avoir  épuisé,  de  cette  manière,  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  détermination  des 
dimensions  linéaires,  des  dimensions  superficielles  et  des  quantités  de  chaleur,  à  l'en- 
tour  des  aires  /('/-,  i'/'B'B,  î/'B',  B, ,...,  sur  la  fig.  2,  je  supposerai  encore  que  l'on 
veuille  trouver  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  le  long  d'une  courbe  quelconque 
représentée  par  une  équation  arbitrairement  donnée 

/.(",  t)  =  o. 
En  joignant  alors  une  telle  équation  à  la  relation 

on  n'aurait  qu'à  effectuer  l'élimination  de  la  variable  t  pour  trouver  l'équation  de  la 
courbe  donnée  en  v,  p  ;  et ,  réciproquement,  si  cette  dernière  équation  était  donnée, 
on  n'aurait  qu'à  y  substituer  la  relation 

P  =  a{t) 
pour  trouver  l'équation  correspondante  de  la  courbe  en  c,  t. 

La  question  étant  ainsi  posée,  je  remonte  à  la  formule  (aS  ),  ou  plutôt  à  la  for- 
mule (21),  et  j'en  tire 

(47)  «  =  H(0+J|f5(''-«')- 

Ce  sera  l'expression  générale  de  u  le  long  de  la  courbe  donnée,  pourvu  que,  au  second 
membre,  on  établisse  entre  c,  f  la  relation 

par  conséquent ,  d'un  point  à  un  autre  de  la  courbe  donnée,  on  aura  d'abord 

(ly    ,       dy    , 

puis 

l  d  (     ,  ,         o.'{t]\         d  (il'  {t)\\  ^       a'{c)  ^ 

et  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  correspondante  dq  sera 

(48    ^,  =  ,(Orf«=v(OJ7,(H(.-.p-^j+..^^(^^jj./r  +  v(0^''"- 

Quand  l'équation  donnée 

X(.,0  =  o 
se  réduira  à 

/  =  constante, 
on  aura  simplement 

a'(i) 
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et,  par  voie  d'intégration  ,  on  en  déduira,  sous  forme  générale, 

puis,  en  exprimant  que  pour  i'  =  <v  on  devra  avoir  q  ^  o,  on  trouvera  particulière- 
ment 


(49) 


,=-.i'f^i-^. 


Ce  sera  la  quantité  de  chaleur  latente  pour  une  augmentation  de  volume  c  —  w,  et, 
quand  on  y  substituera  la  valeur  de  p  ^  tv  tirée  de  la  formule  (47),  on  retrouvera 
l'expression  déjà  connue  par  la  formule  (37),  qui  était  ^ 

(49*")  ?  =  («— H(f))7(')- 

Quand  l'équation  de  la  courbe  donnée  se  réduira  à 

1'  =  constante, 
on  aura 

<i^  =  o, 

et  l'équation  (48)  fera  trouver  l'expression  de  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant 
sous  la  forme 


(5o) 


^{d  („  ,   ^  i^'(t)\  d  (0.'{t)\\ 


puis,  en  développant  et  en  faisant  usage  de  l'expression  connue  de  la  fonction  H  {t), 
on  aura 


(5o  bis) 


, ,  ^         ,  ^a'  (t)  dw      ,  ^    ,  ^  d  (a'{t)\ 


ou,  ce  qui  reviendra  au  même,  en  remplaçant  la  différence  v  —  «<  par  sa  valeur  tirée 
de  la  formule  (  47  )> 

/r  ^  ,,^  ,    .^' i^)  dw         ,  .,  ,    , ,       ,    .k' (t)     d  Cl'  (t) 

^  '  ^-        '^'k'[t)    dt        '■  ^  ''  '^  '  a' {t)dt  k' {t) 


Quand  on  fera  successivement 


■  =:  «■      et      I'  =  W 


dans  la  formule  (5o  6/y),  on  trouvera  pour  les  deux   limites  correspondantes  de  c, , 
en  /,  I, 


(5.) 


^'(0-7(0,-7^ -^^ 
^  '        '  ^  '  k'  {fdt         '  '  '^   '  dt\k'  {t)) 
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mais  ces  limites  de  la  quantité  c,  ne  seront  applicables  que  de  haut  en  bas  sur  la^g-.  '^, 
c'est-à-dire  pour  des  valeurs  négatives  de  cit. 

Quand,  enfin,  on  voudra  trouver  la  quantité  de  chaleur  dq  le  long  d'une  ctpurbe 
quelconque  dans  une  direction  non  parallèle  aux  axes  Oc,  Op ,  on  devra  employer  la 
formule  (48)  dont  le  développement  sera  très-compliqué  et  qui  ne  prendra  une  forme 
simple  que  lorsqu'on  se  bornera  à  écrire 

(48te)  dq  =  c'(t)d!  +  y{t)df^'pl^{.-u,)y 

Quand  on  fera 

c  =:  H' 

dans  cette  expression  générale  de  dq,  on  retrouvera  la  relation  connue 

dq  =  c'  {t)  dt 
le  long  de  la  courbe  'o'' '■ 

On  retrouvera  encore  la  même  relation 

dq  :=c'  {t)dt 
quand  les  variables  c,  t  satisferont  à  la  condition 

—, — i-  (v  —  iv)  z=  constante  h . 
k'[t) 

Le  long  de  la  courbe  loll',  on  aura 

Quand,  enfin,  on  voudra  appliquer  la  formule  (48  bis)  tout  à  l'entour  d'une  courbe 
fermée  quelconque  s,  on  trouvera  d'abord 

Mais,  d'une  part,  l'intégrale  deGnie  d'une  différentielle  exacte,  tout  à  l'eiitonr  d  une 
courbe  fermée  ,  sera  toujours  égale  à  zéro  ,  et ,  d'autre  part ,  on  aura  généralement 

1    y  dx  ^  xy  —   i  x  djr, 

l       Y  dx  =  (,r,  y,  —  x„  jo  J  —    /  -^  ''/, 

par  suite,  tout  à  l'entour  d'une  courbe  fermée, 

/       ydx-.o—i       xdy; 

69.. 
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de  telle  sorte  que  la  formule  (53)  se  réduira  à 

{53bis)  I"  dq  =  -.J'  p^{.-,v)y'(t)dt. 

L  aire  S,  délimitée  par  une  pareille  courbe  fermée  sur  ia^g-  2,  pourra  en  même 
temps  être  calculée,  d'après  les  deux  dernières  des  formules  (18),  par  l'une  des  expres- 
sions 


•*, 


s  =j[^'r(0"'?=J"r(i)c' («)'"  + J'r(,)7(()<((~|('-»-!). 

(54)  =  o        -X''<"<^"— ■■')• 
=  0  +  0—1     a'[t){i>  —  iv)dt 

=  —   /       vil' (t)  dt  =  —   I       i>d/>=-i-    i       pdv. 

Les  formules  (  54  )  pourraient  être  employées  à  retrouver  d'une  autre  manière 
toutes  les  aires  déjà  connues //'/,  /('B'B,  hi' k  ,  6B'B,...;  mais  je  ne  m'arrêterai 
pas  à  de  pareilles  vérifications  ici. 

Je  me  bornerai  à  faire  remarquer  que  l'aire  totale  /('  l'I  sera  représentée  par  l'inté- 
grale 

(55)  /      {V/—w)dp=l      (Vf  ~w)L-i'(e}dt, 
et  que,  tout  à  i'entour  de  cette  aire ,  la  formule  (  53  bis)  fera  trouver 

(56)  £'  drj  =  -£  ^i;i£J(W-  „<)7'(0'/'- 

La  discussion  des  formules  (18)  est  ainsi  véritablement  complète  sans  que  j'aie  eu  à 
faire  usage  de  la  relation  fondamentale  exprimée  par  la  seconde  des  équations  (18). 

La  seconde  des  formules  (18)  ne  devra  pourtant  pas  être  omise,  car  il  est  directe- 
ment évident,  d'après  la  nature  physique  des  choses,  que  l'expression  de  la  chaleur 
latente  devra  se  réduire  à  la  formule  (9),  et  pour  que  cette  réduction  puisse  se  faire  , 
il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait  la  seconde  des  formules  (18),  ainsi  que 
l'on  pourra  s'en  assurer  de  nouveau  pai-  une  comparaison  directe  entre  les  formules  \  g) 
et  (49). 
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Or  la  seconde  des  formules  (i 8)  exigera  que  l'on  ait 

iSn)  n'(0  ^         r{t)L  L 

''•'(0  k{t){W—iK')  yf,)(W—  «.)' 

et,  par  conséquent,  cette  valeur  du  rapport  des  fonctions  il'  (t),  A-'  {t)  pourra  être 
substituée  dans  toutes  les  relations  précédentes. 

Il  y  aura  surtout  de  l'avantage  à  faire  une  telle  substitution  dans  celles  des  relations 
précédentes  qui  dépendront  à  la  fois  du  rapport  des  fonctions  il'  {t),  k'  {t],  et  de  la 
différence  W  —  iv  le  long  de  la  courbe  limite  loll'.  parce  que  l'on  aura  simplement 


;57*": 


Mais  on  pourra  mieux  faire  encore  en  adjoignant  aux  formules  (i8)  une  relation 
auxiliaire  qui  aura  une  signification  très-nette  au  point  de  vue  physique  des  choses  ,  et 
qui ,  par  cette  raison  en  même  temps  que  par  sa  forme  algébrique ,  entraînera  de  grandes 
simplifications  dans  différentes  parties  du  sujet. 

Je  veux  parler  de  la  relation 

(58) 


W—  «' 


des  formules  (7),  (8),  (9),  dans  lesquelles  la  lettre  .r  m'a  servi  à  désigner  la  fraction  de 
la  masse  entière  actuellement  transformée  en  vapeur  sous  un  volume  donné  v  du 
mélange. 

Il  suffira,  en  effet,  que  l'on  veuille  faire  usage  en  même  temps  des  relations  (57)  et  (58) 
jjour  que  la  formule  121)  se  réduise  à  la  forme  très-simple 

(59)  "-H('"  =  7|7y"- 

Quand   on  y   remplacera  t  par  t'  sans  changer  u  ,   on  aura  à   une  autre  hauteur 
p'  =  ii{t')  sur  \3ifig.  2,  le  long  d'une  même  courbe  41  (•',  p)  =  constante  /t, 

L' 

7"! 

puis,  en  intervertissant  les  deux  équations  et  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre, 
L'       ,  L  ,  /"'  c'f/^ 

y       ^  7('')  7(0  ^     '  ^   '       J,        7(0 

ce  qui  permettra  de  trouver  les  rapports  .r  ,  et ,  par  suite  ,  les  espacements  proportion- 
nels de  toutes  les  courbes  de  détente  B'B«,  B'  B,  («,,...,  sur  les  droites  horizontales 
il,  ('  r  de  la  fig.  2,  dès  l'instant  qu'on  connaîtra  la  fonction  H  (<  et  le  rapport  de  \n 
chaleur  latente  L  à  la  fonction  7  [t). 


(Sgbis)  u-Hit')  =  -^^^,^ 
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Ce  sera,  ensuite  ,  une  deuxième  question  que  celle  de  connaître  encore  les  longueurs 
des  droites  il,  i'V,  ou  les  différences  W  —  iv,  W  —  «'',  de  manière  à  pouvoir  déter- 
miner les  dimensions  absolues  de  la  ^g.  2  au  moyen  de  l'équation  (  58  )  qui  fera  trouver 
respectivement 

c  =  w  -t-  (W —  (f]x. 


(^°^  (  i,'=<v'+CW'—w')x'. 

Rien  n'est  plus  clair  que  cette  manière  de  scinder  la  théorie  complète  en  différentes 
parties  au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  x ,  et  je  vais  en  présenter  l'entier  développe- 
ment. 

Les  limites  de  x  seront  manifestement  x=ro,  x:=i,  et,  par  suite,  on  aura  .  en  place 
des  formules  (22) ,  d'une  part ,  le  long  de  la  courbe  /„  (;', 
X  =  o,     u  =  H  {t) , 

d'autre  part ,  le  long  de  la  courbe  I»!  I', 

(61)  [ 

Quand  t  variera ,  on  aura  ,  en  place  des  formules  (  22  bis  )  et  (  22  ter  ) ,  d'une  pari , 
le  long  de  la  courbe  î»  ;  /', 

(61  bis)  x  =  o,      du  =  —^dt  =  -^dt, 

et ,  d'autre  part ,  le  long  de  la  courbe  I„  1 1', 

En  place  de  l'équation  (28)  on  écrira 
(6a)  x  =  [u-n(t)]l^. 

Ce  sera  l'expression  générale  de  la  fraction  .r,  de  /  en  B  sur  X^fig.  2. 

En  y  remplaçant  t  par  t'  sans  changer  u,  on  aura ,  de  1'  en  B'  sur  \difig.  2 , 

(62  iw)  x'=(a  — H(f'))^^*, 

et,  en  retranchant  les  deux  formules  l'une  de  l'autre, 

(62  ter)  x-x'=  [u  -  H(0)  1^  -  {«  -  H  {t')]  1^- 

La  valeur  de  u  ne  devant  pas  être  inférieure  à  H  (/'  )  pour  que  le  point  B'  ne  tombe 
pas  en  deçà  de  la  courbe  („('",  il  sera  convenable  de  poser 

(63)  u  —  Yl[t')  +  u'. 
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Les  formules  (62),  (62  bis),  (62  ter)  deviendront  alors 


{H) 


.'^p, 


et  l'on  en  conclura,  tant  pour  les  valeurs  absolues  de  u.  que  pour  les  accroissements  de 
cette  variable  sur  la^fg-.  2 , 

[de,'enX-,      (H  (O  -  H  U)]^4^  = '^    f  ^  '"T^ '^^ 


I  de  X-  en  B , 


,7(0 


(64  M         u.  «euo,  „_ 

Ide  ('  en  B',  u' — — -, 

I  L' 

La  valeur  de  u'  des  formules  (63),  (64),  (64  bis)  pourra  d'ailleurs  augmenter  jus- 
qu'à la  limite  où  la  dernière  des  courbes  t!/  passera  par  l'un  des  points  I,  I',  selon  que 
la  quantité  entre  parenthèses,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (6i  ter),  sera 
positive  ou  négative. 

De  toute  manière,  on  aura,  au  point  I, 


(65) 


.'=„-H(.')=-i--(H(r')-H(OJ  =  -i--  r  '^Ûdt, 
7(0  7(0       Ji       7(0 

let ,  au  point  I', 

^     '       7('')  '     '       7('') 

De  I  en  l' la  quantité  «  éprouvera  un  accroissement  total ,  soit  positif,  soit  négatif,  que 
l'on  trouvera  par  la  différence 

""'■'-■"«"(fÎFj-v-Tô)' 

(  65  bis]  Jou>  P**"  l'intégrale  définie, 

Jt     7(0       Ji    rf'"v7(';J 
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La  formule  {57)  pourra  être  substituée  encore  dans  les  expressions  de  toutes  les 
ailes  qui  dépendront  du  rapport  des  fonctions  ii'  [t),  k'  [t),  mais  on  n'y  trouvera  un 
avantage  réel  que  pour  celles  de  ces  aires  qui  aboutiront  à  la  courbe  loll';  à  moins 
qu'on  ne  veuille  se  placer  à  un  point  de  vue  exactement  inverse  en  prenant  x  comme 
variable  indépendante  de  tous  les  calculs,  auquel  cas  les  formules  (28),  (29)  et  (3o  1 
ou  les  expressions  générales  des  fonctions  A,  Q,  R  deviendront 

(R-=r(OLx-|-  jr(t)c'{t]de+   I  iv,/p, 

(66)  !  A  =  (W  ~  tv)/jjr  +  wp, 

[Q^R— A  =  (r(?)L  —  (W  —<v)p]x  -h  I  r  {t)  c' It)  </t  —   I  pc/»\ 

et  se  réduiront  à  un  tel  degré  de  simplicité,  que  chacune  d'elles  sera  directement  évi- 
dente dans  toutes  ses  parties  dès  l'instant  qu'on  se  pénétrera  bien  de  la  relation  fonda- 
mentale 

S  =  q'r(t')-qr(t), 

à  laquelle  j'ai  été  amené  par  le  cours  naturel  des  idées  dans  la  voie  de  raisonnement  ou- 
verte par  M.  Carnot ,  et  de  laquelle  je  suis  parvenu  à  tirer  tout  le  contenu  du  présent 
Mémoire. 

On  pourra  donc  s'étonner  que  depuis  longtemps  je  n'ai  pas  abandonné  les  for- 
mules (28),  (  29)  et  (  3o)  pour  leur  substituer  les  formules  (66  :. 

Mais  pouvais-je  abandonner  les  formules  (18)  aussitôt  après  les  avoir  trouvées,  et  ne 
faudra-t-il  pas,  en  tout  état  de  choses,  que  l'on  se  serve  de  la  variable  «?  Car,  au  moyen 
des  formules  (66),  on  trouvera  bien,  d'un  point  f,  x  à  un  autre  point  quelconque 
t',  x'  sur  la_^^.  2  , 

R=(r(f')L'x'— r(/)Lj:)  -)-    /        r  (t)  c' {t)  dt -+-    I       wdp, 
A  =  [{W'  —  w')p'x'—{W  —  w)px] 

jv  -  q  =  {(T  {t')L' -  (W -  «■')p')x'- 

f  -r-   /        r{t)c'{t)dt  —   1        pdw; 

mais  il  restera  à  savoir  quelle  devra  être  la  relation  de  x  à  x'  le  long  d'une  courbe 
donnée  B'Bm  de  l'espèce  -^[1' ,  p)  =  constante  «,  et  cette  relation  sera  exprimée  par  la 
formule  (Sg  1er),  à  laquelle  je  ne  suis  parvenu  qu'en  passant  par  les  formules  (18),  (19), 
(20)  et  (21  ),  et  dont  l'emploi  dérangera  la  simplicité  des  formules  (66  bis). 

Les  formules  (66  bis)  seraient,  à  la  vérité,  d'une  commodité  extrême  si,  au  lieu 
d'aller  le  long  d'une  courbe  B'Bk  ou  ^  (c,  p)  =:  constante  h,  on  voulait  aller  le  long 
d'une  des  courbes  x  ^=  constante,  dont  j'ai  dit  un  mot  à  l'occasion  des  formules  (7) 
et  (8),  et  parmi  lesquelles  se  trouveront  toujours  les  courbes  lo''',  loU',  dont  l'une 
correspondra  à  x  ^  o  et  l'autre  à  x  =r  i . 


(66  bis) 


A'—  A  =  ((W  — «'')/j'x'—  {\N  —  iv)px\  -Jrw'p'—  ivp  , 

Q'-Q  =  {(r(ï')L'-(W'-«/)/;']x'-fr(OL-(W-<v)/^)^! 
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Les  formules  (66  bis)  pourront  encore  être  transformées  très-facilement  en  i»,  /, 
puisqu'il  suffira  d'y  faire 


(67) 


quelle  que  puisse  être  d'ailleurs  la  relation  de  v  en  fonction  de  e  ou  de  p  le  lon^'  d'une 
courbe  donnée  quelconque. 

Mais  je  ne  crois  pas  avoir  besoin  de  m'appesantir  plus  longuement  là-dessus,  et,  pour 
arriver  à  la  fin  de  cette  longue  théorie  dans  l'exposition  de  laquelle  la  parfaite  clarté 
des  choses  a  toujours  été  mon  but  principal ,  je  veux  me  hâter  de  faire  voir  encore  ce 
que  deviendra,  à  ce  point  de  vue,  au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  a-,  le  calcul 
de  la  quantité  de  chaleur  dq  le  long  d'une  courbe  donnée  quelconque  sur  la^g^.  2. 

Je  ne  reprendrai  pas  une  à  une  toutes  celles  des  formules  (  36), . . . ,  (56)  qui  se  rap- 
portent à  cet  objet;  je  me  bornerai  à  remplacer  la  formule  (47)  par 

(68)  u=ï{it)  +  -^x, 
et,  par  suite,  la  formule  (47  bisj  par 

(68  bis)       du  =  -Vt  dt  +  d     ——X    =    — L-+  X  -     -TT    r^'  -+-  ^—'l-^^ 
ce  qui  me  fera  trouver,  en  place  des  formules  (4^)  et  (48  bis) , 

(69)  dq  =  y{t)  du  =c'{t)dt-hy(t)d  (  —  A  , 
et,  en  développant, 

(69  bis)  dq  =  y  (/)  ^  xy  l>    j^  [jlf)]]  '''  +  '^'''' 

Dans  le  dernier  terme  du  second  membre,  on  reconnaîtra  immédiatement  l'expres- 
sion de  la  chaleur  latente  le  long  de  la  droite  (I  sur  la  fig.  a,  et  la  quantité  entre  pa- 
renthèses dans  le  premier  terme  représentera  la  chaleur  spécifique  du  mélange  le  long 
d'une  courbe  .r  =  constante. 

En  y  faisant  xz=o  elx=i,  on  retrouvera,  d'une  part ,  le  long  de  la  courbe  iji', 

l'expression  connue 

dq  =  c'{t)  dt, 

et,  d'autre  part,  le  long  de  la  courbe  I„ir,  en  place  de  la  formule  (Sa), 
(70)  dq=\c'lj)-^y{r)^^[^]\dt. 

Pour  trouver  la  chaleur  spécifique  du  mélange  à  volume  constant,   il  fiuulra  que  la 
Tome  XVIII.  -  Décembre  i853.  7° 
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variable  x  soit  assujettie  à  la  relation 

('  —  «'  =  (W  —  fv)  X, 
et  qu'on  ne  fasse  pas  varier  i>  pendant  la  différentiation  ,  ce  qui  fera  trouver 

—  dw  =  {W  -  tv)  dx  +  xd  {W  —  «'), 
et ,  par  suite , 

rf(W  — (v)  dfv 

dx  =  —  X- 


W  IV  W H' 


puis,  en  substituant  dans  la  formule  (69  bis]  et  en  divisant  dt ,  on  aura,  en  ))laie  des 
formules  (  5o  bis  ) ,  (  5o  ter) , 

dq  ,  \.     ,   .  d  (    \.    \  L        d  ,  A  h        dw 


Quand  on  y  fera  respectivement  x  =:  o,  x  =:  i,  on  trouvera  pour  les  deux  limites 
de  r, ,  en  place  des  formules  (5i) , 

C72)  l 

(c  10  +  7(07,  |^^)J-^v^r^^. 

mais  ces  limites  de  la  quantité  c,  ne  seront  applicables  que  de  haut  en  bas  sur  la  _/?^.  2, 
c'est-à-dire  pour  des  valeurs  négatives  de  dt. 
Quand  la  variable  x  satisfera  à  la  condition 

L 

X  :=  constante  , 

7(0 
c'est-  à-dire 

L        .•  —  H- 

— — T-  r= =  constante  ,  ■ 

7  (t)  W  — .«' 

ou  bien 

«  —  H  (  ?)  ==  constante  , 

on  aura,  d  après  la  formule  ^69),  la  même  expression 

dq  =  c'  (t)dt 
que  le  long  de  a  courbe  /j  (  / '. 

Quand  la  variable  x  satisfera  à  la  relation 

L 

— r-r  X  -H  H(/)  =  constante  , 
7(0  ^ 


dt{y{t)'')  ~        '    dt~~~"i'(t 
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et  la  formule  (69)  fera  trouver 

dq  z=  G  , 

parce  que,  en  effet,  clans  ce  cas-là  ,  on  aura 

«  =  constante , 
et,  par  suite, 

(lu  =  o,      d<]  =  yit)  du  =  G. 

La  formule  (69)  pouvant  être  intégrée  le  long  d'une  courbe  c|ueiconquc,  on  aura ,  en 
principe, 

(73)  f   '    'dq=ic{t,)-c(t,)]+  f'^'  y{t)d(~x]: 

mais  on  aura  aussi,  en  intégrant  par  parties, 

et,  par  suite,  la  formule  (78)  pourra  être  remplacée  par 

puis,  quand  on  opérera  tout  à  l'entour  d'une  ligne  fermée  .v,  on  aura,  en  place  des 
formules  (54)  et  (54  bis) , 

"<»  X'^'=X'-''""(;TVi')  =  -X"7Ri''"""- 

On  aura  en  même  temps ,  pour  l'expression  de  l'aire  S  délimitée  par  une  pareille 
courbe  fermée, 


=X'-' 


t)dq. 


et,  au  moyen  de  la  formule  (69),  en  ne  perdant  pas  de  vue  que  l'intégrale  définie 
d'une  différentielle  exacte  à  l'entour  d'une  ligne  fermée  sera  toujours  égale  à  zéro ,  on 
trouvera,  en  place  des  formules  (54) , 

(,5,  S=j;'r(„./,=X'.-('),w4,-iy-)  =  -X'  ^SC-W-'C))'"- 
Quand  les  deux  relations  générales 

(74*/.)  X^^'^  =  -X\l^^'"''' 

(75te)  s  =  -£'  :^-~{r{i)y{t))dt, 

devront  être  appliquées  tout  à  l'entour  d'une  aire  S  qui  sera  délimitée  sur  iayfg-.  2  par 

70.. 
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la  courbe  '(,((',  par  deux  horizontales  il,  i'V,  et  par  une  autre  courbe  quelconque 
alluDt  d'un  point  B  de  l'horizontale  / 1  à  un  autre  point  B',  de  l'horizontale  (T,  on 
aura  à  faire  x  =  o  le  long  de  la  courbe  /„("/'  et  (/t=  o  le  long  de  chacune  des  droites 
fl,  /'!';  donc,  en  voulant  déterminer  les  valeurs  des  intégrales  en  question,  on  trou- 
vera zéro  de  i  en  ;',  comme  aussi  de  B  en  /  et  de  i'  en  B'. 

Ainsi,  les  seconds  membres  des  formules (^4  ^'•*)>  (75  bis)  se  réduiront  chacun  à  la 
seule  quantité  que  l'on  trouvera  par  voie  d'intégration  de  B',  en  B  le  long  de  la  courbe 
donnée  qui  passera  par  ces  deux  points,  et  l'on  aura  tout  uniment 

[X'"'  =  -i' 7(T)''"''"=*X' 7T7) '''"'"■ 


'"'  \      '=X'^"""  =  -X"7Ï^ 


(    =•/ 


ce  qui  pourra  servir  à  démontrer  que  l'on  ne  saurait  avoir  gt- ncralemeut 

cl,/  =  o 


X^ 


qu'autant  que  l'on  aura 
et,  par  suite, 


y  [t)  =  constante, 


-X" 


dt 


comme  dans  la  manière  de  voir  de  MM.  Carnot  et  Clapeyron. 

Cela  pourra  servir  aussi  à  faire  voir  que,  avec  l'hypothèse  1"  (f)  =  constante  G ,  on 
trouvera 


'X'""^ 


Mais  le  principal  objet  des  formules  (76)  sera  de  faire  trouver  les  deux  intégrales 
définies 


Jr*  s  ^  s 

0  Jo 


r(t),iq. 


sous  leurs  formes  algébriques  les  plus  simples  possibles,  avec  la  facilite  de  pouvoir 
repasser  à  tout  instant  de  ces  formules  simples  a  des  formules  explicites  d'une  plus 
grande  complication. 

Je  suppose,  par  exemple,  que  l'on  doive  avoir 

L 

— r—r  X  =  constante  =:  «  ; 
7(') 
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alors  on  trouvera 


:n] 


niais  ce  ne  sera  qu'un  exemple  de  calcul  sans  utilité  réelle. 
Je  suppose,  en  second  lieu,  que  l'on  doive  avoir 

— -—  X  +  H  {/)  =  constante  =«, 
7(f) 


7(0 


alors  l'aire  S  se  trouvera  délimitée  par  l'une  des  courbes  B' B  «,  B'|B|  «,,... ,  et  l'on 
trouvera,  en  place  des  formules  (4 1)  et  (42;, 

Ij     drj^u[y[t')-yit))-J      H  {t}-/ {t)>lt, 

(,8)       (  S=  r  r{t)dq  =  u{r{t')-i{t')-r(t)y{t)] 

1  Jo 

puis,  en  appliquant  aux  derniers  termes  des  seconds  membres  le  procédé  des  intégra- 
tions par  parties ,  en  ne  perdant  pas  de  vue  que  l'on  devra  avoir 

da  (f)  _  c'(t) 

on  sera  conduit  aux  deux  relations  suivantes  : 

[    f'd,,=u[-^{t')-y(t))-{H(t')yit')-n{t)y{ty}+c^t')-c(t), 
1  Jo 

f  +  i  r{t}c'{()dt, 

et,  dans  le  cas  où  l'on  s'aviserait  d'y  faire 

u  =  H(r')  -f-  m', 
on  retrouverait  précisément  les  formules  (4i  )  et  d^)- 

Quand,    enfin,    la    valeur    de    it    devra    être    telle    que    la    dernière   des  courbes 
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■<j{v,  p)=  constante  u  passe  par  l'un  des  points  I,  I',  on  aura ,  par  rapport  au  point  I , 

L 


^  =  «(^)-v;0- 


19 1 


)). 


I  s  =  -iH(<'}-H(0)r((')7('')  +  ^j(r(f')7(f')-r(07(r:i) 

'  -+-fT(t)c''l](!t, 

et,  par  rapport  au  point  I', 

,  )     f  drj=.-[li{t')-E{t))y(l)+-^[y{t')-y{t])  +  {c{t')-c{t], 

I  S  =  - 1 H  ir')  -H  (0]  r(0  7  (0  +  ~p^  (r  (/')  7  (^')  —  r  (t  ;  7  [t]] 

\  +fT{t)c'{t)rit. 

Les  secondes  des  formules  (  79^,  I  79  ii\$ )  serviront  à  remplacer  les  formules  146), 
et  les  dernières  seront  les  expressions  correspondantes  des  aires  S. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  déterminer  les  expressions  correspondantes  de  l'aire  triangu- 
laire èB'B,  qui  représenterait  le  bénéfice  de  force  motrice  d'une  machine  à  vapeur  à 
détente  complète  par  rapport  à  une  machine  sans  détente. 

Je  me  bornerai  à  faire  remarquer  que  les  groupes  de  formules  (79)  et  (79  bis)  ne 
seront  pas  applicables  tous  les  deux,  et  que  l'on  devra  prendre  le  groupe  (79)  ou  le 
lîroupe  (70  bis],  selon  que  la  quantité  u  ira  en  augmentant  ou  en  diminuant  avec  /, 
le  Ion"  de  la  courbe  IjH',  c'est-à-dire  selon  que,  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (61  ter),  on  aura 

Cela  reviendra  a  dire  que  l'on  devra  employer  celui  des  groupes  {79)  et  (79  bis) 
qui  fera  trouver  la  moindre  valeur  pour  S  ;  car,  quand  on  retranchera  chacune  des 
formules  du  groupe  (79)  de  sa  correspondante  du  groupe  (79  bis),  on  trouvera  les 
différences  que  voici  : 

p"-" '"^''^-"('^'-^(^rTTô)' 

pour  Jf^^/...      (7('')-7C0)j(H(f')-U(O)  +  (:5^)-^)j' 

pour  S.  ......  .      (r(i')7('')  -  V{t)y(t))  \{Wt')-H{t)]  +  |^-^^  -  i^Jj, 
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en  sorte  que  de  I  en  I',  les  intégrales  définies 

éprouveront  des  accroissements  soit  positifs,  soit  négatifs ,  qui  seront  égaux  res|)ectiv('- 
ment  aux  produits  de  l'accroissement  de  ii  parles  facteurs 


i: 


''  dy{t) 


dt, 


^i'')y{'')~r{t)y{')=J'  ~  {y {')■/{'))'"■ 

Je  suppose  d'ailleurs  que,  de  t  à  t',  la  variable  u  aille  toujours  en  augmentant  ou  tou- 
jours en  diminuant,  et  alors  il  est  bien  clair  que  celle  des  aires  S  qui  ne  dépassera  pas 
la  courbe  IjII'  correspondra  au  point  I  ou  au  point  I'  sur  la_^g'.  a,  selon  que  le  pre- 
mier membre  des  formules  (6i  ter)  ou  (80)  sera  positif  ou  négatif. 

Les  formules  (76)  seront  directement  applicables  à  l'aire  ii'l'l,  quand  on  y  fera 
a:  =  i,  et,  par  conséquent,  l'on  aura  tout  à  l'entour  de  l'aire  ii'l'l,  en  place  des 
formules  (56)  et  {5']), 


(8. 


S=j\^[t)dc,=J^'-^^'l{v[t-rt(t)]dt, 


puis,  en  intégrant  par  parties. 


(8i  bi.1) 


s  =  (r(i')L--r(<)L)-jr'r(,),(,i-^^|^-'l-j,;,. 


D'autre  part,  si  l'on  convient  de  désigner  par  C(f)  une  fonction  de  t  qui  soit  telle, 
que  la  différentielle  de  cette  fonction  C (?)«//■  puisse  représenter  la  quantité  de  chaleur 
dq  le  long  de  la  courbe  IjH',  il  faudra  que,  d'après  la  formule  (70) ,  l'on  ait 

(8.)  ^■("=''('j-^>(')7,(no)' 

et,  par  suite,  les  formules  (81  bis)  se  réduiront  à 

[    j'  dq=[V-\.)^[c{t')-c(t)]-{C{t')-C(t)], 

(81  ter)      j      " 

s  =  (r(f')L'— r(OL)-(-  r    r{t)c'{t)di-  Ç   r{t)c'(t)dt. 
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La  seconde  des  formules  (8i  ter]  sera  une  conséquence  immédiate  de  la  relation  de 
principe  S  =  q'  r{t')  — <jr{t),  et  la  première  des  formules  {8i  ter]  sera  directement 
évidente  sur  la  fig.  2,  en  ce  que,  de  t  en  /',  puis  de  là  en  I,  il  faudra  une  quantité  de 
chaleur  représentée  par  l'expression 

(c(f')  —  c{t)]  -+-  L', 

tandis  que ,  de  /  en  I ,  puis  de  là  en  I  ',  le  long  de  la  courbe  I,,  II  '.  il  faudra  une  quan- 
tité de  chaleur  représentée  par  l'expression 

L-h  {C{t')  —  c{t)]; 

(le  (elle  sorte  que,  en  soustrayant  cette  dernière  expression  de  la  précédente,  on  toni- 
i)era  justement  sur  le  second  membre  de  la  première  des  formules  (81  ter]. 

Ainsi  donc,  des  deux  groupes  de  formules  (  79)  et  (79  bis] ,  on  devra  faire  usage  de 
celui  dont  l'aire  S  sera  la  plus  petite,  ou  de  celui  dont  l'aire  S  sera  moindre  que  la 
valeur  de  S  des  formules  (81  ter),  et  ce  sera  le  groupe  (79}  ou  le  groupe  (7g  bis]  qui 
se  trouvera  dans  ce  cas-là,  selon  que  le  premier  membre  de  la  formule  (80)  sera  positif 
ou  négatif,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  quand  la  fonction  y(t)  sera  positive,  selon 
que  la  quantité  C  [t]  de  l'équation  182)  sera  positive  ou  négative. 

La  circonstance  physique  à  laquelle  cela  correspondra  est  facile  à  assigner  et  pourra 
être  énoncée  comme  il  suit  : 

Une  masse  de  vapeur  saturée,  que  l'on  fera  diminuer  de  volume  par  compression, 
ne  pourra  rester  à  l'état  de  saturation  qu'autant  qu'on  lui  fournira  de  la  chaleur  quand 
C'(t)  sera  positif,  et  qu'on  lui  otera  de  la  chaleur  quand  C'(tj  sera  négatif. 

Donc,  quand  la  compression  se  fera  sans  aucune  addition  ni  «oustraction  de  cha- 
leur, il  arrivera  que,  dans  le  premier  cas,  une  partie  de  la  vapeur  existante  passera 
à  l'état  liquide,  et  que,  dans  le  second  cas,  toute  la  vapeur  existante  passera  à  l'état 
gazeux  ou  à  l'état  de  vapeur  surchauffée. 

Le  contraire  arrivera  dans  l'un  et  l'autre  cas  quand  le  volume  d'une  masse  de  vapeur 
saturée  augmentera  au  lieu  de  diminuer. 

La  mesure  du  phénomène  se  réduira  d'ailleurs  à  avoir  recours  aux  équations  (68), 
(68  bis],  (6g),  (6g  bis),  et  à  y  faire  du  z=  o,  pour  le  cas  d'une  augmentation  ou  di- 
minution du  volume  c  du  mélange  dans  une  enveloppe  non  perméable  à  la  chaleur, 
ce  qui  fera  trouver  généralement  le  long  d'une  courbe  donnée  B'B«,  d'après  la  for- 
mule (68  6/.f), 


(83)  Lrf.-=-(c',,)^..V,>)^^(-L.])rf.. 

Quand,  ensuite,  on  fera  x  .—   r,   pour  que  la  formule  (83     < 
celle  des  courbes  4'  (''>/')  T'i  partira  du  point  I  sur  la  Jîg.  2,  < 

(84)  L^-  =  -(c'(^;-^vU)^,(:^))'/^ 
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c'est-à-dire 

(  84  bis) 


L(ir  = 


C'{t)dt, 


et  il  y  aura  précipitation  ou  surchauffe  selon  que  la  différentielle  /ix  ressortira  de  la 
formule  (84  bis)  avec  le  signe  —  ou  avec  le  signe  -f. 

Toute  valeur  négative  de  dx  sera  la  mesure  de  la  quantité  de  vapeur  (|ui  se  condensera 
par  suite  d'un  changement  de  volume  dans  une  enveloppe  non  perméable  à  la  chaleur 
pendant  que  la  température  variera  de  t  à  t  +  dt ,  et  la  valeur  négative  correspondante 
du  produit  Ldx  sera  la  mesure  de  la  quantité  de  chaleur  latente  qui  deviendra  libre 
et  qui  sera  employée  à  porter  la  masse  de  vapeur  restante  i  —  dx  à  sa  nouvelle  tem- 
pérature de  saturation  C  +  dt. 

Par  contre,  toute  valeur  positive  de  dx  sera  un  indice  de  surchauffe,  et  la  valeur 
correspondante  du  produit  \^dx  sera  la  mesure  de  la  quantité  de  chaleur  employée  à 
produire  l'état  surchauffé  de  la  masse  entière  à  sa  nouvelle  température  t  -\-  dt. 

Quand  on  aura  G  [t.)  =  o,  on  trouvera  en  même  temps  dx  =  o,  le  long  de  la 
courbe  -i  (c,  />  )  =r  constante  «  partant  du  point  I,  et  du  =r  o  le  long  de  la  courbe  loll'; 
par  suite,  la  dernière  des  courbes  ip  coïncidera  avec  la  courbe  I,,!!',  et  les  for- 
mules (79),  (79  bis)  se  confondront  avec  les  formules  (8i  ter). 

Tout  cela  étant  supposé  compris,  j'observe  que  l'on  aura 


'^  f    L    \  i      dh       L'/'[t) 


et  que,  par  suite,  la  formule  (82),  servant  à  définir  la  quantité  C(f),  se  réduira 
[Qi  bis)  C'(t]-c'{t) 


dt  -/{t) 


de  telle  sorte  que,  si  les  quantités  L,  c{t),  C(f)  étaient  connues,  la  formule  (82  bis) 
pourrait  servir  à  faire  trouver  la  nature  de  la  fonction  7  (t). 
De  la  formule  (82  bis)  on  conclura,  en  effet, 

c'(t)  +  '^-ait) 


yit)  L 

puis,  en  multipliant  par  dt  et  en  intégrant, 


[82  ter) 


c'(0 


Iog7(0  = 

ou,  ce  qui  reviendra  au  même, 
dL 


dt. 


Tome  XVIII. 


Décembre  i853. 


J 


'(O  +  ^TT-C'C) 
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Cela  ne  changera  rien  à  la  forme  algébrique  des  formules  (8i  ter);  mais,  dans  le 
cas  où  l'expérience  ferait  trouver 

c(f)  -f-  L  —  C(f)  =  constante, 

le  second  membre  de  la  première  des  équations  (8i  ter)  se  réduirait  à  zéro. 
On  aurait  en  même  temps 

f'(0  +  ^-c'(0  =  o, 

et ,  par  suite ,  les  formules  (  82  ter)  feraient  trouver 
y  [t)  1=  constante, 

à  la  manière  de  voir  de  MM.  Carnot  et  Clapeyron. 

Quoi  qu'il  en  soit,  Je  suppose  que,  à  l'aide  des  formules  (82  ter),  on  soit  parven\i 
à  déterminer  la  nature  de  la  fonction  7  [t). 

J'aurai  recours  ensuite  à  la  seconde  des  formules  (18),  et  j'y  remplacerai  la  fonc- 
tion /  (f  )  par  sa  valeur  connue 

iit)^r{t)yit), 

d'où 

^•'(0  =  1  [no  7(0), 

ce  qui  me  fera  trouver  d'abord 

y{t)si'{t)     _      L 


et,  en  transposant, 

(83)  ^^(r(r)  7(0)  =  --^"'(07(0, 

puis,  en  multipliant  par  filet  en  intégrant, 

>         X(0=r(t)r(r)=  f  ^^^a'(0  7(0'^'. 

(83  6m)  ',   d'où,  enfin, 

I  I         /•  W  —  (f 

[        ^(')  =  ^-(7)  j-L-'^'(07(0^/^ 

et  ce  sera  le  second  membre  de  cette  dernière  formule  qui  devra  être  sinon  une  con- 
stante, du  moins  une  même  fonction  de  t  pour  tous  les  corps  de  la  nature. 

Si  la  fonction  universelle  r(t)  était  connue,  on  se  servirait  de  l'équation  (83)  d'ime 
autre  manière.  On  effectuerait  la  différentiation  indiquée  au  premier  membre  et  l'on 
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diviserait  les  deux  membres  par  la  fonction  -/  (t),  ce  qui  ferait  avoir 
(84)  (et,  par  conséquent, 


y'it]        r'  It^  _(W—w)il'{t) 

JV)  ^  'W)  ~        r(OL       ' 

puis,  en  y  substituant  la  première  des  formules  (82  ter)  et  en  chassant  le  dénomina- 
teur r  (^)  L,  on  aurait  la  condition  universelle 

f85)  r[t)\c'{t)  +  ~-  C'(ol+Lr'(f)  =  (w-^v)a'(0. 

la  même  relation  d'une  autre  manière  si  l'on  remor 
ter),  et  si  l'on  y  faisait  d'abord 

S  =:  I      (AV  —  «')  dp=   i      (  W  —  K')  a'  {t)  (II, 


On  trouverait  la  même  relation  d'une  autre  manière  si  l'on  remontait  à  la  seconde 
des  formules  (8/  ter),  et  si  l'on  y  faisait  d'abord 


puis 

t'  =^  t  ->r  (It , 
ce  qui  ferait  trouver 

(85  bis)  {\N  —  w)a'  [t)  =  —  {T{t)V]  +  T{t)c'{t)  —  T[t)C{t\, 

de  telle  sorte  que,  en  développant  le  premier  terme  du  second  membre  et  en  transpo- 
sant, on  aurait  précisément  l'équation  (85). 

C'est  là  le  plus  haut  degré  de  généralité  que  je  puisse  et  doive  donner  à  la  théorie 
des  effets  dynamiques  de  la  chaleur  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée 
de  ce  liquide,  sans  faire  aucune  hypothèse,  c'est-à-dire  en  ne  m'appuyant  que  sur  la 
relation  fondamentale 


(86)  s  =  q'r{t')-qy[t)=J^'  ~ 


[<jvit)]dt, 


à  laquelle  j'ai  été  amené  en  me  laissant  aller  au  cours  naturel  des  idées  dans  la  voie  de 
raisonnement  qui  a  été  ouverte  ou  inventée  par  Carnot. 

Et  comme  j'ai  démontré  rigoureusement  que,  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  va- 
peur saturée  de  ce  liquide,  on  devra  avoir 

I  87)  dq  ^z  y  (t)  du, 

il  en  est  résulté  que  la  formule  (86)  s'est  changée  en 
(88)  ^=jj±[v(t)t{t)]dtdu. 
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de  telle  sorte  que,  par  une  simple  comparaison  de  la  formule  (88)  avec  l'ancienne  for- 
mule de  M'".  Carnet  et  Clapeyron,  qui  était 


,%,  s// 


^-- 


il  me  sera  permis  de  dire  que,  dans  la  théorie  exacte  des  vapeurs,  ce  seront,  d'une 
part,  la  quantité  u  ou  la  constante  arbitraire  de  mes  formules,  et,  d'autre  part,  la 
fonction  composée 

/,-{t)=  r{t]-/{t), 

qui  joueront  exactement  les  mêmes  rôles  que  ceux  que  MM.  Carnot  et  Clapeyron 
voulaient  faire  jouer  de  prime  abord  à  une  quantité  de  chaleur  7  et  à  la  fonction 
simple  r(^). 

J'ai  expliqué  d'ailleurs ,  en  deux  et  même  en  trois  passages  ,  que  du  moment  où 
l'expérience  ne  vérifierait  pas  la  relation  7  (/)=:  constante,  on  ne  saurait  guère  se 
refuser  à  admettre  l'hvpothèse  r  (f)  ^  constante,  afin  qu'il  n'v  eût  pas  de  perte  de 
travail  ou  de  force  vive  dans  le  phénomène  de  la  transmission  libre  de  la  chaleur  entre 
deux  corps  A ,  A'  à  des  températures  différentes  t,  t'. 

Toute  quantité  de  chaleur  deviendrait  alors  l'équivalent  immédiat  d'une  certaine 
somme  de  travail  ou  de  force  vive ,  et ,  dans  le  cas  où  l'expérience  ferait  trouver  des 
résultats  différents,  on  serait  conduit  naturellement  à  penser  que  c'est  la  manière  usitée 
de  mesurer  une  quantité  de  chaleur  qui  est  défectueuse. 

Quoi  qu'il  en  soit,  avec  l'hypothèse 
(90)  r  (;)=:  constante  G  , 

les  formules  ("jS)  et  ( 'j6  ),  appliquées  à  une  ligne  fermée  quelconque  j,  se  réduiront  à 
une  seule  en  ce  que  l'on  aura 

La  formule  (85)  se  réduira  à 

(97.)  G  (^<:';o.+  5-'-'(o)  =  (w- «')"'('), 

et  les  formules  '82  ),  (8?.  his) ,  (82  ter)  ne  changeront  pas. 


Après  cet  exposé  général  de  toute  ma  théorie  des  vapeurs,  il  me  reste  à  ajouter 
que  la  somme  qui,  dans  les  équations  précédentes,  est  désignée  par  c{t)  -)- L  est 
précisément  celle  que  M.  Regnault  a  représentée,  pour  de  la  vapeur  d'eau,  par  la 
formule 

(i)  X  =  606,5  4- o,3o5r  =  rt -(- if. 
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Donc,  pour  de  la  vapeur  d'eau  ,  en  partant  de  la   formule  de  M.  Regnault,  et  en 
faisant 

a  =606,5,      è  =  o,3o5, 
on  aura 

i-(f)  -hh  =  a  -i-  bt, 


(I  bis) 

'  c(t')-i-V=  a  ->nbt  , 

et  la  première  des  formules  (8i  ter),  c'est-à-dire  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur 
anéantie  tout  à  l'entour  de  la  ligne  ii'  V  I  sur  la  fig.  i  deviendra 


/■ 


dq^b[t'—t)~\Z{t')  —  Ç.(t') 
«/o 

On  aura  ensuite 

c'(04--  =  *, 

et  la  première  des  formules  (82  ter')  se  réduira  à 

7'(f)        b  —  c[t) 


Les  formules  (83 ) ,  (83  bis),  (84)  ne  changeront  pas,  et  la  condition  (85 j  devien- 
dra 

(4)  r(f)(é-C'(0]  +  Lr'(/)  =  (W-«-)a'(/). 

Quand  on  supposera,  en  outre, 

c{t)=t, 
on  trouvera 

(5)  l.  =  l  —  t=a—{i—b)t, 

et  les  formules  (  3  ; ,  (4  )  prendront  les  formes  un  peu  plus  explicites 
,,,.  ,  7'(0_      b-c'{t) 

(ibis)  — -  = ; TT—I 

^  '  7(f)         a-\^l-b)t 

(4èù)        r(0  (é-C'(f)j +  («-(!-*) Or' (f^iw-o'ja^f), 

o*i,  ce  qui  reviendra  au  même,  de  la  formule  (3  bis)  on  conclura 

Ç  t  — C'(t1 
■^{t)  =  cJ   «-(  —  *)', 

et,  au  moyen  de  cette  valeur  de  y  (f),  on  trouvera,  d'après  les  formules  (83  A(>), 
Mais  cela  ne  suffira  pas  pour  trouver  la  fonction  7  (?)  tant  qu'on  ne  connaîtra  pas 
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la  fonction  C  (/) ,  ni  pour  trouver  la  fonction  r  (f)  tant  qu'on  ne  connaîtra  pas  la  fonc- 
tion O.'  (t)  et  l'expression  de  la  différence  W  —  tv  en  t. 

L'unité  calorifique  étant  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  i  degré 
centigrade  la  température  de  i  kilogramme  d'eau  ,  la  différence  W  —  w  sera  l'augmen- 
tation de  volume  de  i  kilogramme  d'eau  transformé  en  vapeur. 

Le  mètre  cube  étant  pris  pour  unité  de  volume,  on  aura,  à  très-peu  près,  pour  la 
valeur  de  la  différence  W  —  »•  à  la  température  de  loo  degrés, 

1,695; 

mais  on  n'est  pas  encore  bien  fixé  sur  la  loi  d'après  laquelle  la  différence  W  —  «'  varie 
avec  t. 

La  fonction  ii'(?)  est  celle  que  l'on  connaît  le  mieux:  c'est  la  dérivée  par  rapport 
A  t  de  l'équation 

P=^a{t). 

En  langage  interprétatif  ordinaire,  on  peut  dire  que  la  quantité  li'  (r)  est  l'accroisse- 
ment de  la  pression/?  pour  une  augmentation  de  température  de  i  degré. 

Dans  les  Tables  de  M.  Regnault ,  tome  XXI  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, 
la  pression  p  est  mesurée  par  la  hauteur  d'une  colonne  de  mercure  évaluée  en  milli- 
mètres, en  sorte  que  le  nombre  760  y  représente  la  pression  de  1  atmosphère. 

Mais  quand  on  voudra  prendre  pour  unité  de  travail  le  poids  de  i  kilogramme 
élevé  à  1  mètre  de  hauteur  et  que  le  volume  c  d'un  fluide  élastique  sera  exprimé  en 
mètres  cubes,  il  faudra  que  la  pression /9  du  fluide  élastique  soit  représentée  par  le 
poids  d'un  nombre  équivalent  de  kilogrammes  sur  1  mètre  carré  de  surface  pour  que 
la  valeur  numérique  du  produit  vp  représente  des  kilogrammètres. 

D'autre  part,  le  poids  d'une  colonne  de  mercure  de  760  millimètres  de  hauteur  sur 
I  mètre  carré  de  surface  est  de  io333  kilogrammes. 

Donc,  avec  l'emploi  du  kilogrammètre  comme  unité  de  travail ,  et  avec  le  mètre  cube 
comme  unité  de  volume,  toutes  les  pressions  ou  tensions  des  Tables  de  M.  Regnault 
devront  être  multipliées  par  le  nombre 

io333  ,   r  r 

— ^ —  =  i3,5qd. 

760  -^ 

Ainsi,  par  exemple,  à  la  température  de  100  degrés  on  trouvera  en  millimètres  de 
mercure 

"'(')=  27  > '5, 

et ,  par  suite,  on  aura  pour  la  valeur  absolue  correspondante  de  11'  (r),  en  kilogrammes 
par  mètre  carré, 

27  , 1 5  X  '  3 , 596  =  36c) ,  1 3 1  . 

La  valeur  de  W  —  iv  j  100  degrés  étant  de  i  ,6q5  mètres  cubes,  on  trouvera  pour  la 
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valeur  absolue  du  produit  (W  —  w)  n'  {i)  en  kilogrammi-tres  , 

1 ,695  X  369,  i3i  =  635,677. 

Cela   ne  permettra  pas    de   faire   usage  de   l'equalion  (6>),   mais   l'équation   ^4  hit 
deviendra,  à  la  température  de  loo  degrés, 

(4  ter)  r(ioo)(o,3o5  — C'(ioo)]  +  537r'(ioo)  =  625,677. 

On  ne  saurait  aller  plus  avant  sans  connaître  la  fonction  C(r)  en  ce  qui  concerne  la 
détermination  de  la  fonction  7  (t)  par  la  formule  (3  brs),  et,  pareillement,  sans  con- 
naître la  loi  deVf  —  IV  eo  t  dans  la  formule  (4  his)  ou  dans  la  formule  (6). 

Cela  posé,  MM.  Carnot  et  Clapeyron  érigeraient  en  principe  la  relation 

7  (t)  =  constante, 
et,  par  suite,  4'après  les  formules  (3),  (3  bis) ,  il  leur  faudrait  supposer 

C'{tj  —  o,3o5, 
c'est-à-dire 
(7)  C(f)  =  G,  3o5^+ constante. 

De  la  formule  '2)  ils  concluraient 


i: 


dq  =  o 


tout  à  l'enlour  de  la  courbe  ii'VY,  et  la  formule(4  bis  \  leur  ferait  trouver  générale- 
ment 

,0.  w.-.^_(W-«')a'(0_   (W-»-)n'(f)  _ 

^    '  ^    '~    a—(i—b)t    ""606,5  —  0,695?' 

par  suite,  ils  auraient,  à  la  température  de  100  degrés,  d'après  la  formule  (4  ter). 

n  ,  ,  ,       ■.        625,677  „_ 

\Qbis)  r'(ioo)  —        '  ■"-=  i,i65. 

MM.  Regnault ,  .loule  ,  etc.,  aduiettent,  au  contraire  ,  que  l'on  devra  avoir 
r  {t)  =  constante  G, 
et,  par  suite, 

r'(f)  =  o, 

ce  qui  réduira  les  formules  (4  )  et  (4  bis)  à 

(4  quater)  G[b  —  C'(t)]=  (Vf  —  w)il'{t). 

Ainsi  la  différence  W  —  w  devra  varier  en  raison  directe  de  la  différence  b  —  C'{/)  et 
en  raison  inverse  deii'(f). 
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Il  faudra  que  l'on  ait 

C'{f)<é, 

et  le  second  membre  de  la  formule  (2  )  ne  se  réduira  plus  à  zéro. 
On  admet  communément  que  l'expérience  doit  vérifier  la  relation 

C  {t)  =  o, 

mais  les  conséquences  que  l'on  trouvera  dans  ce  cas-là  rentreront  dans  le  cas  plus  géné- 
ral où  l'on  supposera 

C  (t)  ^  constante  ^  p , 
{9)  \  <^t5  pi"'  suite, 

[  C  (f)  =  |5<-^  constante. 

De  la  formule  (  2  )  on  conclura  alors 

•{10)  /      dq=ib  —  p){t'  —  t) 

pour  la  quantité  de  chaleur  anéantie  tout  à  l'entour  de  l'aire/i'l'I  sur  la^^.  2. 
La  formule  (  3  bis  )  deviendra 

(3...)  tS!l=      '-^      , 

7(0         a-(i-b)t' 

et,  par  voie  d'intégration,  on  en  conclura 

b  —  & 
log7(r)  = — -|log(a—  {1—  b)t\  +  log  constante, 

c'est-à-dire 

,^  ,  ,    .  coD' 

(ôquater)  y[tj=:  


Les  formules  (4  t^r) ,  (4  r/uater)  feront  trouver,  à  la  température  de  100  degrés, 

Q{b-p]  =625,677, 
d'où 

Ainsi,  la  constante  G  sera  inversement  pro|)ortionnelle  à  la  différence  constante 
/'  —  p,  et,  quelque  valeur  que  l'on  veuille  attribuer  à  cette  différence,  cela  ne 
changera  rien  à  la  nature  de  la  courbe  LU'  sur  lajîg.  1,  puisque,  d'après  l'cqua- 
tion  (4  qiiater),  on  devra  avoir  tout  le  long  de  cette  courbe 

(  W  —  w)  ii'  (r)  =  constante  , 


PURES  ET  APPLIQUEES.  565 

et,  à  la  température  de  loo  degrés, 

W  —  w  =z  I  ,  695 , 

n'{r)  =  27,15  X  13,596  =  369,131. 

L'aire  ii'l'l  de  la  y%.  2  sera  égale  au  produit  de  la  constante  G  par  le  second 
membre  de  la  formule  (10),  et  comme  la  constante  G  dépendra  de  l'étiuation  (11), 
on  aura 

(12)  G  (6 -[!)(;'  — 0=625,677  («'-0- 

Ainsi,  par  exemple,  dans  une  machine  à  vapeur  théoriquement  parfaite  à  délente 
complète,  où  l'on  aura 

t'  :=   100°,       t  ^  5o, 

et  où,  pour  chaque  kilogramme  de  vapeur  dépensée,  la  chaudière  aura  à  fournir  une 
quantité  de  chaleur  égale  à 

(100  — 5o)  +537  =  587, 

la  quantité  de  chaleur  anéantie  qui  ne  paraîtra  pas  dans  le  condenseur  sera  égale  à 

(i3)  (i  — p)x5o  =  (o,3o5  — p]x5o. 

Le  maximum  de  travail  théoriquement  possible  avec  une  telle  perle  de  chaleur 
sera 

(■4)  G(6  — p)x  50  =  625, 677  x5o  =  31284. 

Dans  une  machine  sans  détente,  entre  les  mêmes  limites  de  température  t'  =  100, 
i=5o,  on  utilisera  une  quantité  de  travail  égale  au  produit  (W — "')(/''  —  p)t 
et,  d'après  les  Tables  de  M.  Regnault,  la  différence  p'  —  p  serait  mesurée  par  une 
colonne  de  668  millimètres  de  mercure;  par  suite,  on  utiliserait  une  quantité  de 
travail  égale  au  produit 
(i5)  1,695x668x13,596  =  15394, 

c'est-à-dire,  en  nombre  rond,  la  moitié  seulement  de  ce  que  l'on  obtiendrait  dans 
une  machine  à   détente   complète.   Par  conséquent,   la  quantité   de  chaleur  détruite 
qui  ne  reparaîtrait  pas  dans  le  condenseur  serait  aussi,  en  nombre  rond ,  la  moitié  du 
second  membre  de  la  formule  'i3). 
Ainsi,  du  moment  où  l'on  supposera 

C'  (f  )  :=  constante  p, 

rien  ne  changera  dans  les  seconds  membres  des  formules  (i4)  et  {i5);  ce  seront  les 
quantités 


G,       /      f/rf     et  la  fonction     7(') 
./o 


seulement  qui  prendront  d'autres  valeurs. 
Tome  XVIII.  — Décembp.e  r853. 
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Quand  on  fera 

S  =  />  =  o,3o5, 

.  on  trouvera 

(.6) 

G  =  œ  ,        I      r'.q  =  o  ,      -j  [t)  =z  constante , 

et  l'on  retombera  sur  la  manière  de  voir  de  JIM.  Carnet  et  Clapeyron. 
Quand  on  fera 

1  on  trouvera 

G  =  5^r_^2o52, 

1  o,3o5 

et  le  second  membre  de  la  formule  (i3),  c'est-à-dire  la  quantité  de  chaleur  anéantie 
dans  une  machine  à  détente  complète  pour 

f'  =  ICO     et     r  =  5o, 
sera 

o,3o5  X  5o  =  i5,25. 

Dans  la  machine   correspondante   sans   détente,    on    trouvera    la   moitié  environ, 
ou  7  ,5. 

La  formule  i  3  quater)  deviendra ,  dans  ce  cas-là . 

,   ,  constante 

(.8)  7lO  = ^' 

f  606,5  —  06950"''^^°' 
et,  quand  on  y  fera  respectivement 

/  =  5o ,      t  =  1 00 , 
on  trouvera 

,_    ,  constante 

7(5o) 


7(100)  = 


16,22 
constante 


15,78 

Ainsi  la  fonction  7  [t)  augmentera  très-lentement  avec  /,  et  dans  la  proportion  de 
i58  à  162  seulement  depuis  f  =  5o  jusqu'à  t  =  100. 
M.  Joule  admet  que  l'on  doit  avoir 

r(f)  :=  constante  G; 

mais  il   assigne  à  la  constante  G  une  valeur  à  peu  près  cinq  fois  plus  petite  ijiie  le 
nombre  trouvé  2o52. 
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Selon  M.  Joule,  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  augmenter  de  i  degré  Fa- 
renheit  la  température  d'une  livre  d'eau ,  a  pour  équivalent  mécanique  une  quantité 
de  force  motrice  égale  à  celle  d'un  poids  de  773  livres  élevé  à  la  hauteur  d'un  pied. 

100 
Cela  revient  à  dire  que  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  augmenter  de  -tt-  de- 
grés centigrades  la  température  d'un  kilogramme  d'eau,  a  pour  équivalent  mécanique 
une  quantité  de  force  motrice  égale  à  celle  d'un  poids  de  772  kilogrammes  élevé  a  la 
hauteur  de  o"',3o48,  et  de  là  on  conclut  que  l'unité  de  chaleur  précédemment  em- 
ployée doit  avoir  pour  équivalent  mécanique  un  nombre  de  kilograramètres  représentés 
par  le  nombre 

772  X  o,3o48  X  —  =  424- 
"  100 

Pour  que  la  formule  (i  i)  donnât  cette  valeur,  il  faudrait  que  l'on  eût 

et ,  par  conséquent , 

^  =  b  —  I  ,476  =:  o,3o5  —  1 ,476  — ~  —  1,17», 
cyt)  ^  —  1,171  f  +  constante. 

Le  second  membre  de  la  formule  (  i3),  c'est-à-dire  la  quantité  de  chaleur  anéantie 
dans  une  machine  théoriquement  parfaite,  à  détente  complète,  serait 
1,476x50  =  73,8. 
Dans  la  machine  sans  détente,  ce  ne  serait  que  la  moitié  environ  ,  ou 

1^  =  36,3 
424 

(pour  une  dépense  de  587  unités  de  chaleur  parla  chaudière  dans  l'un  et  l'autre  cas). 
La  formule  (  3  quater)  deviendrait 

constante 

'/(')  = 17P' 

(606,5- 0,695  O"-^-'^ 

et,  en  y  faisant  respectivement 

/  =  5o,     f  =;  100, 

on  trouverait 

constante 
' ^      '         7 I 7 I 00 

constante 

7  (100)  =  -^ 

'  ^       '         027700 
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Ainsi,  la  fonction  7  (  /)  augmenterait  dans  la  proportion  de  63  à  72,  de  ï  =  5o  à 
t^  100. 

Là  se  termine  le  rôle  que  je  m'étais  proposé  de  remplir,  celui  d'exposer  une  théorie 
complète  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur  par  des  formules  explicitement  déve- 
loppées qui  permettront  de  soumettre  au  calcul  telles  hypothèses  que  l'on  voudra  sur 
les  chaleurs  spécifiques  et  sur  les  chaleurs  latentes  des  gaz  et  des  vapeurs  en  même 
temps  que  sur  l'utilité  dynamique  de  ces  fluides  élastiques  dans  la  théorie  générale  des 
machines  à  vapeur. 

Je  réserverai  pour  une  autre  fois  l'application  de  ces  formules  à  la  théorie  du  ther- 
momètre ,  qui  faisait  partie  encore  du  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Institut  dans  la 
séance  du  24  novembre  i85i. 
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